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PREFAZIONE 


A  richiesta  dei  miei  discepoli  io  aveva  in  epoche  diverse  pub- 
blicato tre  opuscoli,  che  riunii  poscia  in  un  unico  volume  col  titolo: 
Geoìnelria  afuilUica,  parte  1*  (Torino,  Loescher,  1885).  Essi  infatti 
contenevano  la  materia  di  un  primo  corso  di  Geometria  analitica; 
poiché  vi  si  trovava  esposto  quello  che  è  utile  conoscere  innanzi 
di  adontare  la  teoria  generale  delle  curve  e  delle  superficie  di 
grado  qualunque  o  trascendenti. 

Resasi  in  seguito  necessaria  una  nuova  edizione  (Torino,  Bocca, 
1896),  io  colsi  volentieri  l'occasione  per  rifare  il  lavoro  di  sana 
pianta,  fondendo  i  tre  opuscoli  in  un  tutto  organico,  rammodemando 
la  trattazione,  completando  le  parti  accessorie. 

Il  presente  volume  non  è  una  mera  ristampa  di  quello  del  1896  ; 
poiché  io  l'ho  sottoposto  ad  una  accurata  revisione,  e  poiché  inoltre, 
edotto  dall'  esperienza  fatta  nella  scuola,  ho  arrecato  notevoli  mu- 
tamenti nell'ordine  delle  materie,  con  lo  scopo  di  dare  un  ampio 
svolgimento  alle  coordinate  cartesiane  prima  di  passare  alle  coor- 
dinate proiettive  ed  omogenee. 

Invero,  se  è  utile  che  lo  studente  venga  iniziato  ai  più  moderni 
sistemi  di  coordinate,  è  però  sopratutto  necessario  che  egli  si  renda 
ben  esperto  dell'uso  del  sistema  cartesiano,  còme  quello  che,  oltre 
ad  avere  una  capitale  importan;  storica,  è  anche  oggidì  a  prefe- 
renza adoperato  nelle  applicazioni  geometriche  del  Calcolo  infini- 
tesimale e  nella  Meccanica  razionale  ed  applicata. 
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Ma,  salvo  gli  accennati  mutamenti  di  ordine,  il  trattato  conserva 
tutti  i  caratteri  che  lo  distinguevano  dai  congeneri. 

Così  gli  elementi  all'infinito,  la  legge  di  dualità,  l'omografia  e  la 
correlazione,  le  coordinate  projettive  ed  omogenee,  i  complessi  li- 
neari, sono  introdotti  non  appena  se  ne  presenti  l'opportunità  ;  le 
proprietà  projettive  delle  coniche  e  delle  quadriche  sono  investi- 
gate con  lo  strumento  delle  coordinate  projettive,  e  separate  dalle 
proprietà  metriche,  alle  quali  meglio  si  addicono  le  coordinate  car- 
tesiane e  le  pliickeriane;  dei  sistemi  lineari  di  coniche  e  di  qua- 
driche son  date  le  principali  proprietà. 

Uno  sguardo  all'indice  mostrerà  chiaramente  come  io  abbia  in- 
formata tutta  l'esposizione  allo  spirito  della  Geometria  moderna, 
studiando  in  primo  luogo  ad  una  ad  una  e  sistematicamente  (forse 
per  la  prima  volta  in  un  libro  didattico)  le  forme  geometriche  fon- 
damentali di  prima,  seconda,  terza  specie  e  lo  spazio  rigato  (forma 
di  quarta  specie),  indi  le  coniche,  e  da  ultimo  le  quadriche. 

Ho  inoltre  tenuto  presente  che  l'insegnamento  della  Geometria 
projettiva  ha  messo  ormai  salde  radici  nelle  nostre  scuole  supe- 
riori; e  però  chi  si  accinga  a  scrivere  un  trattato  di  Geometria 
analitica  non  ha  l'obbligo  di  esporre  le  soluzioni  grafiche  dei  pro- 
blemi relativi  alle  forme  geometriche  fondamentali,  alle  coniche, 
alle  quadriche,  né  d'insistere  a  fondo  sulla  classificazione  delle  omo- 
grafie e  delle  correlazioni  e  sulle  loro  innumerevoli  proprietà  spe- 
ciali. Egli  "invece,  pur  governandosi  in  modo  da  non  presupporre 
nel  lettore  cognizioni  di  Geometria  projettiva,  deve  invogliarlo  a 
compiere  la  propria  educazione  intellettuale  con  lo  studio  di  essa  ; 
imperocché  l' analisi  e  la  sintesi  sono  le  due  braccia  della  Geome- 
tria. Quale  poi  sia  il  braccio  destro  non  istiamo  qui  a  discutere. 

Ciò  che  ho  -supposto  già  noto  al  lettore  sono  le  cose  più  elemen- 
tari della  Geometria  e  dell'Algebra,  inclusi  i  principii  della  teoria 
dei  Determinanti  (*);  é  mi  son  proposto  d'insegnargli,  in  quell'or- 


ca) La  Trigonometria  piana  e  la  sferica  si  presentano  come  parti  della 
Geometria  analitica  nei  capitoli  111  e  VII;  ma  ivi  non  sono  entrato  in  una 
particolareggiata  esposizione,  visto  che  la  Trigonometrìa,  almeno  la  piana, 
viene  insegnata  nelle  scuole  secondarie. 

Alquanti  teoremi  sulle  equazioni  di  grado  superiore  al  secondo  occorrono 
soltanto  a  corso  già  inoltrato. 
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dine  e  in  quella  misura  che  convengono  a  un  primo  studio,  come 
il  capitale  e  fecondissimo  concetto  delle  coordinate  si  attui  nelle 
questioni  relative  alle  forme  geometriche  fondamentali  ed  ai  luoghi 
ed  inviluppi  di  secondo  grado.  Ma,  occorrendomi  ad  ogni  pie  so- 
spinto ulteriori  nozioni  sui  sistemi  indeterminati  di  equazioni  li- 
neari, sulle  sostituzioni  lineari,  sulle  forme  algebriche  lineari  e 
quadratiche,  io  le  ho  riunite  in  un'apposita  Appendice,  per  non  co- 
stringere il  lettore  ad  andarle  cercando  in  questo  o  quel  libro  di 
Algebra,  senza  esser  sicuro  di  trovarcele  tutte. 

Alcuni  cenni  sui  vetteri  ho  pure  dati  in  principio  del  capitolo  V. 

Ho  intercalato  nel  testo  abbondanti  esercizii,  proposti  al  lettore 
per  applicare  e  completare  le  teorie  apprese;  ed  inoltre  alcuni  cenni 
storici,  per  indirizzarlo  a  ricorrere  alle  fonti  ed  a  studiare  le  opere 
dei  sommi  maestri.  Sopra  codesti  cenni  storici,  che  hanno  riscosso 
runiversale  gradimento  del  pubblico  matematico,  richiamo  in  par- 
ticolare l'attenzione  del  lettore. 

Io  mi  son  dovuto  restringere  nei  limiti  di  un  corso  annuale  ;  nei 
classici  trattati  di  Mobtus,  PlOcker,  Salmon,  Resse,  Clebsch-Lin- 
DEMANN,  Baltzer,....  trovorà  assai  vasto  e  fertile  campo  in  cui  spa- 
ziare chi  voglia  addentrarsi  nello  studio  della  Geometria  analitica  (*). 

Tuttavia  due  argomenti  ho  svolti  con  piti  larghezza  che  non  bi- 
sognasse :  la  ricerca  dei  piani  diametrali  principali  di  una  quadrica, 
e  la  determinazione  della  conica  comune  a  una  quadrica  e  ad  un 
piano;  questioni  veramente  di  alta  importanza,  anche  dal  punto 
di  vista  storico.  Ma  in  una  prima  lettura  si  potranno  omettere 
senza  alcuno  inconveniente  i  §§  34  e  seguenti  del  capitolo  XIX. 

Dei  sistemi  di  circoli  e  di  sfere  non  ho  fatto  uno  studio  spe- 
ciale, potendo  essi  fornire  materia  appropriata  alle  esercitazioni. 


(*)  Altri  trattati  notevoli  per  ricchezza  di  materia  sono  comparsi  più  di  re- 
cente. Cito  specialmente  : 

GuiiDSLFiKOKR-DiHOELDET,  *  Vorlesungcn  au8  der  analytischen  Oeofnetrie  der 
KegéUehnitte  ,  (Lipsia,  Teubner,  1895)  ; 

EiLLma,  *  Léhrhuch  der  analytischen  Geometrie  in  hotnogenen  Koordinaten  „ 
(Padebom,  Scb5ningh,  1900)  ; 

NuwENGLOwsKi,  *  Cours  de  Geometrie  analytique  ,  (Paris,  Gauthier-Villars, 
1894); 

Papelibb,  *  Lesone  sur  lee  coordonnées  tangentielles  ,  (Paris,  Nony,  1894-95). 
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—  vui  — 

Confido  che  l'atilità  dell'opera  sia  per  rispondere  alle  cure  che 
vi  ho  spese  intorno.  E  cordialmente  ringrazio  il  già  mio  assistente 
Dott.  F.  Sevebi  del  valido  aiuto  datomi  nella  stampa  del  presente 
volume. 

Torino,  Novembre  1902. 

E.  d'Ovidio. 


AVVERTENZA  PER  I  RICHIAMI  E  LE  CITAZIONI. 

(X,  8)  sta  per  richiamare  il  §  8  del  capitolo  X. 
(§  3)      ,       „  ,  ,        del  capitolo  in  corso. 

[8]         ,       ,  ,  la  prifna  formola  così  contrassegnata  che  s'incontra 

ritornando  indietro,  sia  nello  stesso  g  sia  in  uno  precedente. 
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CAPITOLO  L 
Preliminari. 


Ferme  ffeowieiriehe  fondamentali. 

§  1.  Figwra  è  un  sistema  di  punti,  linee,  superficie,  solidi.  Sono  di 
capitale  importanza  i  seguenti  sistemi  : 

1"*  Betta  punteggiata^  cioè  il  sistema  dei  punti  di  una  retta; 
2^  Fascio  (U  rettCf  sistema  delle  rette  di  un  piano  e  per  uno  stesso 
punto  (del  piano); 

a*"  Fascio  di  piani,  sistema  dei  piani  per  una  retta  ; 
4*"  Piano  punteggiato,  sistema  dei  punti  di  un  piano  ; 
B""  Piano  rigato^  sistema  delle  rette  di  un  piano; 
O""  SteUa  di  rette,  sistema  delle  rette  per  un  punto  ; 
1"*  Stella  di  piani,  sistema  dei  piani  per  un  punto; 
S*"  Spazio  punteggiato,  sistema  dei  punti  dello  spazio  ; 
9^  Spaziò  di  piani,  sistema  dei  piani  dello  spazio. 

Questi  nove  sistemi  chiameremo  forme  geometriche  fondamentali. 
Elementi  di  ciascun  sistema  sono  i  punti,  o  rette,  o  piani,  che  lo  com- 
pongono. Sostegno  di  ciascun  sistema  è  il  punto,  o  la  retta,  o  il  piano, 
od  anche  (se  si  vuole)  lo  spazio ,  cui  tutti  gli  elementi  del  sistema 
appartengono  0). 

Cosi  :  una  retta  punteggiata  ha  per  elementi  dei  punti  e  per  sostegno 
una  retta  {ra>ggio)  ;  un  fascio  dì  piani  ha  per  elementi  dei  piani  e  per 
sostegno  una  retta  {asse  del  fascio)  ;  un  fascio  di  rette  ha  per  elementi 
delle  rette  e  per  sostegni  un  piano  e  un  punto  {centro  del  fascio); 
una  stella  di  rette  o  di  piani  ha  per  sostegno  un  punto  {centro  della 
stella);  e  cosi  via. 


O  Diciamo  che  un  punto  e  una  linea  si  appartengono,  se  il  punto  ò  nella 
linea,  ossia  se  la  linea  passa  pel  punto  ;  ed  analogamente  per  un  punto  e  una 
superficie,  una  linea  e  una  superficie. 

£.  D'Ovidio,  €ftomeiria  anàUUea.  1 
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Coordinate.  -  Geometria  analitica, 

9.  Individuare  un  elemento  di  un  sistema  vuol  dire:  determinare 
quell'elemento  in  modo  da  distinguerlo  da  tutti  gli  altri. 

Due  sistemi  di  elementi  si  dicono  in  corrispondenza  univoca  o  ri" 
feriti  univocamente,  quando  a  un  elemento  deirun  sistema  corrisponde 
un  elemento  deiraltro,  ed  a  questo  elemento  deiraltro  quell'elemento 
deiruno. 

Noi  vedremo  come  gli  elementi  di  una  delle  prime  tre  forme  (la 
punteggiata  e  le  due  sorta  di  fasci)  si  possano  individuare  facendo 
corrispondere  univocamente  a  ciascun  elemento  un  numero  ;  in  modo 
che,  dato  un  elemento,  sia  individuato  il  numero  corrispondente,  e 
viceversa,  dato  un  numero,  sia  individuato  Telemento  corrispondente . 
Questi  numeri  si  diranno  coordinate  degli  elementi  corrispondenti. 

Vedremo  anche  come  per  individuare  ciascun  elemento  di  una  delle 
forme  4%  5%  6%  7'  (le  due  sorta  di  sistemi  piani  e  di  stelle)  occorra 
una  coppia  di  numeri,  e  per  individuare  ciascun  elemento  di  una  delle 
due  ultime  forme  (spazio  di  punti  e  di  piani)  occorra  una  tema  di 
numeri.  Questi  numeri  diremo  ancora  coordinate  degli  elementi  cor- 
rispondenti di  quelle  forme. 

In  causa  di  queste  differenze  nel  modo  di  individuarne  gli  elementi, 
quelle  nove  forme  geometriche  si  sogliono  distinguere  in  tre  specie: 
le  prime  tre  forme  si  dicono  di  i»  specie,  le  seguenti  quattro  di  jg*  specie, 
le  ultime  due  di  3^  specie.  Si  dicono  anche  rispettivamente  forme  a 
d,  2,  3  coordinate,  ovvero  k  i,  2,  3  dimensioni;  ovvero  serie  sem- 
piicij  doppie,  triple  di  elementi;  serie  di  oo,  e»*,  oo^  elementi. 

Si  può  anche  considerare  una  10*  forma  geometrica  fondamentale  : 
cioè  lo  spazio  ridato,  vale  a  dire  il  sistema  delle  rette  dello  spazio. 
Questa  forma  ha  però,  come  vedremo,  un  carattere  affatto  diverso 
dalle  forme  finora  considerate.  Siccome  ogni  suo  elemento  vedremo 
potersi  (in  generale)  individuare  mediante  quattro  numeri  o  coordi- 
nate, cosi  lo  spazio  rigato  costituisce  una  forma  di  é*-  specie,  o  a  ^  coor- 
dinate, od  a  ^  dimensioni. 

3.  La  Geometria  analitica  investiga  le  proprietà  delle  figure  con 
lo  strumento  delle  coordinate.  Le  relazioni  fra  i  punti,  le  rette  e  1 
piani  delle  figure  vengono  allora  ad  esprimersi  mediante  relazioni  fra 
numeri,  e  quindi  possono  esser  trattate  col  sussidio  del  calcolo.  In  par- 
ticolare, le  proprietà  comuni  a  tutti  i  punti  di  una  linea  o  superficie 
vengono  a  tradursi  in  equazioni  tra  le  coordinate  di  quei  punti  ;  sicché 
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lo  studio  delle  linee  e  superficie  si  riduce  allo  studio  analitico  delle 
corrispondenti  equazioni. 

Anche  le  linee  e  superficie  curve  possono  venire  individuate  da 
gruppi  di  numeri,  che  perciò  diconsi  coordinate  di  esse. 

Traccia  delle  coordinate  per  lo  stadio  di  certe  figaro  ai  trova  già,  benché 
sotto  forma  non  evidente,  nelle  opere  degli  antichi  geometri  greci  ;  ma  essi  non 
poterono  trame  molto  vantaggio,  mancando  loro  il  calcolo  letterale  o  algebrico. 
Acquistato  alla  scienza  questo  utile  stramento  nel  secolo  decimosesto  (per  opera 
specialmente  dei  geometri  italiani  e  del  francese  Viète),  poterono  i  matematici 
nei  secoli  seguenti  dare  sviluppo  al  metodo  delle  coordinate  o  geometria  ana- 
litica, che  venne  a  costituire  uno  dei  metodi  più  potenti  e  più  usati  per  tutte 
le  ricerche  matematiche  in  generale,  e  particolarmente  poi  per  quelle  geome- 
triche. La  prima  opera  in  cui  siano  esposti  con  chiarezza  i  principii  di  questo 
metodo,  in  guisa  da  elevarlo  al  grado  di  scienza,  fu  la  Geometria  di  Dsscabtxs  (1637); 
dopo  la  quale  i  geometri  andarono  successivamente  adottandolo,  abbandonando 
persino  per  lungo  tempo  quello  più  usato  dagli  antichi  e  che  pure  presentava 
i  suoi  vantaggi,  cioè  il  metodo  sintetico.  Così  la  geometria  analitica  deve  molti 
dei  progressi  che  essa  fece  dopo  Dbscabtbs,  a  Lbibmiz  (che  introdusse  la  deno- 
minazione dì  coordinate),  Newtoh,  Mac-Laubih,  Clàiraxjt,  Eulsb,  Lambert,  La- 
ORABOB,  Mc'OB,  0  nel  secolo  scorso  a  Gebgorvb,  Lami^,  Bobillibb,  MGbius, 
Pl^cksb,  Chablbs,  Jacobi,  Hbssb,  Catlet  ,  Salmob  ,  Clbbsch,  Cbeicoha,  ecc.,  ecc. 
n  metodo  delle  coordinate  poi,  congiunto  col  calcolo  infinitesimale,  che  venne 
pure  a  comporsi  in  scienza  nel  secolo  decimosettimo,  diede  luogo  ad  un  ramo 
importante  della  geometria  analitica;  il  quale,  insieme  collo  stesso  calcolo  infi- 
nitesimale, trae  la  sua  orìgine  dai  problemi  celebri  della  determinazione  delle 
tangenti,  deUe  aree  e  delle  lunghezze  delle  curve,  e  poi  si  svolse  per  opera 
specialmente  di  Newton  e  Leibbiz,  dei  Bbbnoulli,  di  Mao-Laubib,  Eulbb,  Monob, 
Mbusbibb,  Dupih,  Gaucht,  Gauss,  Euuhbb,  Bblteami  ed  altri. 

n  concetto  di  coordinate  vedremo  essersi  esteso  altresì  al  caso,  in  cui  ciascun 
ente  dì  una  serie  continua  qualunque  di  enti  geometrici  non  sia  individuato 
dai  valori  di  certe  quantità,  né  li  individui,  ma  solo  li  determini  e  ne  sia  deter- 
minato in  un  numero  (finito  od  infinito)  di  modi  fermanti  un  sistema  discontinuo. 

La  considerazione  delle  diverse  forme  geometriche  fondamentali  ò  dovuta  a 
Steiner  [Systematiache  Entwiekélung,  1832;  Qesammélte  Werhe,  t.  I,  pag.  229). 
Essa  è  importantissima  nella  geometrìa  moderna:  non  solo  in  quanto  ogni 
figura  geometrica  si  può  considerare  come  appartenente  ad  una  o  più  di  quelle 
forme  fondamentali;  ma  anche  perchè  queste  si  possono  considerare  come  le 
figure  più  semplici,  da  cui,  legandole  coWomografia  o  colla  correlazione,  sì  pos- 
sono ottenere  con  metodo  uniforme  gran  parte  delle  figure  più  complicate, 
come  lìnee  curve,  superficie^  ecc. 

Alla  considerazione  di  tali  forme  è  ìntimamente  legato  lo  sviluppo  del]  a  geO' 
metria  projettiva,  cioè  della  scienza  che  studia  quelle  proprietà  che  non  cessano 
di  valere  quando  a  date  figure  si  sostituiscano  loro  projezìoni  (proprietà  projettive 
delle  figure).  Questa  scienza,  di  cui  già  si  avevano  vari  teoremi,  sì  formò  nella 
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prima  metà  dello  scorso  secolo  per  opera  principalmente  di  Poiioblbt,  MòsniB, 
Stsihxb,  Ghaslbs,  Staudt;  ed  ottenne  poi,  mediante  le  ricerche  di  altri  geometri 
che  già  nominammo,  nn  rapido  e  lai^o  inoremento.  Essa  può  esser  trattaita^col 
metodo  delle  coordinate  (sfeometria  analUiea),  oppure  senza  Vuao  di  queste 
(geometria  sintetica).  E  mentre  da  principio  essa  veniva  considerata  come  un 
ramo  di  geometria  distinto  dalla  geometria  metrica,  la  quale  stadia  le  proprietà 
metriche  (non  proiettive)  delle  figaro,  cioè  le  proprietà  dipendenti  neeessarìar 
mente  da  misure  di  distanze,  angoli,  aree,  ecc.  (quali  sono  la  massima  parte  delle 
proposizioni  di  geometria  elementare);  ora  invece,  in  seguito  ai  lavori  di  Chaslbs, 
Catlit,  Elboi  ed  altri,  si  ritiene  la  geometria  metrica  come  inclusa  nella  geo* 
metria  projettiva,  cioè  come  un  caso  particolare  di  essa.  Laonde  si  può  dire  ohe 
tutta  quella  vastissima  scienza  che  chiamiamo  geometria,  è  geometria  projettiva* 


MlmnsfUi  alVinfinUo. 

4L  Due  rette  qualunque  di  un  piano,  o  hanno  un  punto  comune,  o 
non  hanno  alcun  punto  comune.  Nel  secondo  caso  (')  si  dicono  pa- 
raUele,  e  si  dice  che  hanno  comune  la  direzione. 

Data  una  retta,  è  individuata  la  direzione  comune  ad  essa  ed  alle 
sue  parallele;  le  quali  (si  noti)  non  giacciono  tutte  in  un  piano. 

Data  una  retta  e  dato  un  piano,  o  la  retta  ha  un  punto  comune 
col  piano,  0  ha  tutti  i  suoi  punti  comuni  col  piano,  o  non  ha  alcun 
punto  comune  col  piano.  Nel  terzo  caso  la  retta  e  il  piano  si  dicono 
paraUelt  Allora  esistono  nel  piano  infinite  rette  ad  essa  parallele;  e 
però  si  può  dire  che  la  direzione  della  retta  è  contenuta  nel  piano. 

Due  piani  qualunque  dello  spazio,  o  hanno  una  retta  comune,  o  non 
hanno  alcun  punto  comune.  Nel  secondo  caso  si  dicono  paralleli,  e  si 
dice  che  hanno  comune  la  giacitura.  Dato  un  piano,  è  individuata  la 
giacitura  comune  ad  esso  ed  ai  suol  paralleli. 

Siccome,  se  una  direzione  è  contenuta  in  un  piano,  ò  contenuta* 
anche  nei  piani  paralleli  al  dato;  cosi  può  dirsi  che  una  direzione  è 
contenuta  in  una  giacitura,  od  anche  che  una  direzione  ed  una  gia- 
citura si  appartengono,  quando  una  retta  di  quella  direzione  e  un 
piano  di  quella  giacitura  sono  paralleli,  e  quando  la  retta  giace  nel 
piano.  Tutte  le  possibili  direzioni  sono  quelle  delle  rette  di  una  stella 
di  centro  arbitrario  (poiché  per  ogni  punto  passa  una  retta  avente 
data  direzione);  e  tutte  le  possibili  giaciture  sono  quelle  dei  piani  di 
una  stella  (poiché  per  ogni  punto  passa  un  piano  avente  data  giaci- 


(')  Noi  intendiamo  di  restare  nella  Geometrìa  Euclidea^  ammettiamo,  cioè, 
il  postulato  delFanicità  della  parallela  condotta  per  un  punto  ad  una  retta. 
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tura).  In  particolare:  tutte  le  direzioui  contenute  in  una  stessa  giaci- 
tura sono  rappresentabili  con  un  fascio  di  rette  di  centro  arbitrario, 
il  cui  piano  iJ)bia  quella  giacitura;  e  tutte  le  giaciture  contenenti 
una  medesima  direzione  sono  rappresentabili  c<.>n  un  fàscio  di  piani, 
il  cui  asse  sia  una  retta  avente  quella  direzione. 

6.  Fra  gli  enti  punto  e  direzione  d*una  retta  esiste  una  notevole 
affinità  ;  poiché  (come  vedremo)  in  moltissime  proposizioni  geometriche 
è  lecito  lo  scambio  delle  parole  punto  e  direzione  di  una  retta.  E  lo 
stesso  si  può  dire  degli  enti  retta  e  giacitura  di  un  piano.  Ecco  degli 


Ck)me  due  punti  individuano  la  retta  che  li  contiene  entrambi,  cosi 
un  punto  e  una  direzione  individuano  la  retta  ;  qui  una  direzione  si 
comporta  come  un  punto.  Come  tre  punti  (non  di  una  retta)  indivi- 
duano un  piano,  co^  due  punti  e  una  direzione  (non  della  retta  dei  * 
due  punti)  individuano  un  piano,  e  cosi  un  punto  e  due  direzioni  in- 
dividuano un  piano  ;  anche  qui  le  direzioni  si  comportano  come  i  punti. 
Come  una  retta  e  un  punto  (fuori  di  essa)  individuano  un  piano, 
cosi  una  retta  e  una  direzione  (non  di  essa)  individuano  un  piano,  e 
eo^  anche  un  punto  e  una  giacitura  individuano  un  piano;  qui  la 
direzione  si  comporta  come  un  punto  e  la  giacitura  come  una  retta. 
E  però  è  lecito  ed  è  utile  adottare  per  la  direzione  la  denominazione 
di  punto  improprio,  e  per  la  giacitura  quella  di  retta  impropria. 

La  direzione  suole  anche  chiamare  punto  (tiCfnfinito,  in  base  alla 
segnente  osservazione: 

In  un  piano  si  abbiano  una  retta  r  ed  un  punto  8  fuori  di  essa  ;  in 
r  si  consideri  un  punto  ▲  e  si  tiri  la  retta  SA.  Se  questa  SI  rota 
intomo  ad  8  nel  piano,  in  un  verso  assegnato,  fino  a  divenire  la  retta  s 
parallela  ad  r,  il  punto  che  essa  ha  comune  con  r  si  muove  su  r  in 
nn  certo  senso  fino  a  perdersi  del  tutto  ; 
e  siccome,  quando  la  retta  rotante  di- 
viene la  s  parallela  ad  r,  al  punto  che 
essa  aveva  comune  con  r  sottentra  la 
direzione  di  r  o  punto  improprio  di  r, 
cosi  è  opportuno  chiamar  questo  il 
punto  aU'infinito  di  r.  Proseguendo  la 
rotazione,  quel  punto  comune  ricom- 
pare su  r,  ma  dall'altra  banda  di  A  ;  e  quando  la  retta  rotante  ritoma 
alla  posizione  originale  Si  dopo  aver  descritto  tutto  un  &scio  di  rette, 
il  ponto  comune  ritmua  in  ▲.  Cosicché,  assegnato  a  una  retta  un  punto 
airinfinito,  è  permesso  dire  che  la  retta  è  una  linea  rientrante  in  sé 
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stessa  alCtnflnito,  ed  ò  permesso  dire  che  due  punti  ▲  e  B  della  retta 
dividono  la  retta  in  due  segmenti,  uno  finito  e  Valtro  infinito. 

Analogamente,  la  giacitura  o  retta  Impropria  di  un  piano  può  dirsi 
la  retta  alVinfinUo  del  piano. 

É  evidente  che  tutti  i  punti  airinflnito  delle  rette  di  un  piano  sono 
contenuti  dalla  retta  airinflnito  del  piano;  sicché,  se  più  piani  hanno 
comune  la  retta  ali*  infinito,  questa  retta  contiene  tutti  i  punti  ali*  in- 
finito di  quei  piani. 

Se  più  piani,  presi  a  due  a  due,  hanno  comuni  delle  rette,  un  piano 
fisso  è  in  generale  secato  da  essi  in  rette  aventi  a  due  a  due  in  comune 
dei  punti  (di  quelle  rette).  Ora,  se  più  piani  a  due  a  due  hanno  co- 
muni delle  rette,  le  loro  rette  all'infinito  avranno  a  due  a  due  comuni 
i  punti  air  inflinito  di  quelle  rette.  Quest*analogia  ci  suggerisce  la  con- 
venzione di  dire  che  tutti  i  punti  e  tutte  le  rette  ali*  infinito  dello 
spazio  sono  contenuti  nel  piano  improprio  o  piano  alC  infinito. 

4.  Coi  nuovi  concetti,  otteniamo  il  notevole  vantaggio  di  poter  com- 
prendere sotto  un  solo  enunciato  parecchie  proposizioni,  e  di  allar- 
gare il  significato  d*una  proposizione,  includendovi  tutti  i  casi  possibili 
e  rimovendo  le  eccezioni.  Basta  intendere  che  i  punti,  le  rette  e  i 
piani  di  cui  si  parla  possano  essere  anche  impropri.  Per  esempio, 
possiamo  enunciare: 

€  Per  due  punti  passa  sempre  una  retta  individuata  »; 

<  Se  una  retta  ha  due  punti  in  un  piano,  essa  appartiene  al  piano  »  ; 
«  Due  rette  di  un  piano  hanno  sempre  un  punto  comune  indivi- 
duato »; 

<  Due  rette  aventi  un  punto  comune  appartengono  sempre  ad  un 
piano  individuato  »; 

«  Una  retta  ed  un  piano  hanno  sempre  un  punto  comune  indivi- 
duato, se  non  si  appartengono  »; 

€  Due  piani  hanno  sempre  una  retta  comune  individuata  »; 

«  Tre  punti  non  di  una  retta  sono  sempre  in  un  piano  indivi- 
duato »; 

€  Una  retta  ed  un  punto  fuori  di  essa  sono  sempre  in  un  piano  in- 
dividuato ». 

Ad  ottenere  la  maggiore  possibile  generalità  di  linguaggio  d*accordo 
con  le  precedenti  convenzioni,  un  sistema  di  rette  parallele  e  giacenti 
in  un  medesimo  piano  si  chiamerà  fascio  improprio  (o  fascio  col 
centro  air  infinito)  di  rette;  un  sistema  di  piani  paralleli  fascio  im-- 
proprio  (o  fascio  con  l'asse  all'infinito)  di  piani;  un  sistema  di  rette 
parallele  stella  impropria  (o  stella  col  centro  all'infinito)  di  rette; 
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un  sistema  di  piani  contenenti  una  stessa  direzione,  cioè  paralleli  a 
una  retta,  stella  impropria  (o  siella  col  centro  all'infinito)  di  piani. 

Le  nozioni  dì  punto  alFinfinito  e  di  retta  all'infinito  rimontano  a  DiSABanis 
(BrauilloH  projet,  etc.,  1639).  Quella  del  piano  all'infinito  è  dovuta  a  Pohcblbt 
{Tratte  des  propriétés  projectives,  1822). 

Legge  di  dtuiHià. 

V.  È  focile  assicurarsi  che  sovente  stanno  di  fironte  fra  loro  (sono 
concetti  duaU)  nel  piano  il  punto  e  la  retta,  nella  stella  la  retta  e  il 
piano,  nello  spazio  il  punto  e  il  piano;  in  guisa  che  a  una  data  defi- 
nizione o  proposizione  ne  corrisponda  un'  altra  duale,  che  si  ottiene 
dalla  prima  Ikcendo  soltanto  uno  scambio  fra  il  punto  e  la  retta  nel 
piano,  fra  la  retta  e  il  piano  nella  stella,  fra  il  piano  e  il  punto  nello 
spazio,  e  conservando  nel  fare  gli  scambi  la  condizione  che  due  ele- 
menti si  appartengano  o  no. 

Ciò  si  verifica,  ad  esempio,  nelle  definizioni  delle  forme  geometriche 
fondamentali.  Cosi  per  dualità  planare  alia  punteggiata  corrisponde  il 
fascio  di  rette,  e  al  piano  punteggiato  il  piano  rigato.  Per  dualità  stel- 
lare al  fàscio  di  rette  corrisponde  il  fascio  di  piani,  ed  alla  stella  dì 
rette  corrisponde  la  stella  di  piani.  E  per  dualità  spaziale  alla  pun- 
teggiata corrisponde  il  fàscio  di  piani,  alla  retta  come  luogo  di  punti 
la  retta  come  asse  di  un  fàscio  di  piani,  al  fàscio  di  rette  di  nuovo 
il  fàscio  di  rette,  al  piano  punteggiato  la  stella  di  piani,  al  piano  rigato 
la  stella  di  rette,  allo  spazio  punteg^ato  lo  spazio  di  piani. 

Baempi  di  proposizioni  duali  si  incontrano  continuamente. 

Per  dualità  planare  si  corrispondono  le  due  proposizioni: 

«  Due  punti  di  un  piano  indi-  <  Due  rette  di  un  piano  indi- 
viduano una  retta  del  piano  ».        viduano  un  punto  del  piano  ». 

Ogni  proposizione  di  Planimetria,  che  (neirenunciato  e  nella  dimo- 
strazione) non  esiga  necessariamente  Tintervento  di  altre  proposizioni 
oltre  le  due  fondamentali  ora  enunciate,  dovrà  evidentemente  rimaner 
vera  quando  vi  si  cambino  le  parole  punto  e  retta;  e  cosi  essa  cene 
fornirà,  per  /^^e  di  dualità  (planare),  un'altra  (senza  escludere  che 
possa  riprodurre  sé  stessa).  Si  noti  essere  condizione  necessaria,  perchè 
la  dualità  si  verifichi,  che  le  due  proposizioni  fondamentali  suddette 
intervengano  intese  nel  senso  più  generale,  ossia  senza  distinzione  fra 
elementi  propri  ed  impropri. 

Per  dualità  stellare  si  corrispondono  le  due  proposizioni: 
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€  Due  rette  di  una  stella  indi-  e  Due  piani  di  una  stella  indi* 
yiduano  un  piano  della  stella  ».      vidoano  una  retta  della  stella  >. 

Ed  ogni  proposizione,  in  cui  esse  sole  intervengano^  ne  fornirà  in 
generale  un*  altra,  per  legge  di  ducUttà  (stellare). 

Per  dualità  spaziale  si  corrispondono  a  due  a  due  le  seguenti  pro- 
posizioni: 

€  Due  punti  individuano  una  «  Due  piani  individuano  una 
retta  ».  retta  ». 

€  Tre  punti  non  di  una  retta  €  Tre  piani  non  per  una  retta 
individuano  un  piano  ».  individuano  un  punto  ». 

€  Un  punto  e  una  retta  che  e  Un  piano  e  una  retta  che 
non  si  appartengano  individuano  non  si  appartengano  individuano 
un  piano  ».  un  punto  ». 

€  Due  rette  aventi  un  punto  e  Due  rette  di  un  piano  indi- 
comune  individuano  un  piano  ».      viduano  un  punto  ». 

Ogni  proposizione,  che  non  esiga  necessariamente  Tintervento  di 
altre  proposizioni  oltre  le  otto  fondamentali  ora  enunciate,  ne  fornirà 
in  generale  un'altra  per  legge  di  diuilità  (spaziale).  Anche  qui  le  otto 
proposizioni  fondamentali  vanno  intese  senza  distinzione  di  elementi 
propri  ed  impropri. 

In  particolare,  proposizioni  relative  a  punti  e  rette  di  un  piano 
produrranno  proposizioni  relative  a  piani  e  rette  di  una  stella,  e  vi- 
ceversa. 

Quelle  definizioni  e  proprietà,  che  includono  il  concetto  di  grandezze 
(lunghezze,  angoli,  aree,  volumi)  o  il  concetto  di  parallelismo,  si  dicono 
metric?ie.  Invece  quelle  definizioni  e  proprietà,  che  non  includono 
necessariamente  tali  concetti,  ma  si  riferiscono  soltanto  all'apparte- 
nersi mutuamente  o  non  di  punti,  linee  e  superficie  ed  airordine  in 
cui  sono  disposti,  si  dicono  grafiche  o  di  posizione. 

La  legge  di  dualità  in  generale  non  si  verifica  per  proprietà  me» 
triche,  ma  si  verifica  per  proprietà  grafiche. 

GBBaoMRB  enunciò  il  principio  di  dualità  {Annàles  de  Math.t  1. 16,  1826,  Mont- 
pellier); ma  come  conseguenza  della  teoria  delle  polari-reeiproche  questo  eragià 
stato  osservato  dal  Pohcklbt  e  denommAÌo  principio  di  reciprocità  {ibid.,  t.  8, 1818). 

Certamente  i  due  geometri  non  esponevano  il  fecondissimo  principio  con  tutta 
la  precisione  desiderabile.  Né  ciò  che  noi  ne  abbiamo  qui  accennato  ò  esau- 
riente; ma  basta  per  ora  al  nostro  scopo. 
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CAPITOLO  n. 
Retta  punteggiata. 


Segmenti.  -  Coordinata  ascissa  di  un  punto. 

§  1.  Sopra  una  retta  punteggiata  si  fissi  un  punto  0.  A  partire  da 
esso  possiamo  percorrere  la  retta  in  dae  sensi  o  versi,  Tuno  opposto 
airaltro.  Dato  un  punto  P  sulla  retta, 

è  individuato  il  segmento  finito  o  di-    —5 + -^—^ — j,  j^    ^ 

stanza  OP,  che  ha  per  origine  0  e 

per  termine  P  ;  ed  è  pure  individuato  il  senso  in  cui  esso  vien  per- 
corso andando  da  0  in  P.  Il  segmento  OP  si  può  misurare,  calcolando 
il  numero  x  (razionale  0  irrazionale)  che  esprime  il  rapporto  di  esso 
OP  a  un  segmento  scelto  ad  arbitrio  come  unità  di  lunghezza  (*)  ;  e 
se  inoltre  conveniamo  di  prendere  il  segmento  OP  ed  il  numero  x 
positivamente  0  negativamente  secondo  che  il  segmento  ÒP  ò  per- 
corso in  un  senso  0  neiropposto,  avremo  che  ad  ogni  punto  P  della 
retta  corrisponderà  un  numero  reale  a?,  positivo  0  negativo.  Vice- 
versa :  dato  un  numero  reale  x  positivo  0  negativo,  è  individuata  la 
lunghezza  del  segmento  che  esso  misura,  ed  è  individuato  il  senso  in 
cui  il  segmento  è  percorso  ;  quindi  è  individuato  sulla  retta  un  punto  P, 
tale  che  ÓP  sia  appunto  quel  segmento.  In  particolare,  a  numeri  dif- 
ferenti solo  nel  segno  (opposti),  x  e  — x,  corrispondono  punti  simme- 
trici rispetto  ad  0,  e  a  questo  punto  0  corrisponde  il  numero  zero. 
E  siccome,  mentre  il  punto  P  si  muove  in  un  senso  assegnato  a  partire 
da  0,  il  segmento  OP,  e  quindi  anche  il  numero  x,  cresce  indefini- 
tamente in  valore  assoluto,  cosi  potremo  dire  che  pel  punto  aU'inflnito 


O  Per  la  teorìa  della  misnra  delle  grandezze,  e  in  particolare  delle  gran- 
dezse  geomeirìche  (segmenti,  angoli,  diedri,  triangoli,  tetraedri,  ecc.)>  il  let- 
tore pub  concitare  il  libro  X  degli  '  Elementi  di  Geometria  di  À.  Sàvnià  ed 
E.  D^Otidio  «  (11*  edizione  interamente  rifatta,  Napoli,  B.  Pellerano,  1902). 
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della  retta  si  ha  a7=+oo.  Dunque  U  numero  x  può  assumersi  come 
coordinata  del  punto  che  individua. 

Il  punto  0  si  chiama  origine^  e  i  due  sensi  considerati  sulla  retta 
si  chiamano  l'uno  positivo  e  Taltro  negativo.  Rispetto  a  queirorigine 
e  a  questi  sensi,  nonché  all'assegnata  unità  di  lunghezza,  il  numero  x 
si  chiama  ascissa  del  punto  P.  E  si  scrive  x  =  OP. 

Dunque  la  retta  punteggiata  è  una  forma  di  i^  specie. 

9.  Scelto  sulla  retta  il  senso  positivo,  evidentemente  si  avrà  fra 
due  punti  qiuilunque  k  B  della  retta  la  relazione 

[Ij  Bi  =  — AB,   ovvero   AB-f-BÀ  =  0, 

Fra  tre  punti  A  BO  della  retta  si  ha  la  relazione 

[2]  AB  +  BC  +  CÀ  =  0, 

avvero 

AB-fBO  =  AO, 

Od  anche 

[2]'  AB  =  AG  — BC,        AB  =  OB  — CA. 

Fra  più  punti  A  B  C  .  .  .  K  L  della  retta  si  ha  relazione 

[3]  AB+  BO  + , . .  +  KL+  LA=  0, 

ovvero 

AB  +  BC  +  ,..+KL  =  AL. 

Fra  qtuzttro  punti  A  B  0  D  della  retta  si  ha  inoltre  la  relazione 

[4]  AB  .  C  D  +  AC  .  DB  +  AD  ,  BO  =  0, 

ovvero 

AB.CD  =  AO.BD  — AD.BC; 

la  quale  si  dimostra  osservando  che  per  la  [2]'  il  primo  membro  della  [4] 
può  scriversi 

AB  (AD  —  AC)  +  AC  (AB  —  AD)  +  AD  (AC  —  AB), 

e  sviluppato  si  riduce  a  zero. 

8.  Siano  x  a/  \e  ascisse  di  due  punti  P  Q  della  retta,  rispetto  a  una 
data  origine  0,  a  un  senso  positivo  assegnato  e  ad  una  data  unità  di  lun- 
ghezza ;  ossia  OF  =  x,0(i  =  x^.  Sarà  per  la  [2]'  PQ  =  OQ  —  OP,  ovvero 

[5]  PQ  =  a?'  — a?; 

dunque  la  distanza  di  due  punti  è  misurata  dalla  differenza  fra 
V ascissa  del  secondo  e  l'ascissa  del  primo. 
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4»  Può  ayyenire  che,  scelta  un'orìgine  0,  convenga  poi  riferire  i 
punti  della  retta  a  un  altro  dato  punto  W  come  origine:  allora  oc- 
corre esprimere  la  primitiva  ascissa  x  di  un  punto  qualunque  P  me- 
diante la  sua  nuova  ascissa  X,  e  viceversa.  Posto  00'  =  a,  si  ha  dalla 
[2]  OO'  +  O'P  +  POssO,   ossia  a  +  X— fl?=0;  onde 

[6]  x  =  X+a,       X=x—a.  ^ 

Qui  si  è  tacitamente  supposto  che»  nella  determinazione  dei  punti 
della  retta  mediante  le  nuove  coordinate  JT,  il  senso  positivo  della 
retta  e  Tunità  lineare  non  si  siano  mutati  :  lasciamo  al  lettore  trat- 
tare i  casi  in  cui  questi  si  mutino. 

É  importante  osservare  che  ogni  funzione  razionale  intera  di  x 
di  grado  n  si  trasforma  in  una  funzione  razionale  intera  di  X 
dello  stesso  grado  n.  In&tti,  i  termini  della  funzione  di  x  sono  del 
tipo  co^ ,  ove  e  è  costante  e  p  un  intero  positivo  non  maggiore  di  n; 
ora  ex'  diviene  e  (X-f-  àf ,  che  si  sviluppa  in  un  polinomio  di  grado 
p  in  X;  dunque  nei  termini  della  nuova  Ainzione  X  non  può  aver 
esponenti  maggiori  di  n,  e  però  la  nuova  finzione  non  può  aver  grado 
maggiore  che  la  prima.  Del  pari  non  può  la  prima  aver  grado  mag- 
giore che  la  seconda.  Dunque  hanno  entrambe  lo  stesso  grado. 

La  determìnaziozie  dei  punti  di  una  retta  mediante  le  loro  distanze  da  an 
punto  fisso  fu  introdotta  dal  Yiétb  (1540-1608),  al  quale  é  dunque  dovuto  il 
primo  sistema  di  coordinate  per  forme  di  1*  specie.  Ma  il  concetto,  importan- 
tissimo nella  geometria  moderna,  del  segno  dei  segmenti,  degli  angoli,  delle 
aree,  ecc.,  fu  introdotto  metodicamente  dal  MGbius  (1790-1868)  con  la  sua  clas- 
sica opera:  Ber  Barycentrisehe  CalcUl  (1827). 

La  relazione  [4]  h  dovuta  a  Eulkr  (1707-1783). 

JBaHcentro.  -  Coordinata  baricentrica  di  un  punto. 
6.  Siano  ÀBP  tre  punti  della  retta,  e  sia  r 


^ » — + ± 

il  rapporto  delle  distanze  IP,  BP:  »      i- 

IP  

==-  =  r,    ovvero    ÀP:BP  =  r; 
BP 

coBicchè  sar&  pure 

—  =zry    ovvero    lP;BP  =  r. 

Può  r  chiamarsi  il  rapporto  dei  tre  punti  IBP,  e  indicarsi  bre- 
vemente con  (lBP)  =  r. 
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Se  AB  sono  fissi  e  P  muta  posizione,  anche  r  varia.  E  preciaameote: 
quando  P  cade  fira  i  e  B,  r  è  negativo,  (poiché  AP  e  BP  non  hanno 
lo  stesso  segno);  e  quando  P  non  cade  fra  À  e  B,  r  è  positivo.  Se  P 
cade  in  i,  r=:0  (perchè  allora  ÌP  =  0  e  BP  =  Bi);  se  P  va  da  A. 
al  punto  medio  fra  A  e  B,  r  decresce  da  0  a  —  1  (perdhè  in  valor 
assoluto  AP  cresce  e  BP  decresce);  se  P  prosegue  verso  B,  r  cresce 
indefinitamente  in  valor  assoluto;  e  quando  P  cade  in  B,  rè  infinita 
(poiché  allora  AP  =  AB  e  BP  =  0).  Se  P  oltrepassa  B,  r  diviene  po- 
sitivo, e  decresce,  tendendo  al  valore  1  mentre  P  si  allontana  indefi- 
nitamente da  B  (poiché  r  =  ^  =  -??^^?i.=  i  — |^,  e  ^  tendea 

zero).  Ohe  se  P  va  da  A  nel  senso  opposto,  r  è  positivo,  e  cresce  ten- 
dendo di  nuovo  a  1  mentre  P  si  allontana  indefinitamente.  Esprìme- 
remo questi  fatti  dicendo  :  che  pel  punto  A  si  ha  r  =  ±  0,  pel  punto 
B  si  ha  r  =  +  00,  e  pel  punto  ali*  infinito  della  retta  si  ha  r  =  1. 

Sq  X  af  oo"  sono  le  ascisse  dei  punti  P  A  B  rispetto  a  un*  origine  O, 
si  ha  AP  =  a?  — a?',  BP  =  a?  — a?",  e  però 


equazione  che  conferma  le  cose  ora  dette.  Da  essa  si  trae 
x^a)^  =  rx  —  roo" ,    {i  —  r)x  =  af  —  rx'\ 

af  —  rx" 


X- 


1  — r 


formola  che  esprime  Tascissa  di  P  mediante  le  ascisse  di  A  e  B  e  me- 
diante il  rapporto  r.  Essa  dimostra  che,  se  i  punti  A  B  sono  fissi  e  r 
varia,  cioè  se  af  a/'  sono  costanti  e  r  variabile,  ad  ogni  valore  di  r 
corrisponde  un  valore  di  x,  e  quindi  una  posizione  del  punto  P. 

Dunque  U  rapporto  r  =  (ABP)  può  essere  adoperato  come  coordi- 
nata del  punto  P  che  individua. 

Gonfirontando  questo  sistema  di  coordinate  con  quello  delle  ascisse, 
si  vede  che  ai  singoli  punti  della  retta  corrispondono,  cosi  nell'uno 
come  neiraltro  sistema,  i  singoli  numeri  (reali),  ma  in  ordine  difierente. 

6.  Siano  A^  A,  due  punti  della  retta.  Pensiamo  annessi  ai  punti  A^ 
A,  rispettivamente  due  numeri  m^  m,  (con  segni  arbitrari),  e  sia  P 
il  punto  per  cui 

A^:PA^=mj:mi,    ovvero   A^:  A^=  — m^im,. 

Questo  punto  P  (per  analogia  con  la  composizione  di  due  forze  pa- 
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rallele,  e  in  particolare  di  due  pesi)  diremo  baricentro  o  centro  di 
pravità  dei  due  punti  À^A^  coi  pesi  m^  m,.  E  se  a7|  a?,  sono  le 
ascisae  di  kji^,  Tasciasa  a?  di  P  sarà  determinata  dalla  equazione 


ossia 
od  anche 
onde 


X  —  x^ «H 

X  —  X\  w% 


Sia  ora  dato  un  terzo  punto  A,  di  peso  m,  e  di  ascissa  073.  Se  a  P 
annettiamo  il  peso  m^-\-m^  e  poi  cerchiamo  il  baricentro  di  P  e  1,, 
troviamo  un  altro  punto  F,  che  diremo  baricentro  dei  tre  punti  A^ 
A,  A)  coi  pesi  m,  m,  m,.  L'ascissa  af  di  P'  sarà  dunque 

^_  (»h  +  »h)a?  +  »»»g8       oggjj^     ^y_.  i»ia?t  +  Wta;,  +  m3aP8  . 
(ffH  +  «»j)  +  W3     '  tni  +  'Wi  +  'Ws        ' 

formola  analoga  alla  precedente. 

Proseguendo  questa  composizione  con  altri  punti  A^...  A»  a  cui  si 
diano  dei  pesi  m^ . . .  mt,  noi  giungiamo  ad  ottenere  un  punto  P(*-^, 
che  diremo  baricentro  dei  punti  A^A^  ...kit  coi  pesi  m^m^... mk, 
e  che  ha  per  ascissa 

Wi  +  m,  + . . .  +  m» 

Questa  formola  mostra  che»  in  qtuilunque  ordine  si  compongano  i 
punti  dati  conservando  i  rispettivi  pesi,  risulta  sempre  lo  stesso 
baricentro.  Essa  mostra  anche  che,  se  ad  alcuni  dei  punti  dati  si 
sostituisce  il  loro  baricentro  con  un  peso  somma  dei  loro  pesi,  si 
ritroverà  io  stesso  baricentro  dei  punti  dati.  Insomma  la  costruzione 
del  baricentro  gode  la  proprietà  commutativa  e  V  associativa. 

E  si  avverta  che,  moltiplicando  0  dividendo  i  numeri  m^m^...mk 
per  uno  stesso  numero  arbitrario,  il  baricentro  rimane  immutato. 

Se  m^  =  m^,  il  baricentro  dei  due  punti  A«  A,  è  il  loro  punto  medio, 

che  ha  l'ascissa  "^^^^  ^  generale:  se  m^  m, . . .  mk  sono  tutti  eguali, 

il  baricentro  dei  punti  k^k^...Ak  dicesi  centro  delle  medie  distanze 
o  punto  medio  dei  punti  stessi,  e  la  sua  ascissa  è 

Xl+Xt+...  +  Xh 

k 
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Se  m4  +  mj  +  ...  +  m*=0,  il  baricentro  è  in  generale  il  punto 
airinfinito. 

Fissati  nella  punteggiata  due  punti  A^  A,,  ogni  punto  P  di  essa  può 
considerarsi  come  baricentro  di  1^  1^,  quando  a  questi  si  diano  pesi 
convenienti  1n^1n^:  basterà  a  tal  fine  prendere  questi  due  numeri  in 
modo  chesiam4:m,= — 1^:1^  =  —  (igà^P);  il  che  mostra  che 
solo  il  loro  rapporto  individua  P  ed  è  individuato  da  P.  Questo  rap- 
porto si  chiama  perciò  coordinata  baricentrica  del  punto  P. 

La  considerazione  dei  baricentri,  indipendentemente  da  ogni  concetto  di  Mec- 
canica, è  dovuta  al  MObius  (op.  cit.);  e  lo  stesso  dicasi  delle  coordinate  bari- 
centriche. 

Esercizio  1.  Individuare  i  punti  di  ascisse 

Calcolare  le  loro  mutue  distanze,  e  i  rapporti  delle  distanze  dei  due  primi  da 
ciascuno  degli  altri. 
Es.  2.  Se  Xi  x^  x%  x^  sono  quattro  numeri  qualunque  reali  o  complessi,  si  ha 
(a?,  —xt){xz  —  «*)  +(a?i  —  »3)(«*  — a?,)  +(a:i  -  a?*) («4  —  «a)  =  0 , 
od  anche 

(a?i  —  «a)  (a?8  —  a?4)  =  («1  —  a?8)  («i  —  ìfJ  —  («1  —  a?*)  (^  —  a?8). 
Se  Xi  x%  Xz  Xi  sono  ascisse  di  quattro  punti  di  una  retta,  si  ritrova  la  rela- 
zione [4]  §  2  di  Eulero. 
Es.  3.  Se  0  A  B  son  punti  di  una  retta  e  M  è  il  punto  medio  fra  A  e  B, 

0 A  +  OB  =3  20M ,   0 A.OB  =  0M«  —  MA«. 
Es.  4.  Se  €  D  sono  altri  due  punti  della  retta  e  N  il  loro  punto  medio, 

AC  +  BD  »  AD  +  BC  =:  2MN. 
Es.  5.  In  una  retta  il  baricentro  di  più  punti  dati  è  quel  punto,  le  cui  distanze 
dai  punti  dati  moltiplicate  pei  rispettivi  pesi  danno  una  somma  nulla. 

Es,  6.  Se  f»!  +  »4  +  ; . .  +  mjb  =»  0  e  tniXi  +  fn^x^  + . . .  -f-  nthXk  =  0 ,  uno 
dei  punti,  col  peso  opposto,  è  baricentro  degli  altri. 

Gruppi  armonici  di  punti. 

9.  Siano  ABC  tre  punti  della  retta,  e  sia  (ABC)  =  AC:BC  =  r. 
Consideriamo  il  punto  D  per  cui  (ABD)  =  AD:BD  =  —  r.  Se  il  punto 

0  cade  nel  segmento  finito  AB,  allora  D 

-^1 jpj — j j •     cade  fuori  di  esso,  e  viceversa  ;  insomma 

le  coppie  di  punti  AB  CD  si  separano. 
I  due  punti  C  D  si  trovano  sempre  da  una  stessa  banda  del  puuto  M 
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medio  fira  À  e  B  ;  poiché,  se  p.  e.  B  cade  sol  prolungamento  di  IB, 
risulta  AB  >  BB,  onde  AB  :  BB  >  1,  e  quindi  anche  AG  :  OB  >  1,  onde 
AC  >  CB.  Ad  ogni  posizione  del  punto  0  ne  corrisponde  una  di  B,  e 
viceversa  ;  se,  muovendosi  0  e  quindi  B,  il  punto  C  viene  nella  posi- 
zione prima  occupata  da  B,  il  punto  B  andrà  nella  posizione  prima 
occupata  da  C.  La  corrispondenza  tra  0  e  B  è  dunque  univoca  e  re^ 
ciproca.  In  particolare:  se  0  cade  in  A,  anche  B  cade  in  A;  se  0 
cade  in  B,  anche  B  cade  in  B  ;  se  C  cade  in  M,  B  va  airinflnito. 
Per  ipotesi 

^^J  BC  —  ~  BB  ' 

6  quindi 


BC             BB 

AC-AB 

AB  —  AB              AB       AB        . 

AC~       AB  ' 

AC 

AB       '    ^       AC  — AB       ^' 

e  dividendo  per  AB, 

[2] 

1 
AC 

1 
AB 

1          1 
=  AB-AB- 

La  [2]  ci  mostra  che  i  valori  inversi  di  AC  AB  AB  sono  in  pro- 
gressione aritmetica; -dunque  AC  AB  AB  sono  in  progressione  armo- 
nica (0>  ossia  AB  è  medio  armonico  fra  AO  e  AB.  Perciò  i  due  punti 
C  B  si  dicono  coniugati  armonici  rispetto  ad  A  e  B. 

Viceversa,  A  e  B  sono  coniugati  armonici  rispetto  a  0  e  B;  perchè 

la  [1]  dà 

CA  _        CB 
BA  —        BB  ' 

Si  dice  perciò  che  le  due  coppie  dei  punti  AB,  CB  sono  armoniche. 
Si  dice  anche  che  ABCB  è  un  gruppo  armonico.  Tali  sono  del  pari 
ABBC,  BACB,  BABO,  OBAB,  OBBA,  BOAB,  BCBA. 

È  facile  assicurarsi  che,  se  due  punti  di  un  gruppo  armonico  coin- 
cidono, un  altro  punto  coincide  con  essi  e  il  rimanente  è  arbitrario. 

Dalla  [2]  si  deduce 

[31  JL-J__lJL 

^^  AB  ~"  AC    "^  AB  " 


(*)  In  generale,  più  numeri  diconsi  in  progressione  armonica  quando  i  loro 
inverai  sono  in  progressione  aritmetica.  Questa  denominazione  è  originata  dal 
fatto,  che  le  lunghezze  di  tre  corde  sonore,  che  diano  raccordo  perfetto  do-mi-solf 

4    2 
stanno  tra  loro  come  m  numeri  I>  ^»  0"  '  ^  ^^  inversi  sono  appunto  in  prò* 

gressione  aritmetica. 
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La  [1]  può  scriversi 

MC~MA_MA  — MD 
MC  — MB~MD— MB' 

onde  togliendo  i  fratti  e  ricordando  che  MB  =  — MI, 
[4]  MC.MD  =  Mi*. 

La  teorìa  dei  grappi  armonici  rimonta  ad  Apollonio  (247  a.  C). 

La  [3]  h  il  teorema  di  Mac-Laubih  (1698-1746). 

La  [4]  trovasi  in  Pohcilbt  (Traité  dea  prapriAés  projeetivea,  1788-1867). 

Esercizio  1.  Si  dimostrino  le  relazioni: 


1 

r-V 

i 

1 

r+V 

1  era 

r+1 

(DBA)=^,  (DAB) 

(CDA)==^,  (CDB)-      ^_^. 

Es.  2.  AB.CD»2AC.BD»  — 2AD.BC. 

Es.  8.  CA.CB==€D.CM,   DA.DBsDC.DM. 

Es.  4.  AC*  :  AD*»  BC*  :  BD*  =  MC  :  MD. 

Es.  5.  AB*  +  CD*  =  (MC  +  MD)*  =  (AC  +  BD)«=:(AD  +  BC)*. 

Punti  determinati  mediante  equazioni. 

8.  Sia  data  un*  equazione  di  i""  grado  (lineare)  in  a?,  a  coefficienti 

reali, 

007  +  6=0. 

Essa  è  soddisfatta  dalFunico  valore  07=  — &:a.  Se  dunque  si  sceglie 
pei  punti  di  una  retta  un  sistema  di  coordinate,  e  si  riguarda  x  come 
coordinata,  allora  Tequazione  individua  quel  punto  della  retta  che  ha 
quel  particolare  valore  di  x  per  coordinata.  Questo  punto  dipende 
solo  dal  rapporto  di  &  a  a. 

P.  es.  le  coordinate  siano  ascisse:  allora  il  punto  è  Torigine  se  ^«#0 
e  &  =  0;  tende  al  punto  airinfinito  se  tende  a  zero  a  ma  non  anche 
b,  il  che  si  esprime  dicendo  che,  se  a  =  0  e  &#>0,  Tequazione  indi- 
vidua il  punto  air  infinito.  Quando  poi  a=0  e  &  =  0,  l'equazione  è 
una  identità  ed  ogni  punto  la  soddisfa. 

Affinchè  due  equazioni  di  1"*  grado 

aa?  +  &  =  0       a*x+V  =  0 
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siano  equiìDaìenli  (ossia  diano  uno  stesso  valore  di  x)  e  quindi  indivi- 
duino uno  stesso  punto,  è  necessario  e  sufficiente  che  si  abbia 


cfV 


=  0, 


cioè  aV  —  atb=^0.  Or  questo  è  anche  necessario  e  sufficiente  affinchè 
le  due  equazióni  in  h 

siano  soddisfatte  da  uno  stesso  valore  di  h. 

•.  Sìa  data  un'equazione  di  2^*  grado  {Quadratica)  in  x,  a  coeffi- 
cienti reali, 

acv^  +  biv  +  c=0. 

è  soddisfatta  da  due  valori  di  ai  {racUci  deirequazione): 


=^  ! /ir»,    rr^ , 

2a 


00^  —  ji  ,     (Vi 


Se  &'  —  4ac>  0,  le  due  radici  sono  reali  e  distinte;  e  però,  consi- 
derando X  come  coordinata  su  una  data  retta,  Tequazione  determina 
due  punti  della  retta. 

Se  &'  — 4ac=0,  le  due  radici  sono  reali  ed  eguali,  e  i  due  punti 
coincidono;  ma  non  diremo  che  Tequazione  individua  un  sol  punto, 
per  non  confondere  questo  col  caso  dell'equazione  di  1*  grado. 

Se  b* — 4ac<0,  le  due  radici  sono  imaginarie  (complesso-coniu- 
gate), e  non  determinano  sulla  data  retta  alcun  punto;  poiché  i  punti 
della  retta  corrispondono  a  coordinate  reali,  cioè  formano  una  serie 
di  punii  reali.  Però,  come  si  considerano  in  Àlgebra  le  quantità  ima- 
ginarie, cosi  noi  diremo  che  un  numero  imaginario  è  coordinata  di  un 
punto  fmoffinario.  Quindi  nel  nostro  caso  le  radici  imaginarie  del- 
l'equazione quadratica  saranno  coordinate  di  due  punti  imaginart  (com- 
plessi-contugaU)  rappresentati  da  queirequazione. 

Sicché  potremo  conchiudere  che  la  nostra  equazione  quadratica 
rappresenta  sempre  una  coppia  di  punti  (reali  e  distinti,  o  reali  e 
coincidenti,  o  complessi-coniugati). 

Le  radici  x^  x^  deirequazione  dipendono  solo  dai  rapporti  di  due 
dei  tre  coefficienti  a  b  e  al  rimanente.  Dunque  lo  stesso  è  dei  due 
punti  determinati  dairequazione. 

Affinchè  due  equazioni  di  2*  grado 

arp*  +  &a?  +  c  =  0       a'a^-\'Vx  +  cf  =  0 
siano  equh)alentt  (ossia  abbiano  le  stesse  radici),  e  quindi  determinino 
gli  stessi  due  punti,  è  necessario  e  sufficiente  che  siano  equivalenti  le 
tre  equazioni  in  n 

ah  =  a      ì>k  =  V       ck  =  d. 

E.  D'Ovidio,  Qwmebria  anoUMoo.  S 
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10.  Le  formolo  esposte  nelle  pagine  precedenti  noi  le  applicheremo 
anche  a  coordinate  xaf  ...  di  cui  alcune  o  tutte  siano  imaginarie; 
ed  estenderemo  ai  punti  imaginari  le  nozioni  di  distanza^  rapporto 
di  disianze,  ecc.  La  distanza  di  due  punti  imaginari  di  ascisse  xx' 
sarà  definita  dalla  formola  aZ—x,  e  sarà  in  generale  imaginaria,  in 
casi  particolari  reale;  e  cosi  via. 

Se  nella  data  equazione  di  2"*  grado  si  considera  x  come  ascissa»  il 
punto  medio  fra  i  due  punti  determinati  dalla  equazione  sarà  reale, 
anche  se  questi  sono  imaginari;  poiché  Tascissa  del  punto  medio  è 

^*'^^,  ossia  ^o"»  ^^^  *  reale.  E  sarà  pure  reale  il  prodotto  delle 

distanze  dei  due  punti  da  un  punto  reale  qualunque  della  retta,  p.  e. 

il  prodotto  delle  loro  ascisse;  poiché  si  ha  x^x,  =—,  che  è  reale. 

Non  cosi  la  distanza  fra  i  due  punti,  cioè  x^ — a?g  =  — 1/&*  —  4ac. 

Notiamo  che,  se  c  =  0,  si  ha  x^^O,  a?,  =  — &:a,  e  uno  dei  due 

punti  è  Torigine;  se  &  =  0,  a?^  =— a?,  =  |/—  e  :  a,  eidue  punti  sono 

simmetrici  rispetto  airorigine (anche  se  imaginari);  se  b  =  0  e  c=0, 
x^=x^  =  0,  e  i  due  punti  coincidono  con  l'origine.  Se  a  tende  a  zero, 
X2  cresce  indefinitamente  in  valor  assoluto,  mentre  x^  tende  a  -*c  :  b 
come  limite;  onde  per  a  =  0  un  punto  va  airinfinito  e  Taltro  no.  Se 
a  =  0  e  &  =  0,  anche  Taltro  punto  va  airinfinito,  e  però  coincide  coi 
primo.  Sea  =  Oec  =  0,  un  punto  è  l'origine  e  l'altro  all'infinito. 
Se  a  =  0,  &  =  0,  c  =  0,  l'equazione  è  un'identità,  ed  ogni  punto  la 
soddisfa. 

11.  In  generale:  se  si  ha  un'equazione  in  x  (algebrica  razionale 
intera  di  grado  qualunque,  od  algebrica  in  generale,  od  anche  trascen- 
dente), scelto  su  una  retta  un  sistema  di  coordinate  e  considerata  x 
come  coordinata,  ogni  radice  reale  delV  equazione  individua  sulla 
retta  un  punto  reale,  ed  ogni  radice  imaginaria  un  punto  imagi- 
nario;  sicché  sulla  retta  si  avrà  un  gruppo  discreto  di  punti,  che 
rappresenterà  geometricamente  quell'equazione  ed  avrà  per  rappre» 
sentazione  analitica  l'equazione  stessa. 

È  chiaro  che  l'equazione 

{ax-^-V)  (a'a?  +  &0---=O 
determina  il  gruppo  dei  punti  individuati  dalle 
00?  +  &  =  0,  a'a?  +  ^'  =  0, . . . 
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!•.  Se  aa?+&  =0,  a'a?  +  y  =  0  sono  le  equazioni  di  due  punti 
della  retta,  Tequazione  di  un  altro  punto  qualunque  della  retta  può 
scriversi  sotto  la  forma 

X(aa?  +  6)  +  |i(a'a?+y)  =  0,  ossia  {a\  +  a'pì)os  +  {b\  +  V\i)  =  0, 

essendo  X:^  un  parametro  arbitrario.  Polche,  volendo  che  questa  equa- 
zione individui  lo  stesso  punto  che  una  equazione  assegnata  qualsiasi 
a!'x  +  V'=0,  ò  necessario  e  sufficiente  che  si  abbia  (8) 


laX-f  a'M    b\  +  Vii 


a" 


:0,  ossia 


onde 


X;^  =  — 


a'' 6" 


a  b 
a!'b" 

a  b 


X  + 


a'  V 


M  =  0, 


Per  X#»0  e  n=0,  onde  X:|i=oo^  si  ottiene  aa?+6=0.  Per  X=0 
6^=1=0,  onde  X:m  =  0,  si  ottiene  a'a?  +  y  =  0. 

Suol  dirsi  X(aar+*)  +  M(a'a?+y)  combinazione  lineare  di  aa?  +  & 
e  a!x  -f.  V. 

ISsiEBciao  1.  Determinare  i  punti  delle  equazioni 

«*— 1  =  0,    «*  — 2  =  0,   «*  — 3=a0,   é=^a(a  —  x)y  x{x^a)=^<f. 
Es.  2.  Due  coppie  di  pùnti  dano  date  dalle  equazioni 

o««  +  2te  +  c==0        aV  +  2i'a:  +  (/  =  0, 
oye  X  sìa  un'ascissa;  e  siano  xi  o:^  le  radici  della  prima  e  x'  si*  quelle  della 
seconda. 
Le  due  coppie  sono  armoniche  se 

{ph-x'){x^^x")+(x^-x){x^^x')^(i, 
ossia 

2(XiXt'\'Xx'^  —  {Xi-^-xi^ix  +  rcT  =  0, 
che  bì  riduce  a 

a<?'  +  ac  — 2»'«-0. 

Hanno  un  punto  comune  se 

fe-a:')(a^-a^'){a?,-x")(a:.-'xO  =  0, 
Oflria 

^     [(t,^')(x^^xl^(x,^x''Hxt''xyf'-[(x,'-x'){x^''t^')  +  {x,^^^ 
^  anche 

(«,- «J*  (a/ -  «T  - 12(«,  *»  + «VO -(*,+«,)(«'+«•)?  =  0, 
«ke  ti  riduce  a 

4(6»  -  oc)  {V*  —  a'c-)  -  (oc'  +  a'c  -  26^)*  =  0. 
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CAPITOLO  m. 
Fascio  di  rette. 


Angoli.  -  Coordinata  d4  una  retta. 

§  1.  Sia  S  il  centro  di  un  fascio  di  rette  in  un  piano  Z,  e  siano  a  b 
due  rette  del  fàscio.  La  a  può  rotare  intorno  al  punto  S  e  nel  piano  Z 
in  due  versi,  Tuno  opposto  all'altro;  e  precisamente,  rispetto  ad  un 
osservatore  eretto  sul  piano  da  una  data  banda 
di  questo  coi  piedi  in  8,  la  rotazione  può  appa- 
rire procedente  verso  sinistra  o  verso  destra. 
La  a,  rotando  in  un  verso,  viene  a  coincidere 
con  b  la  prima  volta  dopo  aver  descritto  un 
certo  angolo  (e  il  suo  opposto  al  vertice).  Ro- 
tando invece  nel  verso  opposto,  la  a  viene  a 
coincidere  con  b  la  prima  volta  dopo  aver  descritto  un  altro  angola 
(e  il  suo  opposto  al  vertice). 

Fissiamo  nel  fascio  una  retta  o  {origine),  e  scegliamo  il  verso  in 
cui  vogliamo  che  avvengano  le  rotazioni.  Data  una  retta  qualunque  p 
del  fascio,  è  noto  rangole  Ara  o  e  p  :  cioè  l'angolo,  del  quale  rotando 
a  partire  da  o  e  nel  verso  fissato,  una  retta  del  fascio  giunge  la  prima 
volta  in  p;  ed  è  individuato  il  numero  a,  che  misura  quest'angolo 
riferito  a  un  certo  angolo  scelto  come  unità;  e  se  diciamo  ir  il  numero 
che  misura  l'angolo  di  due  retti  o  piatto,  il  numero  a  è  compreso  fk*a 
0  e  IT.  Viceversa:  dato  un  numero  a  compreso  fra  0  e  ir,  è  noto  l'an- 
golo che  esso  misura,  ed  è  individuata  quella  retta  p  che  fa  con  o 
quest'angolo  nel  verso  fissato.  Onde  U  numero  a  si  può  assumere 
come  coordinata  della  retta  p,  e  dicesi  anomalia. 

Aggiungendo  all'angolo  considerato  uno  o  più  angoli  piatti,  si  otten- 
gono tutti  gl'infiniti  angoli,  dei  quali  rotando  una  retta  nel  verso 
fissato,  essa  va  da  o  in  p;  vale  a  dire  tutti  gl'infiniti  angoli  delle  due 
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rette  op  nel  verso  assegnato.  Viceversa:  due  rette,  che  làcciano  con 
•  angoli  differenti  solo  per  multipli  di  ir,  coincidono.  Ne  segue  che» 
nel  determinare  una  retta  p  del  fiiscìo  mediante  il  numero  a,  si  pos- 
sono anche  dare  a  ^esto  numero  valori  maggiori  di  ir;  ma  allora 
aggiungendo  ad  esso  o  sottraendo  multipli  di  n,  s'individua  sempre  la 
stessa  retta  p. 

Tutto  ciò  si  può  ripetere  per  gli  angoli  descritti  nel  verso  opposto 
al  precedente. 

Consideriamo  come  positivi  gli  angoli  descritti  nel  verso  assegnato 
e  come  negativi  quelli  descritti  nel  verso  opposto,  e  consideriamo  ri- 
spettivamente come  positivi  e  negativi  i  numeri  che  li  misurano. 

Allora  è  chiaro  che  alFanomalia  a  si  possono  attribuire  tutti  i  valori 
reali,  positivi  e  negativi;  ma  bisogna  ricordare  che  essa  può  essere 
aumentata  o  diminuita  di  un  multiplo  arbitrario  di  tt,  senza  che  cessi 
dMndividuare  una  stessa  retta. 

//  fascio  (M  rette  è  una  figura  geometrica  di  1^  specie  rien- 
trante in  sé  stessa. 

Se  poi  in  ciascuna  retta  del  fascio  si  vuol  distinguere  un  senso  po- 
sitivo e  uno  negativo:  allora,  per  portare  a  coincidere  il  senso  posi- 
tivo di  una  retta  con  Topposto,  occorre  una  rotazione  di  un  angolo 
piatto  o  di  un  numero  impari  di  tali  angoli;  e  per  portare  a  coinci- 
dere il  senso  positivo  di  una  retta  con  so  stesso,  occorre  far  rotare 
la  retta  di  un  numero  pari  (zero  incluso)  di  angoli  piatti.  Quindi,  per 
portare  a  coincidere  il  senso  positivo  di  una  retta  col  senso  positivo 
di  un*altra,  occorre  un  angolo,  al  quale  non  è  permesso  aggiungere 
o  t(^liere  che  un  intero  giro,  ovvero  più  giri;  e  però  allora  il  nu- 
mero a  può  essere  alterato  solo  di  un  multiplo  qualunque  di  2it. 

9.  Indicheremo  con  ab  uno  qualunque  degli  angoli,  positivi  o  ne- 
gativi, fra  i  sensi  positivi  di  a  e  b,  e  con  ab  il  numero  che  lo  misura. 
Sarà  allora  O 

ab  +  ba~0,   ba^-^ab, 
ab-fbe-f-oa^O,    abscb  —  ea,  ...,    ^  (modulo  2it) 
ab  +  bc  +  ...  +  lasO. 


(*)  n  fl^no  5  unisce  due  numeri  che  formano  una  congruenza,  cioè  tali  che 
la  loro  differenia  sìa  un  multiplo  di  un  dato  numero  detto  modulo. 
81  noti  che  in  generale  non  è  ab .  ed  -^  ac .  db  -^  ad .  bc  =  0. 
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8.  Per  mostrare  la  connessione  fra  la  retta  punteggiata  e  il  fascio 
di  rette,  consideriamo  (flg/  pag.  5)  un  fascio  di  centro  S  e  di  piano  £, 
e  in  questo  piano  una  retta  r,  che  non  passi  per  S.  Le  rette  a  1>  e . . . 
del  fàscio  secano  r  rispettivamente  nei  punti  ABc . . .,  sicché  ciascuna 
retta  individua  un  punto  e  ciascun  punto  una  retta;  non  esclusa  la 
retta  s  parallela  a  r,  alla  quale  fiaremo  corrispondere  il  punto  aWinr  . 
finito  di  r.  Quindi:  ogni  sistema  di  coordinate  della  punteggiata pvò 
servire  pel  fascio,  e  viceversa. 

Quando  in  un  piano  si  ha  un  sistema  di 
rette  parallele  a  b  e . . . ,  una  retta  r  del  piano 
non  parallela  ad  esse  le  seca  rispettivamente 
nei  punti  ÀBO...,  i  quali  corrispondono 
univocamente  alle  rette  abe. ..  Quindi:  per 
coordinate  delle  rette  di  un  fascio  impro- 
prio possono  servire  quelle  dei  punti  di  una 
punteggiata  trasversale. 
E  qui  avvertiamo  che,  scelto  su  una  retta  a  il  senso  positivo,  noi 
sceglieremo  sopra  ogni  sua  parallela  b  il  senso  positivo  in  modo  che, 
rispetto  a  una  trasversale  r  di  a  e  b,  i  segmenti  positivi  AA'  e  BB' 
cadano  da  una  stessa  banda  nel  piano  delle  a  b. 

Intenderemo  per  angolo  di  due  rette,  anche  se  non  hanno  nessun 
punto  comune,  rangole  dei  sensi  positivi  di  due  rette  ad  esse  paral- 
lele e  condotte  per  un  medesimo  punto  arbitrario  (angolo  che  è  co- 
stante al  variare  del  punto).  E  subordinatamente  riterremo  che  due 
rette  parallele  fanno  un  angolo  nullo  o  multiplo  pari  di  un  angolo 
piatto. 

Ciò  posto,  è  chiaro  che  le  relazioni  ab-f-ba^O,  ecc.  date  testé 
valgono  più  generalmente  per  direzioni  complanari  qualunque  a,b, . . . 


Pr€Qe»ione  centrale  e  paraUelcu 

4.  Quando  si  considerano  (come  nel  §  precedente)  una  retta  pun- 
teggiata r  ed  un  fascio  qualunque  di  rette  8  nello  stesso  piano,  si  dice 
che  la  retta  r  seca  il  fascio  abe...  nella  punteggiata  ABC...,  e  che 
il  fascio  projetta  la  punteggiata  dal  punto  8. 

Se  L  M  N . . .  sono  punti  qualunque  del  piano,  e  se  le  rette  SL  SX 
SN...  secano  la  retta  r  nei  punti  L'M'H^..,  questi  si  dicono  le 
projexioni  di  L  M  H . . .  dal  ceifUro  S  sull'o^^  r.  Se  un  punto  per- 
corre il  segmento  LM,  la  sua  projezione  percorre  il  segmento  L'M',  che 
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diciamo  prqjezione  di  LM.  Se  un  punto  percorre  la  linea  poligonale 
LM  +  M  +  KP-f  pqilasua  prò. 
jezione  percorre  successivamente  i 
segmenti  L'M'M^'FP'rQ';  e  se 
sulla  r  si  sceglie  un  senso  positivo, 
la  somma  di  questi  segmenti  si  ùe- 
nomìnsi  proiezione  il  quella  linea 
poligonale.  Questa  somma  si  riduce 
a  I/^  projezione  del  segmento  LQ; 
e  quindi  la  projezione  non  varia,  comunque  si  muti  la  linea  poligo- 
nale considerata,  purché  i  suoi  due  estremi  L  Q  rimangano  fissi.  Dunque  : 
in  un  piano,  con  qualunque  linea,  sia  retta  sia  poligonale,  si  vada 
da  un  punto  a  un  altro,  le  proiezioni  di  esse,  fatte  da  uno  stesso 
punto  e  su  una  stessa  retta,  sono  eguali. 

In  particolare:  la  proiezione  del  perimetro  di  un  poligono  è  nuUa, 
Se  pei  punti  LMH...  si  tirano  rette  parallele  a  una  retta  a,  le 
quali  sechino  una  retta  r  nel  punti  L'M'S'...,  questi  si  dicono  le 
proiezioni  di  LMK...  sulla  retta  r  secondo  la  direzione  a;  vW  si 
dice  la  projezione  del  segmento  LM,  e  cosi  via.  Onde  possiamo  asse- 
rire: con  qualunque  linea,  sia  retta  sia  poligonale,  si  vada  da  un 
punto  a  un  altro,  le  proiezioni  di  esse,  fatte  secondo  una  stessa  di- 
rezione e  su  una  stessa  retta  (o  su  rette  parallelej,  sono  eguali.  La 
proiezione  del  perimetro  di  un  poligono,  secondo  qualunque  dire- 
zione e  su  qualunque  retta,  è  nulla. 

Viceversa:  se  sono  nulle  le  projezioni  di  una  linea  poligonale  qua- 
lunque, fotte  secondo  due  direzioni  diverse  e  su  due  rette  qualunque 
(distinte  o  no),  quella  linea  poligonale  sarà  chiusa;  poiché  i  suoi  due 
estremi  si  dovranno  trovare  nello  stesso  tempo  su  due  rette  parallele 
alle  due  direzioni  considerate,  e  quindi  coincideranno.  In  conseguenza 
sarà  pure  nulla  la  projezione  della  linea  poligonale  secondo  un'^altra 
direzione  qualunque  e  su  qualunque  retta. 

5.  É  notevole  il  caso  della  projezione 
ortogonale  o  normale,  cioè  quando  la 
projezione  si  fa  secondo  la  direzione  per- 
pendicolare alla  retta  su  cui  s!  projetta. 

Siano  ÀBC...  punti  di  una  retta  r, 
L'B'C...  le  loro  projezioni  normali  su 
un*  altra  retta  r';  e  sulle  rr'  siano  scelti 
i  sensi  positivi:  saranno  tutti  eguali  (pel  teorema  cosidetto  di  Talbte)  i 
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A'D'  kffy  WC 

rapporti  -4=- ,  -=- ,  -=- , . . . ,   anche  nel  segno.  Il  valor  comune 
AB         AC         BC 

di  questi  rapporti  non  dipende  che  dall'angolo  delle  due  rette  r'  r,  e 

si  definisce  per  coseno  deirangolo  stesso:  cosr'r;  onde 

~^=COSr'r,    À'B'  =  lBcosr'r, 
AB 

ovvero:  se  un  segmento  si  predetta  normalmente  su  una  retta,  la 
misura  del  segmento  proiezione  è  uguale  a  quella  del  segmento  che 
si  projetta  moltiplicata  pel  coseno  deWangolo  dei  sensi  positivi  delle 
due  rette  cui  i  segmenti  appartengono. 


Funzioni  ganiametriche. 

6.  Chiamando  a  la  misura  deirangolo  r^,  si  ha  evidentemente 
cos  (a  ±  2  ftTi)  =  cos  a       (ft  =  0, 1, 2, 3,  • .  .)• 

È  facile  anche  vedere  (mutando  il  verso  positivo  degli  angoli  o 
quello  della  retta  r')  che  si  ha,  qualunque  sia  a, 

cos  (— a)=cosa,      cos(a±TT)  =  —  cosa. 

Inoltre,  dando  a  r  posizioni  particolari  rispetto  a  r',  si  ha 

K  Bit 

.   cosO  =  l,       cos-2-=0,       cosic  =  — i,        cos-s-=0. 

Definendo  per  seno  di  un  angolo  il  coseno  del  suo  complemento  a 
un  retto,  ossia  ponendo 

sena  =  cos(-~— a] , 

abbiamo 

sen  [—  — a)  =cosa»   8en(a±2An)  =  sena, 

sen( —  a)=— sen  a ,   sen  (a  ±  n)  = — sen  a , 

ir  Stt 

senO=:0,      senY=^f      sen7T  =  0,      senY  =  — 1. 

Definendo  per  tangente  di  un  angolo  il  rapporto  del  seno  al  coseno, 
ossia  ponendo 

tga  =  ?5^, 
^         eoa  a  ' 
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jiltbiamo 


tg(— a)  =— tga,     tg(o±n)  =  tga,     tg(o±ftn)  =  tgo, 


tgO  =  0, 


tg|=oo, 


tgn=0,       tg?  =  oo. 


Definendo  per  cotanffente  di  nn  angolo  la  tangente  del  complemento 
a  nn  rcitto,  ossia  ponendo 


abbiamo 


cota  =  tg(|— a), 
cosa         1 


cota  = 


sena      tga 


j  GCC« 


Il  coseno,  il  seno,  la  tangente  e  la  cotangente  diconsi  funzionila- 
niofnetriche,  poiché  possono  servire  alla  determinazione  dell'angolo. 

9.  In  un  fascio  di  rette  sia  S  11  centro,  e  siano  a  b  due  rette  perpen- 
dicolari, in  modo  che  rangole  generato  dal  senso  positivo  di  a  ro- 
tante intomo  a  S  nel  verso  positivo 
sino  a  coincidere  col  senso  positivo  di 

b  sia  un  retto:  ab=-^.  Sia  t  un'altra 

retta  del  fascio,  e  poniamo  ae  =  a.  Indi 
sulle  a  b  e  prendiamo  i  segmenti  positivi 
eguali  SA  silo,  e  projettiamo  0  nor- 
malmente su  a  e  b  in  D  ed  E.  Per  la 
definizione  del  coseno  avremo 

[1]  ^=-  =  cosao  =  co8a. 


\ 

/ 

t 

\ 

B           G/ 

i 

x^^ 

^^N^ 

/n 

/ 

\ 

vi 

S         I 

1 

A.         -»►» 

DS 


se       se 

ossia,  per  la  definizione  del  seno, 

[2] 


=  cos(— b«)  =  co8(ab— ae)  =  cos  (^  — «)  » 


DC 

.=-  =  sen  a. 

S€ 


[3] 


Se  la  retta  IF,  normale  ad  a  in  A,  seca  e  in  F,  abbiamo 
AF  D€ 


SA 


SD        cosa  — ^»"' 
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e  se  la  retta  B0,  normale  a  b  in  B,  seca  e  in  9,  abbiamo 

Se  si  sceglie  come  unità  lineare  SA='sB  =  SG',  queste  relazioni  di- 
vengono 

SD  =  cosa,    DC  =  sena,    ÀF  =  tga,    BG=cota; 

e  cosi  si  ottiene  una  rappresentazione  grafica  delle  funzioni  gonio- 
metriche. 

Anzi  potremmo  assumere  come  definizione  delle  funzioni  goniome- 
triche  questa  rappresentazione,  e  ritrovare  le  varie  relazioni  accen- 
nate nel  §  precedente.  P.  es.,  si  ha 

cosa  =  EC  =  sen  f  ^ — a) ,         sena  =  SE  =  cos  (y~")  » 

.  ÀF       DC        sen  a  .  &    /  tr        ^\        eoa  a 

tga  =  5^  =  g^=  — -,       cota  =  tg(-^  — a\  =  — -. 
^  SA       SD       cos  a  '  ^  \  2  /        sen  a 


Osservando  che  la  projezione  normale  di  SD +^00  su  e  è  eguale  a 
quella  di  SO",  si  ha 

SD  cose»  +  DC  coseb  =  SG; 

e  poiché  SD  =  cosa,  cose»  ==  cosa,  DC  =  sena,  cosGb  =  sena,  SC  =  1, 
otteniamo  la  relazione 

[5]  cos'a  +  sen*a  =  l. 

La  figura  mostra  che: 

se  a  cresce  da  0  a  ^  ,  cos  a  decresce  da  1  a  0,  e  sen  a  cresce  da  0  a  1, 
»»»      »-^>n»  »       >0»  — 1    »  decresce  >  1  »  0, 


2 

2 


»»      >      »ir»-^>     cresce  da  —  1»     0»        »        »0  a — 1, 


0|» 

»»>      >-^»2tt>        >>        0>1>  cresce  da  —1  >    0. 

Continuando  a  a  crescere  da  2n  a  4n,  da  4Tr  a  6Tt, . . .,  cosa  e  sena 
riprendono  periodicamente  gli  stessi  valori;  poiché  il  coseno  ed  il 
seno  di  un  angolo  non  mutano  se  questo  si  aumenta  o  si  diminuisce 
di  un  multiplo  qualunque  di  2tt. 
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Se  a  cresce  da  0  a  y,  tg  a  cresce  da  0  a  -f  oo,  e  cota  decresce 
da  -|-  cx)  a  0. 

Se  a  cresce  da-^  a  tt,  tga  cresce  da  —  oo  a  0,  e  cota  decresce 
da  0  a  —  00. 

Mentre  a  passa  per  ^  >  tg  a  passa  da  -{-  oo  a  —  oo.  Continuando 

a  crescere  a  da  ir  a  2Tr,  da  2n  a  3ir, . . .,  tga  e  cota  riprendono  pe- 
riodicamente gli  stessi  valori  di  prima  ;  poiché  la  tangente  e  la  co- 
tangente di  nn  angolo  non  mutano  se  questo  si  aumenta  o  si  dimi- 
nuisce di  un  multiplo  qualunque  di  ir. 

8.  Si  sa  che  gli  angoli  al  centro  di  un  cerchio  sono  proporzionali 
agli  archi  compresi  fra*  loro  lati.  Questa  proprietà  si  applica  anche 
quando  si  tien  conto  dei  segni  degli  angoli,  purché  si  considerino  sulla 
circonferenza  archi  positivi  ed  archi  negativi,  convenendo  che,  mentre 
un  raggio  descrive  un  angolo  positivo,  il  suo  punto  estremo  descriva 
un  arco  positivo.  Se  inoltre  si  sceglie  per  arco  unità  quello  che  è  com- 
preso neirangolo  unità,  allora  uno  stesso  numero  a  misura  cosi  un 
angolo  come  Tarco  compreso  neirangolo.  P.  e.,  si  può  prendere  per 
arco  unità  la  360°^  parte  della  circonferenza  (questa  unità  si  chiama 
gradOy  e  si  divide  in  60  minuti  ^primi^  ognuno  diviso  in  60  tìk^uU 
secondi,  e  cosi  via):  allora  un  angolo  piatto  è  misurato  dal  numero 

180  e  un  retto  da  00,  ossia  tt  =  180,  ^  =  90.  Se  invece  si  prende  per 

unità  Tarco  lungo  quanto  il  raggio  {radimdé)^  allora  (il  rapporto  co- 
stante di  ogni  circonferenza  al  suo  diametro  essendo  espresso  da 
3,141592...)  sarà  n  =  3,141592... 

n  seno,  il  coseno,  la  tangente  e  la  cotangente,  potendosi  adunque 
considerare  come  funzioni  di  un  arco  di  circolo,  si  dicono  anche  fun- 
zioni  circolari  o  ciclometriche, 

I  fj^omeiri  greci,  per  argomentare  la  grandezza  degli  angoli  al  centro  di  un 
circolo  da  quella  delle  corde  in  esso  iscritte,  riferirono  le  corde  al  raggio  e  sue 
parti  aliquote  di  60  in  60,  e  calcolarono  una  tavola  contenente  le  misure  delle 
corde  iscritte  negli  angoli  progredienti  di  mezzo  in  mezzo  grado  da  0  a  180 
(ToLOMio  jx%ì^ Almagesto,  verso  Tanno  125). 

ÀLBATBNio  (circa  il  900)  ed  altri  astronomi  arabi  considerarono  poi  invece  la 
metà  degli  angoli  e  delle  corde,  cioè  gli  angoli  e  i  loro  seni. 

Seno  viene  dal  latino  «mt»,  traduzione  del  termine  dachaih  usato  dagli  arabi, 
che  d  pronunzia  come  dechiba,  dedotto  dal  sanscrito  fiva,  che  vuol  dire  corda 
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delFaroo.  Chseno  »«  co9inu$  =  complementi  sinus.  Tangente  e  cotangente  sono  de  - 
nommazioni  introdoUe  à&  Fon  {Geometria  rotundi,  1588). 

Le  tavole  oggi  in  luo  contengono  i  logaritmi  con  5  e  più  decimali  dei  seni, 
coseni,  tangenti  e  cotangenti  degli  angoli  da  0  a  45  gradi  ;  il  che  basta.  In 
quelle  del  Bruhhs  gli  angoli  progrediscono  per  diecine  di  secondi,  e  nei  primi 
6  gradi  per  secondi. 

Delle  funzioni  goniometriche  molto  si  giova  la  Trigonometria;  la  qnale  in- 
segna specialmente  a  risolvere  i  triangoli,  ossia  a  calcolare  le  misure  di  tutti 
gli  elementi  di  un  triangolo  piano  o  sferico,  date  tre  di  esse  (induso  almeno 
un  lato,  se  il  triangolo  è  piano). 

Esercizio  1.  Dimostrare  le  seguenti  relazioni,  dando  ragione  del  doppio  segno  : 


sen  o  =  ±  l/ 1  —  cos*a ,  oos  o  =  ±  l/ 1  —  sen'a  , 

^1  tga 

cos  a  e=  - —  r ,  sen  a  =  -; — ,  ^  :  . 

±l/l+tg*a  ±J/l+tg«a 


Es.  2.  Dimostrare  che 


ir             ir       l/2~  .ir           .  ir       - 

senj  =.  cos-  =■  ^--,  tg j  =  cot^  =i  1, 

Tt              it        1  ir              ir       ]/S 

cos^«8enj--2-,        sen^^cos-j^ ^ 

.ir           .ir          .--  .ir           ,  ir       ]/8 

tg-3«cot^«l/8,        tg-j^cotg 3-1 


ir       —1  +  1/5  ir       1^10  +  2|/T     ^^ 

Es.  8.  Definendo  per  secante  di  un  angolo  il  valore  inverso  del  suo  coseno, 

ossia  ponendo  seca  = ,  si  ha  sec  a  «a  SF. 

*^  coso 

Cosecante  di  un  angolo  è  la  secante  del  complemento  di  questo  a  un  retto, 

ossia  coseca  =s  sec  (  -r —  a  1  = =»  8G. 

\  2  /       sena 
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Trigonometria  piana. 

9.  Siano  a  b  e  ire  rette»  che  determinino  un  triangolo  qualunque, 
e  sulle  quali  siano  assegnati  i  sensi  po- 
sitivi. Indichiamo  con  ABC  i  verUci 
del  triangolo  rispettivamente  opposti  ai 
lati  ab  e. 

Osserviamo  innanzi  tutto  che 

fte  +  «a  +  aft 
è  un  multiplo  di  2n. 

La  projezione  normale  del  perimetro 
BG-f-CA+TB  su  una  retta  qualun- 
que r  del  suo  piano  è  zero,  e  però 

[1]  BC  cosra  +  CA  cosrb  -j-  ABcosre=:0. 

Facendo  coincidere  r  con  a  b  e  successivamente,  si  ha 

ÌBG  4-  GA  cosab  +  AB  cosse  =  0 
BGcosba4.GA  +  ABcosbe==0 
.    BC  cosca  +  GA  coscb  +  AB  =  0. 

Queste,  moltiplicandole  per  BC  CA  AB  e  poi  sommandone  due  e  sot- 
traendo la  rimanente,  danno 

IBC»  =  CA*  +  AB*  +  2G  A.AB  cosbe 
Ci»  =  AB*  +  BC*  +  2AB.BC  cosea 
AB*  =  BC*  +  CA*  +  2BC.CA  cossb. 

Si  ha  pure 
[4|  BG*+GA*  +  AB*  +  2BC.CAcosab+2CA.ABcosbc+2AB.BCcosea=a. 
Se  r'  è  perpendicolare  a  r  e  rr'  =  ^ ,  osservando  che  r'a  =  ra  —  rr' 

=  ra  —  ~-, . . . ,  e  projettando  su  r',  si  trova 
[5]  BG  senra  -f  CA  senrb  +  ^^  senro  =  0. 

Facendo  coincidere  r  con  ab  e  successivamente,  si  ha 

0  A  senab  +  AB  senae  =  0 
[6J  j    BGsenba-|-ABsenbe  =  0 

BC  senca  +  CA  seneb  =  0, 
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ovvero 

[7j  BC  :  Ci:  AB  =  senbe  :  senea  :  senab. 

In  tutte  queste  relazioni  si  può,  ad  esempio,  supporre  che  i  sensi 
positivi  di  Ebe  e  degli  angoli  siano  scelti  in  modo  che  BCCA  AB  siano 
positivi  e  che  beeaab  misurino  gli  angoli  estemi  del  triangolo,  i  quali 
avranno  i  seni  eguali  e  i  coseni  opposti  a  quelli  degli  angoli  interni. 
Allora  le  [3]  e  [7]  si  potranno  enunciare  cosi: 

il  quadrato  di  un  lato  di  un  triangolo  qualunque  è  egucUe  alla 
somma  dei  qttadrati  degli  altri  due  lati,  meno  il  doppio  prodotto  di 
questi  due  lati  pel  coseno  dell'angolo  compreso  fra  essi; 

i  lati  di  un  triangolo  sono  proporzionali  ai  seni  degli  angoli 
opposti. 

Nel  caso  particolare  che  il  triangolo  sia  rettangolo  in  A,  e  preci- 
samente sia  bc=  y,  la  2'  e  3»  delle  [2]  divengono 

[2y  AC  =  BO  cosab,    AB  =  BC  cosao  ; 

la  i^  delle  [3]  diviene 

[3]'  BC*  =  CA«4.AB«, 

teorema  di  Pitagora;  e  le  [6]  divengono 

[6T  AC=BCsenae,    AB  =  BC  senab,    AB:AC  =  tgab. 

IO.  Dalle  formolo  precedenti  si  possono  trarre  varie  relazioni  im- 
portanti tra  le  finzioni  goniometriche  di  certi  angoli. 

Anzitutto,  le  [2]  essendo  lineari  omogenee  in  AC  CA  AB,  e  veriScan- 
dosi  per  valori  non  tutti  nulli  di  queste,  dovrà  essere 


[8] 


i 

cosab 

cosae 

cosba 

1 

cosbe 

cos«a 

coscb 

1 

=  0; 


relazione  fra  i  coseni  dei  mutui  angoli  di  tre  rette  qualunque  di 
un  piano,  o  soltanto  di  tre  direzioni  complanari.  Bssa  si  può  anche 
scrivere 

1  —  cos*bc  —  cosmea  —  cos'ab  +  2cosbc  cosca  cosab  =  0, 

ovvero 

[9]       sen*ab  =  cos'ac  -f-  cos*bc  —  2cosae  cosbc  cosab, . . . 
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Se  poi  nelle  [1] ...  [5]  sostituiamo  (il  che  è  lecito)  a  BO  CA  AB  le 
quantità  proporzionali  senbc  senea  senab,  abbiamo  altrettante  relazioni 
angolari.  Cosi  le  [1]  e  [5]  porgono  le  relazioni 

[10]  cosra  senbc  -f  cosrb  senea  -{-  cosre  senab  =  0 

[1 1]  senra  senbc  -}-  senrb  senca  -{-  senrc  senab  =:  0 

fra  gli  angoli  di  quattro  rette  qualunque  rabc  ài  un  piano,  o  sol- 
tanto  di  quattro  direzioni  complanari. 

Esse  sono  analoghe  a  qaella  (di  Eulbr,  II,  2,  [4])  Ara  quattro  punti 
di  una  retta. 

II.  Del  pari  la  prima  delle [2]  porge 

[12]  senbc  -f-  senca  cosab  --f-  senab  cosac  =  0. 

Or  qui  ab  e  ac  sono  qualunque;  quindi  ponendo  ab  =  a9  ac  =  — p, 
onde  a  4-  P  =  cb,  abbiamo  Timportante  relazione 

[13]  sen  (a  +  P)  =  sena  cosp  +  cosa  sen  p. 

Mutando  p  in  —  p  essa  diventa 

[14]  sen(a  — p)  =:senacosp  —cosasenp; 

e  qui  mutando  a  in  ^  »  a  otteniamo 

[15]  cos  (a  +  p)  =  cosa  cosp  —  sena  senp; 

e  qui  mutando  p  in — p, 

[16]  cos(a  —  P)  =  cosa  cosp  +  sena  senp. 

Queste  formolo  sono  fondamentali  per  la  teoria  delle  flinzioni  go- 
niometriche. 

Ma  non  intendiamo  di  svolgere  qui  tutta  questa  teoria  né  tutta  la 
Trigonometria. 

Esercizio  1.  Se  un  segmento  AB  di  una  retta  r  ha  per  projesdone  su  un*àitra 
retta  t^  e  8ee<mdo  una  direzione  4  il  segmento  A'B',  si  ha  A'B'  ss  AB  — -ji,  * 
e  detta  n  la  direzione  normale  ad,  si  ha  pure 

A'B'«AB?^*'™ 


cos  i<n' 
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Es.  2.  Dimostrare  le  segaentd  relazioni: 

sena ± Ben 3  =  28611  g-CoiP)  cos-g-  (o  +  P), 

co80  +  cosP«2coB-2  (o  +  P)co8  -g  (a  —  P) , 

cos  o  —  cos  P  =B  —  2  sen  -5-  (a  +  P)  Ben  -o"  ^**  —  ^^  ' 

•K    3:<«p     cosacoaP  ' 

8en2a S3 2sena  ooso,  coB2a  =  cos*a  —  sen'a,  tg2 a  —  ^ — ^  ,    , 

1  —  «ro 


cos 


1  ,  t/l  +  cosa  1  ,  -/ 1 


—  cosa 


-,  ecc.,  ecc. 


Coordinata  ta/ngente  e  bartcentrica  di  una  retta. 

19.  Siano  a  b...  p...  rette  di  un  fascio  S,  e  sia  r  una  retta  nel  piano 

del  fàscio,  ma  che  non  passi  per  8. 
La  r  sechi  ab ...  p ...  in  A  B  ...  P...  Se  o 
è  la  retta  del  fascio  normale  a  r  (in  0) 
sji  e  si  scelgono  convenientemente  i  versi 

positivi  pel  foscio  Se  per  la  punteg- 
b\  r   giata  r,  si  avrà 

OA  =  SOtgoa,  OB  =  SOtgob,...,  OP  =  80 tgop , ... 

sicché  per  coordinate  delle  rette  ab...p...  si  possono  (issumere  tgoa 
tgob...tgop...  Le  diremo  coordinate  tangenti 


18.  Indichiamo  il  rapporto  ^^^  con(abp),e  chiamiamolo  ra/iporto 
delle  tre  rette  ab p. 

È  chiaro  che,  data  p,  è  noto  il  rapporto  (abp).  Viceversa,  sia  data 
il  rapporto  ( Ap)  :  allora  nei  triangoli  SAP  8BP  si  ha 


AP_genpa 

PS""8enar' 


BP  __  senpb 

P8"~senbr* 
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e  dividendo 


prova  che,  se  a  b  sono  due  rette  fisse  del  (ascio,  dato  il  rap- 
porto (abp),  è  noto  (ABP),  e  quindi  P,  e  quindi  p.  E  precisamente: 
se  p  cade  su  a,  il  rapporto  è  +  0;  se  p  cade  su  h,  il  rapporto  è  ±00; 

se  p  biseca  rangole  ab,  il  rapporto  è  —  1;  se  p  biseca  rangole  adia- 
cente, il  rapporto  è  1. 

Dunque  il  ra^^fj^orijo  (abp),  od  anche  —  (abp),  sipuò  assumere  come 
coordinaia  della  retta  p  riferita  a  due  rette  fisse  ab  del  ikscio,  e 
—  (abp)  suol  chiamarsi  baricenttica.  Scegliendo  per  rette  fisse  0  e  la 

sua  normale  0',  e  precisamente  in  modo  che  o«'  ^  ~ ,  si  ricade  in  tgop 

come  coordinata  di  p. 

Allo  stesso  risultato  si  può  giungere  indipendentemente  dalla  consi- 
derazione di  una  punteggiata.  Posto  (abp)  =  r,  si  ha 

senap  _,^    ovvero  rsen(ap  —  ab)=:senap, 

r  sen  ap  cosab —  r  cosap  sen  ab  =  senap , 

r  sen  ab  =  (rcosab  —  1)  tg  ap , 
ossia 

♦«-«         r  sen  ab 
[2]  *g"'  =  rco8>b-r 

ed  analogamente  (scambiando  a  con  ft  e  quindi  r  con  1  :  r) 

Quindi,  dato  r,  è  individuata  tgap  (oppure  tgbp),  e  in  conseguenza 
anche  la  retta  p. 

Si  noti  che  la  [2]  e  la  [3]  valgono  per  ire  rette  abp  qualunqt4e 
di  un  piano,  ed  anzi  per  ire  direzioni  complanari. 

Gruppi  armonici  di  rette. 

141.  In  un  fiiscio  di  rette  a b  ed...,  posto  (abe)  =  r,  sia  d  la  retta 
per  cui  (abd):=—  r:  allora  diremo  ed  coniugate  armoniche  rispetto 
a  ab,  e  saranno  anche  ab  coniugate  armoniche  rispetto  a  ed. 

E.  D'Ovidio,  Oéometria  anaHHca.  8 


Digitized  by  CjOOQiC 


34  Gap.  m  -  §  14,  15 

Se  e  biseca  una  coppia  di  angoli  della  a  ]^,  d  bisecherà  l'altra  coppia  ; 
come  risulta  supponendo  r=zfcl. 

Se  una  trasversale  r  seca  abed  in  ABCD,  segue  dalla  [1]  che 
sarà  pure  (ABC)  =  —  (iBD),  cioè  che  le  due  coppie  di  punti  AB 
CD  saranno  armoniche;  e  viceversa.  In  ciò  consiste  la propr/^^  prò- 
jetUva  deirarmonia  di  quattro  rette. 

Mette  determinate  da  equazioni. 

16.  Una  volta  scelto  il  sistema  di  coordinate  per  le  rette  di  un 
fascio,  una  equazione  nella  coordinata  determina  tante  rette  del 
fascio  quante  sono  le  sue  radici  reali. 

Tuttavia  diremo  che  alle  radici  imaginarie  corrispondono  rette  ima- 
gtnarie;  ecc. 

EsEBCizio  1.  Se  a  b  p  son  rette  di  un  fascio,  (abp)  è  il  rapporto  delle  di- 
stanze di  ciascan  punto  di  p  da  a  e  b. 

2  11 

Eb.  2.  Se  ab  ed  sono  armoniche,  si  ha  t—c  ==»  t—t-  + 


'tgab      tgac  "^igad' 
Es.  3.  Se  inoltre  m  biseca  Tan^olo  ab,  si  ha  tg^maastgme tgmd. 
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CAPITOLO  IV. 
Fascio  di  piani. 


Diedri.  -  Coord/hìola  di  un  piano. 

§  1.  Sia  s  Tasse  di  un  fascio  di  piani,  e  siano  a^  due  piani  del 
fascio,  n  piano  a  può  rotare  intomo  ad  s  in  dae  versi,  l'ano  opposto 
all*altro;  e  precisamente,  rispetto  a  un  osservatore  disteso  lungo  la  retta 
8  in  modo  che  il  senso  positivo  di  s  sia  quello  dai 
piedi  al  capo,  la  rotazione  può  apparire  procedente 
verso  sinistra  o  verso  destra.  Rotando  in  un  verso, 
a  viene  a  coincidere  con  p  dopo  aver  descritto 
un  angolo  diedro;  ed  è  chiaro  che  si  può  assu- 
mere come  coordinata  di  un  piano  qualunque 
del  fascio  il  numero  che  misura  il  diedro  fra  un 
piano  fisso  uj  (origine)  del  fascio  e  U  piano  p,  quando 
si  sceglie  un  certo  diedro  unità.  Una  volta  asse- 
gnato il  verso  positivo,  questo  numero  può  ricevere 
valori  positivi  e  negativi  qualunque;  e  non  cessa 
di  individuare  uno  stesso  piano  quando  gli  si  ag- 
giunge o  toglie  un  multiplo  del  numero  n,  misura  del  diedro  piatto. 

Il  fascio  di  piani  è  una  forma  geometrica  di  i»  specie  e  nén- 
trante  in  sé  stessa. 

Su  ciascun  piano  si  suol  distinguere  una  pagina  positiva  e  una  ne- 
gativa, nel  modo  seguente.  Un  piano  divide  lo  spazio  in  due  regioni  : 
ora  se  ad  un  osservatore,  eretto  coi  piedi  sul  piano  in  una  delle  due 
regioni,  una  rotazione  nel  piano  apparisce  fatta  in  quel  verso  che  si 
è  assunto  come  positivo,  ad  un  osservatore  eretto  nelTaltra  regione 
la  stessa  rotazione  apparirà  fatta  nel  verso  negativo;  e  noi  diremo  pa- 
gina positiva  quella  che  è  veduta  dal  primo  osservatore,  negativa 
quella  che  è  veduta  dal  secondo.  Quindi,  dato  un  piano  qualunque 
nello  spazio,  è  pure  data  la  sua  pagina  positiva  (e  la  negativa)  se  è 
dato  il  verso  positivo  delle  rotazioni  fatte  in  quel  piano;  e  viceversa, 
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questo  verso  è  dato  quando  è  detto  quale  delle  due  pagine  del  piano 
sia  la  positiva.  Sulle  rette .  normali  al  piano  prenderemo  come  sensi 
positivi  quelli  che  progrediscono  dal  piano  verso  U  primo  osservatore. 
Se  in  ciascun  piano  di  un  fascio  si  distingue  la  pagina  positiva  dalla 
negativa,  allora  per  portare  a  coincidere  una  pagina  con  la  opposta 
occorre  una  rotazione  di  un  diedro  piatto,  e  quindi  al  numero  testò 
defluito  come  coordinata  di  un  piano  del  fascio  si  potrà  aggiungere  o 
togliere  un  multiplo  qualunque  di  2tt;  mentre,  se  non  si  fa  la  distin- 
zione delle  pagine,  si  può  aggiungere  o  togliere  un  multiplo  qua- 
lunque di  YT. 

Detto  a  p  uno  dei  diedri  delle  pagine  positive  di  a  e  P,  ed  ap  il  nu- 
mero che  lo  misura,  si  ha  ap  +  pa  =  0  (modulo  27t)'^...,  come  nel 
fascio  di  rette. 

^,  Un  fàscio  di  piani  apr-  ò  secato  da  una  retta  r,  che  sia 
sghemba  con  Tasse  8(*),  in  una  punteggiata  AB  G...;  ed  ogni  sistema 
di  coordinate  per  la  punteggiata  può  servire  pel  fascio  di  piani.  Fra 
questi  piani  quello  che  ò  parallelo  ad  r  corrisponde  al  punto  air  infl- 
uito di  r. 

Del  pari:  un  fascio  di  piani  apT--ò  secato  da  un  piano,  che  non 
passi  per  Tasse  s,  in  un  fascio  di  rette  ab  e...;  ed  ogni  sistema  di 
coordinate  pel  fascio  di  rette  pud  servire  pel  fascio  di  piani.  In  par- 
ticolare: un  piano  normale  ad  s  seca  in.  un  fascio  di  rette  ab  e...,  1 
cui  angoli  sono  proporzionali  ai  diedri  fi:a*  piani  corrispondenti  del 
fascio,  e  quindi  si  possono  supporre  misurati  dai  medesimi  numeri; 
sicché  ab  =  ap, ... 

Se  a'  b' ...  sono  le  normali  ai  piani  a  p ...  nel  punto  comune  alle 
ab...,  le  a'b'...  giaceranno  nel  piano  delle  ab...;  e  se  sulle  a'b^.. 
si  scelgono  i  sensi  positivi  in  corrispondenza  delle  pagine  positive  dei 
piani  a  p ...,  sarà  ab  =  a'b', ...,  e  quindi  anche  a'b'  =  ap, ...  Queste  egua- 
glianze sussisteranno  anche  quando  invece  delle  a'  b' ...  si  considerino 
altre  normali  a  a  p ... 

In  un  sistema  di  piani  paralleli  (iSascio  improprio  o  con  Tasse  al- 
Tinflnito)  per  coordinate  servono  quelle  di  una  punteggiata  sezione 
del  sistema.  Le  pagine  positive  di  questi  piani  sono  determinate,  una 
volta  scelto  sulla  comune  direzione  normale  il  senso  positivo. 


(*)  Si  dicono  sghembe  due  rette  non  appartenenti  ad  uno  stesso  piano. 
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Frojexione  as9iale  e  pùraUéla, 


M   * 


S.  Un  fitscio  di  piani  è  secato  da  una  retta  (che  sia  sghemba  con 
i*asse)  in  nna  punteggiata,  e  da  un  piano  (che  non  passi  per  l'asse) 
in  un  fascio  di  rette:  diremo  che  il  fascio  di  piani  projetta  dal  suo 
asse  la  punteggiata  e  il  fascio  di  rette.  Più  generalmente:  se  LMH ... 
sono  dei  punti  qualunque  dello  spazio  e  s  è  Tasse 
di  un  foscio  di  piani,  i  piani  sL  sX  sN ...  secano 
una  retta  qualunque  r  nei  punti  L' M' H' ...,  detti 
proiezioni  di  LX9...  su  r  da  s.  Mentre  un 
punto  percorre  il  segmento  LX,  hi  sua  proje- 
zione  percorre  il  segmento  L'M'  proiezione  di 
LV,  e  cosi  via.  Assegnato  su  r  il  senso  positivo, 
si  ha  il  teorema:  con  qualunque  linea,  sia 
retta  sia  poligonale,  si  vada  da  un  punto  a  un  altro,  le  prelezioni 
di  queste  linee  su  una  stessa  retta  e  da  una  stessa  retta  sono 
eguali.  In  particolare;  la  proiezione  di  un  poligono  è  nulla. 

Se  8  è  air  infinito,  allora  i  punti  LXN...  sono  projettati  sulla  retta  r 
secondo  una  data  giacitura  (e.  I,  §  4),  e  le  cose  ora  esposte  si  appli- 
cano a  questo  caso.  P.  es.,  la  proiezione  di  un  poligono  su  una  retta 
secondo  una  giacitura  qualunque  è  nulla. 

Inversamente:  se  sono  nulle  le  projezioni  di  una  linea  poligonale 
fatte  su  tre  rette  qualunque  (distinte  o  no)  secondo  tre  giaciture  non 
appartenenti  a  una  stessa  direzione,  allora  la  linea  poligonale  è  chiusa; 
poiché  i  suoi  due  punti  estremi  dovranno  trovarsi  nello  stesso  tempo 
su  tre  piani  distinti  e  non  formanti  fascio,  e  quindi  coincideranno. 


41.  Più  particolare  ancora  è  il  caso  della  projezione  ortogonale  o 
normale  a  una  retta,  cioè  quando  ì  piani  projettanti  sono  perpendi- 
colari alla  retta.  Sia  AB'  un  segmento  di  una  retta  r,  i/B'  la  projezione 
normale  di  15^  su  r',  e  aW'  la  projezione  normale  di~AB  sulla  r"  parai- 

aF' 


lela  a  r'  per  A.  Sarà  allora  (III,  5) 


AB 


:COsr"r. 


Ora  Ib^  è  eguale  e  parallelo  nello  stesso  senso 

a  VW;  e  inoltre  l'angolo  r"r  è  eguale  a  r'r 

(intendendo  al  solito  per  angolo  r'r  dei  sensi 
positivi  di  r'  e  r  T  angolo  dei  sensi  positivi 
delle  parallele  ad  esse  uscenti  da  un  punto  qualunque  dello  spazio, 
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(angolo  che  è  costante  qualunque  sìa  questo  punto).  In  conseguenza 
avremo  

-^  =  C0Sr'r,    A'B'  =  ABc08r'rO. 
AB 

Coordinata  tangente  e  baricentrica  di  un  piano. 

6.  Riferendo  i  piani  di  un  fascio  a  un  piano  fisso  ui  di  esso,  si  può 
assumere  come  coordinata  di  un  piano  qualunque  p  del  fascio  il  nu- 
mero tgujp,  che  diremo  coordinata  ton^^nte.  Per  convincersene  basta 
secare  il  fascio  di  piani  con  un  piano  normale  all'asse  ed  applicare 
le  considerazioni  del  §  2. 

Del  pari,  riferendo  il  fascio  a  due  suoi  piani  fissi  a  p,  il  rapporto 

(app)  =  i??^  dicesi  rapporto  di  tre  piani  a  p  p,  e  può  assumersi 

(app)^  od  anche  — (app),  come  coordinata  di  P.  La  coordinata  — (app) 
suol  chiamarsi  baricentrica. 

Scegliendo  per  a  e  p  il  piano  uj  ed  il  suo  perpendicolare  si  ricade 
nella  coordinata  tangente  tgujp. 


Gruppi  armonici  di  piani. 

6.  In  un  fascio  di  piani  a  Pr  b...,  posto  {a^y)==r,  sia  b  il  piano 
per  cui  (apb)=  —  r  :  diremo  r  e  b  coniugati  armonici  rispetto  a  a  e  p, 
e  saranno  anche  a  e  p  coniugati  armonici  rispetto  a  y  e  b. 

Se  T  biseca  una  coppia  di  diedri  di  a  e  p,  b  bisecherà  Tal  tra  coppia. 

È  chiaro  che  un  piano  v  normale  all'asse  s  del  fascio  apyb-  è 
secato  da  aPyb  in  rette  ab  ed  anch'esse  armoniche  (essendo  ap=ab,...); 
e  quindi  (III,  14)  ogni  retta  r  di  v  è  secata  da  ap  r  b  in  punti  IBC  D 
anch'essi  armonici. 

Considerando  poscia  un  piano  p  non  passante  per  s  né  normale  a  s, 
questo  p  è  secato  da  a  p rb  in  rette  a'  b'  e' d'  di  un  fascio,  ed  è  secato 
da  V  in  una  retta  n,  su  cui  aPyb  segnano  punti  armonici  AB  CD; 
onde  segue  che  a'  b'  e'  d'  sono  armoniche. 

Da  ultimo  consideriamo  una  retta  qualunque  r  sghemba  con  s.  Gon- 
ducendo  un  piano  p  per  r  e  per  un  punto  di  s,  i  piani  a  P  r  b  secano 
p  in  rette  a'  b'  e'  d'  armoniche,  e  questi  secano  r  in  punti  A'  B'  C  d' 
armonici;  dunque  r  è  secata  da  aPrb  nei  punti  armonici  A' B'C'D^ 


(*)  Le  relazioni  [1]  §  9  e  [10]  §  10  cap.  III  sussistono  anche  se  la  direzione  r 
non  è  contenuta  nella  giacitura  che  contiene  a  b  e. 
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Insomma:  gtuxttro  piani  armonici  secano  Offni piano  in  rette  armo- 
niche ed  ogni  retta  in  punti  armonici.  Ed  in  ciò  consiste  la  pro- 
prietà profetava  deirarmonia  di  quattro  piani. 


Fiani  determinati  da  equazioni. 

9.  Una  volta  scelto  il  sistema  di  coordinate  per  i  piani  di  un  fascio, 
una  equazione  nella  coordinata  determina  tanti  piani  quante  sono 
le  sue  radici  reali. 

Diremo  che  alle  radici  imaginarie  corrispondono  piani  imaginart,  ecc. 

EsxHcizio.  Estendere  al  fìuscio  di  piani  gli  esercizi  del  S  15  cap.  DI  e  le 
fonnole  [2]  e  [3]  del  §  13  cap.  UL 
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CAPITOLO  V. 
Piano  punteggiato. 


Vettori. 


§  i.  Un  segmento  di  retta,  del  quale  si  considerino  la  grandezza 
(lunghezza),  la  direzione  (che  è  quella  della  retta  su  cui  esso  giace),  e 
il  senso  0  verso  (che  è  quello  del  moTimento  di  un  punto  che  descrivo 
il  segmento  andando  da  uno  airaltro  dei  suoi  due  termini),  lo  chia- 
meremo (seguendo  la  denominazione  dell' Hamilton)  un  vettore.  La 
sua  oriffine  è  quello  dei  suoi  due  termini,  dal  quale  s*imagina  par- 
tire il  punto  che  descrive  il  segmento  per  il  suo  senso;  Taltro  termine 
ne  è  Vestremo.  Un  rettore  si  rappresenta  in  figura  mediante  il  seg- 
mento di  retta  che  va  dalla  sua  origine  al  suo  estremo,  accompagnato 
da  un  segno  (una  freccia)  che  ne  indichi  il  senso;  e  si  suole  indicare, 
0  con  una  sola  lettera,  ovvero  scrivendo  Tuna  di  seguito  airaltra  le 
due  lettere  che  ne  indicano  l'origine  e  l'estremo  e  sovrapponendo  ad 
esse  un  tratto. 

Un  vettore  sarà  considerato  come  positivo  o  negativo,  secondo  che 
il  suo  senso  è  positivo  o  negativo  sulla  retta  cui  appartiene. 

Due  vettori  li  diremo  egiMli  (equipollenti  secondo  Bellayitis), 
quando  hanno  la  stessa  grandezza,  la  stessa  direzione  e  Io  stesso  senso; 
poiché  allora  li  sostituiremo  Tuno  all'altro  nelle  considerazioni  che 
intendiamo  &re. 

Due  vettori  li  diremo  invece  opposti,  se,  essendo  paralleli  ed  avendo 
la  stessa  grandezza  e  direzione,  hanno  sensi  opposti.  Il  vettore  opposto 
ad  un  vettore  a  lo  indicheremo  con  — a,  conforme  alle  convenzioni 
fatte  sui  segni. 

Chiameremo  complanari  più  vettori,  quando  sono  paralleli  ad  uno 
stesso  piano  o  ivi  contenuti. 
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9.  I  vettori,  proiezioni  di  vettori  eguaU  od  opposti  su  una  stessa 
direzione  e  secondo  una  stessa  giacitura  (o  in  particolare^  secondo 
una  stessa  direzione),  sono  egtuUi  od  opposti.  Poiché,  se  i  rettori 
eguali  OA ,  ÒT  si  projettano  secondo  una  giacitura  (o  direzione)  asse- 
gnata sulle  rette  parallele  x  x'  passanti  per  0 
e  C,  e  siano  OB  ò^  le  loro  projezioni ,  sarà  il 
piano  Ax  parallelo  (o  identico)  al  piano  A'x',  e 
quindi  la  retta  AB  parallela  a  A'B'  ;  e  però  i  tri- 
angoli AOB  A'O'B'  avranno  angoli  eguali,  oltre  ad 
avere  i  lati  ÒA  51/  eguali  ;  e  quindi  avranno 
pure  OB  =  Wb'.  Ora  ciò  basta  per  concludere  in      '^  *    " 

generale  secondo  l'enunciato. 

Analogamente  se Q\eWl!  sono  opposti. 

Più  generalmente:  se  due  vettori  hanno  la  stessa  direzione,  le 
loro  proiezioni  su  una  stessa  direzione  e  secondo  una  stessa  gia- 
citura ("oppure  una  stessa  direzione)  sono  vettori  proporzionali 
(in  grandezza  e  segno)  ai  dati  vettori.  Poiché,  se  nel  ragionamento 
che  precede  si  prescinde  dall*ipotesi  che  ÓA~0^i7^  siano  eguali,  re- 
stando tuttavia  nella  stessa  direzione,  1  triangoli  CAB  O'A'B'  hanno  1 
lati  proporzionali,  ossia  ÒB:0'1"'=OA:0'A';  e  poiché  inoltre  è  facile 
vedere  che  qaeste  proporzioni  sussistono  anche  tenuto  conto  dei  segni 
dei  singoli  vettori. 

3.  Siano  a  e  b  due  vettori  qualunque.  Da   un  punto  arbitrario  0 
dello  spazio  si  tiri  il  vettore  OM  =  a,  e  per  V  estremo  M  di  esso  il 
vettore  Iw  =  b.  Il  vettore  Óif^  che  va  dall'origine  0  all'estremo  5  della 
spezzata  099,  si  dice  somma  dei  due  vettori 
a  e  b,  e  si  indica  con  a  -f*  ^* 

Le  infinite  somme  che  si  possono  ottenere 
con  due  vettori  sono  vettori  eguali,  apparte- 
nendo a  triangoli  eguali. 

La  somma  di  due  vettori  gode  la  proprietà 
commutativa,  cioè 
[1]  a  +  b  =  b  +  a._ 

In  vero,  se  oltre  a  tirare  da  0  il  vettore  OM==a  e  da  M  il  vettore 
MN  =  b,  si  tiraOP  =  b,  risulta  PN  =  Ol  (come  lati  opposti  di  un 
parallelogramma),  e  quindi  PN  =  a;  sicché  ÓN  =  OF  +  PN  =  b  +  a; 

dunque  é  dimostrato  che 

a  +  b  =  b  +  a. 
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Contemporaneamente  è  dimostrato  che  la  somma  di  due  vettori  è 
il  vettore  rappresentato  dalla  diagonale  del  parallelogramma  avente 
per  due  lati  consecutM  vettori  estuili  ai  due  vettori  dati. 

4.  Dati   più  vettori  in  numero   finito  a^  a,  a,  ...  9^_^  a.,  si  consi- 
deri un  vettore  somma  dei  primi  due  a^a,,  poi  un  vettore  somma 
^^^  di  questo  vettore  somma  e  del  terzo  a,,  e  cosi 

^^^  proseguasi  finché  si  siano  esauriti  tutti  i  vettori 

dati  ;  Tultimo  vettore  ottenuto  come  somma  si 
dirà  somm^a  dei  vettori  dati,  e  si  indicherà  con 
•i  +  •»  4-  -  +  »••  L'operazione  del  cercare  la 
somma  di  più  vettori  si  chiama  addizione,  e  i 
dati  vettori  si  chiamano  addendi. 

Preso  un  punto  qualunque  0,  si  costruisca 
0ll=a4  eiir,  =  a»,  onde  OÌi  =  a^ -fa,;  indi 
i;r,  =  a3,  onde  ÓIi=ÒIÌ+ AÌÌ8  =  (a4  +  a,)  +  a,==a4  +  a,  +  a3;...; 

Ma,  per  ottenere  il  vettore  OA.,  si  può  fare  a  meno  di  costruire  i 
vettori  Òi^ ...  OA^j  ;  bastando  costruire  soltanto  la  linea  poligonale 
OA^i^^s-^-i^»'  i  ^^^  ^^^^  successivi  siano  vettori  ^uali  ai  vettori 
dati,  e  poi  tirare  OA,. 

Si  ha  cosi  una  costruzione  identica  a  quella  che  si  ha  in  Meccanica 
per  comporre  più  forze:  la  costruzione  della  poligonale  delle  forze. 
Per  tale  ragione,  un  vettore  somma  di  più  vettori  si  dice  anche  loro 
risultante,  e  i  vettori  stessi  si  dicono  componenti  di  esso.  L'addizione 
può  dirsi  quindi  anche  composizione  dei  vettori;  e  se  un  vettore  è 
somma  di  altri,  può  dirsi  decomposto  in  essi.  Decomposizione  di  un 
vettore  è  l'operazione  di  cercare  altri  vettori,  dei  quali  esso  sia  somma. 

È  chiaro  che  tutti  i  vettori  somme  degli  stessi  vettori,  o  di  vettori 
eguali,  sono  eguali. 

La  somma  di  tre  vettori  gode  la  proprietà  associativa,  cioè 

[2]  (»  +  *.)  +  *3  =  *i  +  (a.  +  *a). 

In  vero,  dei  tre  vettori  a^  a,  a,  si  è  trovata  la  somma  tirando 
0AÌ  =  a4,^^  =  a^     A;r,  =  a3,     onde     (a^  +  a»)  +  a,  =  OA,;    ora 

a,  +  a,  ===  a;]^+ì;a;=== i;^»  e  però  a^  +  (a^+aj)  =  oi;  +  aS 
d'onde  la  proprietà  enunciata. 

Valendo  per  la  somma  dei  vettori  la  proprietà  commutativa  e  l'as- 
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socìatiTa,  varranno  ancbe  tutte  le  proprieti  (analoghe  a  quelle  della 
somma  di  più  numeri  interi)  che  poggiano  unicamente  su  queste  due. 
Cosi:  la  somma  di  guanti  si  vogliano  vettori  è  indipendente  dall'or- 
dine  di  essi. 

Ancora:  nel  sommare  più  vettori,  a  più  di  essi  si  potrà  sostituire 
la  loro  somma;  e  viceversa:  si  potranno  invece  di  uno  opiù  di  essi 
introdurre  attri^  dei  quali  quelli  siano  rispettivamente  somme.  E 
cod  via. 

n  caso  particolare  più  semplice  dell'addizione,  dopo  quello  già  esa< 
minato  in  cui  i  vettori  addendi  erano  due,  è  quando  sono  tre.  È  tacile 
vedere  che,  se  tre  vettori  non  sono  complanari,  il  vettore  somma  o 
risultante  è  diagonale  di  un  parallelepipedo  avente  tre  spigoli  eguali 
ai  tre  addendi  o  componenti. 

Enunciando  in  modo  più  ampio  ed  uniforme  proprietà  note  (III  4  e 
IV  3),  abbiamo:  se  più  vettori  si  proiettano  su  una  data  direzione 
secondo  una  data  giacitura  o  direzione,  la  somma  delle  proiezioni 
sarà  eguale  alla  proiezione  del  vettore  somma  dei  dati  vettori. 

5.  Possiamo  ora  definire  come  ditTerenia  di  due  vettori  a  e  b  quel 
vettore  che  è  somma  del  primo  a  colFopposto  al  secondo,  cioè  con  — ^b. 
Basterà  far  partire  da  un  punto  qualunque  0  il  vettore  OM=a,  e  dal- 
Festremo  M  il  vettore  "SS  =  —  b;"ÒN  =  a  +  (— b)  sarà  la  differenza 
fra  a  e  b.  Invece  di  a4-(— b)  scriveremo  a— b. 

Se  fosse  b=ra,  sarebbe  a— b  =  OM-f-HO,  cioè  zero\  dunque 

a  — a  =  0. 

•.  Ecco  un  esempio  semplicissimo  di  decomposizione  di  un  vettore. 
Un  vettore  qualunque  r  si  può  decomporre  in  un  sol  modo  in  due 
altri  secondo  due  date  direzioni  x,  y  complanari  con  esso  e  non  pa- 
rallele fra  loro.  Perciò  basta  projettare  il  vettore 
OP  =  r  secondo  j  sulla  retta  parallela  ad  x  con- 
dotta per  0;  il  vettore  projezione  ol  e  l'altro  AP 
saranno  i  due  componenti.  Projettando  secondo  x 
sulla  parallela  ad  j  condotta  per  0,  si  avrebbe  il 
vettore  projezione  ÒB  e  Taltro  BP  eguali  ai  due  ^ 

precedenti  in  ordine  inverso;  e  ogni  altra  costruzione  non  potrebbe 
dare  che  due  vettori  eguali  ad  Ol  e  OB* 

Possiamo  osservare  che,  se  due  vettori  hanno  la  stessa  direzione,  i 


•0' 
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loro  componenti  su  due  distinte  direzioni  complanari  con  essa  sono 
^  proporzionali  fin  grandezza  e  segno)  ;  e  viceversa. 

Poiché,  se  i  componenti  di  oF=r,  àTF=r'  su 
X  e  7  sono  rispettivamente  Ói  e  AP,  oT'  e  ^F, 
supponendo  OP  CP'  paralleli,  saranno  simili  i  tri- 


0; 


angoli  OAP  O'A'P',  e  quindi  ÓA  :  O'A'  =  AP  :  A'P^ 

Viceversa,  supposta  questa  proporzione,  i  trian- 
goli OAP  O'A'P'  sono  simili  (per  avere  eguali  gli 
angoli  ^AÒ    FAÌ)'  e  proporzionali   i  lati  che  li 
comprendono),  e  quindi  AOP  =  J?OT',  OPA  =  OT^A';   ma   son  pure 
paralleli  (0  coincidenti)  i  piani  dei  triangoli  ;  dunque  OP  O'P'  sono 
paralleli. 

Analogamente  a  quanto  si  è  visto  per  due  direzioni,  si  ha  che,  date 
ire  direzioni  x  y  «  non  complanari,  ogni  vettore  r  si  può  decomporre 
in  ire  secondo  le  tre  direzioni  slesse.  Basterà,  a  tal  uopo,  proiettare  r 
su  ciascuna  delle  tre  direzioni  x  j  s  secondo  la  giacitura  determinata 
dalle  altre  due;  le  projezioni  saranno  tre  vettori  aventi  per  somma  r, 
ed  ogni  altra  costruzione  non  può  darne  che  degli  eguali  ad  essi.  O 
altrimenti,  basta  costruire  il  parallelepipedo  avente  per  diagonale  r  e 
gli  spigoli  nelle  direzioni  x  j  z:  i  vettori  che  si  ottengono  su  tre  spi- 
goli in  quelle  direzioni  sono  i  tre  vettori  componenti. 

Del  pari:  se  dice  vettori  sono  paralleli,  i  loro  componenti  secondo 
tre  direzioni  assegnate  sono  proporzionali;  e  viceversa. 

9.  La  somma  di  n  vettori  eguali  ad  a  è  un  vettore,  che  ha  in  co- 
mune con  a  la  direzione  ed  il  senso,  ed  ha  una  lunghezza  eguale  ad  n 
volte  quella  di  a,  e  che  perciò  dicesi  multiplo  di  a  secondo  il  nur 
mero  n,  e  si  denota  con  na  0  con  an. 

Prodotto  di  un  vettore  a  per  un  numero  qualunque  reale  /t  è  un 
vettore  avente  la  direzione  di  a,  di  grandezza  eguale  alla  lunghezza  di  a 
moltiplicata  per  il  valore  assoluto  di  /t,  e  avente  lo  stesso  senso  di  a  o 
il  contrario  secondo  che  h  è  positivo  0  negativo.  Si  denota  con  A:a  0  %k. 

Tralasciamo  di  defluire  il  prodotto  di  un  vettore  per  un  numero 
complesso,  il  prodotto  di  due  vettori  (bivettore),  quello  di  tre  vettori 
(trivettore),  volendo  qui  limitarci  alle  prime  nozioni.  Aggiungeremo 
solo  che  sovente  (specie  in  Meccanica)  s'incontra  il  prodotto  dei  nu- 
meri misuranti  le  lunghezze  positive  o  negative  di  due  vettori  per 
il  coseno  deirangolo  dei  sensi  positivi  delle  rette  cui  appartengono. 
Tale  prodotto  si  chiama  (col  Grassmann)  prodotto  intemo  dei  due 
vettori. 
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Come  fondatori  e  promotori  della  teorìa  dei  vettorì  sono  da  citare  prìnci- 
palmente  :  Abgabd  {Essai,  etc.,  1806),  Bbllatitib  (Metodo  delle  equipoUenze,  1828), 
MòBius  {Mechanik  des  Himmels,  1843),  GhiAwniAwii  {Ausdehnungslehre ,  1844), 
Haioltoh  (Leetures  on  Quatemions,  1858),  ecc. 


Coordinate  eartesiane  e  polari  di  un  punto. 


9.  Pei  punti  di  un  piano  punteggiato  il  sistema  di  coordinate  più 
antico,  e  più  usato  ancora  oggidì  in  molte  ricerche,  è  il  seguente. 

Nei  piano  si  fissino  due  rette  x  j  che  s'incontrino  in  un  punto  0, 
e  sMmagini  il  piano  solcato  dal  sistema  delle  rette  parallele  alla 
prima  e  dal  sistema  delle  rette  parallele  alla  seconda,  ciascuno  dei 
quali  sistemi  esaurisce  il  piano  (cioè 
ne  contiene  tutti  i  punti).  Per  un 
punto  qualunque  P  del  piano  passa 
una  retta  del  primo  sistema  e  una 
del  secondo;  questa  seca  la  x  in  un 
punto  A,  cui  corrisponde  il  numero 
positivo  o  negativo  oo  che  misura  il 
segmento  Oi,  una  volta  che  si  sia 
scelto  il  senso  positivo  su  x  e  Tunità 
lineare;  e  quella  seca  la  j  in  un 
punto  B,  cui  corrisponde  il  numero 
positivo  0  negativo  y  che  misura  il  segmento  OB,  una  volta  che  si  sia 
scelto  il  senso  positivo  su  j  e  Tunità  lineare  (*).  Viceversa:  dati  i 
due  numeri  x  e  y,  sono  individuati  i  punti  A  e  B,  e  quindi  le  rette 
dei  due  sistemi  che  passano  per  A  e  B,  e  quindi  il  punto  P  comune 
a  queste  due  rette;  ed  è  chiaro  che  non  basterebbe  conoscere  uno 
solo  dei  due  numeri  per  individuare  P.  Laonde  i  due  numeri  x  e  y 
possono  servire  come  coordinate  pei  punii  del  piano. 

Quindi  è  chiaro  che  il  piano  punteggiato  è  una  forma  di  2*  specie, 
come  appunto  asserimmo  (I,  2). 

Queste  coordinate  si  chiamano  parallele,  o  anche  cartesiane,  dal 
nome  di  Descartes  (1595-1650),  che  insegnò  a  farne  uso  metodico. 

Se  rangole  degli  assi  è  retto,  le  coordinate  si  dicono  ortogonali  o 
rettangolari.  Questa  scelta  conviene,  come  vedremo,  nelle  questioni 


(*)  Per  la  misurazione  dei  segmenti  OA   OB  OP  si  suole  usare  una  stessa 
miità  lineare. 
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metriche  relative  a  distanze,  angoli,  aree,  quando  si  abbia  in  mira  la 
semplicità  delle  formole. 

Se  l'angolo  degli  assi  è  obliquo  (cioè  non  retto),  le  coordinate  si 
dicono  oblique. 

Un  esempio  di  coordinate  cartesiane  ortogonali  ci  vien  fornito  dal 
seno  e  dal  coseno:  infatti  (III,  7)  if  seno  e  il  coseno  di  un  angolo  va- 
riabile si  possono  considerare  come  le  coordinate  cartesiane  di  un 
punto  variabile  sopra  una  circonferenza  di  raggio  eguale  all'unità  li- 
neare e  riferita  a  due  diametri  ortogonali. 

Pei  punti  della  retta  x  è  nullo  y\  pei  punti  di  j  è  nullo  x\  e  pel 
punto  0  son  nulli  x  q  y.  l\  punto  0  si  dice  origine  delle  coordinate, 
le  rette  x  e  j  assi  delle  coordinate,  o  a^si  coordinati,  o  a^si  delle  x 
e  delle  y.  Si  dica  anche  x  ascissa  e  y  ordinata  (o  viceversa). 

P  {x  y)  od  anche  (x  y)  indica  il  punto  P  di  coordinate  x  ^  y. 

Punti  di  eguale  x  sono  in  una  retta  parallela  a  j,  e  punti  di  eguale 
y  in  una  retta  parallela  a  x. 

I  punti  neirangoloxj  dei  sensi  positivi  dei  due  assi  hanno  le  coor- 
dinate positive,  i  punti  nell'angolo  opposto  le  hanno  negative,  e  i  punti 
negli  altri  due  angoli  una  positiva  e  una  negativa.  I  punti  {x  y)  e 
( — X, — y)  sono  simmetrici  rispetto  all'origine,  e  così  pure  i  punti 
(07, — y)Q{—x,y);  e  tutti  quattro  sono  vertici  di  un  parallelogramma 
coi  lati  paralleli  agli  assi  e  col  centro  neirorigine. 

Si  noti  che  À  è  la  projezione  di  P  su  x  secondo  j,  e  B  è  la  proje- 
zìone  di  P  su  7  secondo  x.  Tirato  il  vettore  oF  dall'origine  0  al  punto  P, 
è  chiaro  che  x  e  y  sono  i  numeri  che  misurano  i  vettori  componenti 
Ol  OB  di  OP  secondo  gli  assi  x  e  7  (§6). 

La  spezzata  OAP  ha  i  lati  Òk  IFmisurati  da  a?  e  2/ ;  e  la  spezzata 
OBP  ha  i  Iati  OB BP ' misurati  dsi  y  ex. 

9.  Noi  abbiamo  ridotto  la  determinazione  dei  punti  del  piano  a 
quella  degli  elementi  di  due  forme  di  1^  specie,  le  quali  sono  i  due 
sistemi  di  rette  parallele  (fasci  impropri)  ora  considerati,  e  per  essi 
le  due  punteggiate  sugli  assi. 

Un  altro  sistema  di  coordinate  si  ottiene  considerando  nel  piano  un 
fascio  di  rette  intorno  a  un  punto  fisso  0.  Per  un  punto  qualunque  P 
del  piano  passa  una  retta  p  del  fascio,  e  P  è  un  elemento  della  pun- 
teggiata su  questa  retta  p;  sicché  come  coordinate  del  punto  P  ser- 
vono: il  numero  qp  che  misura  l'angolo  del  senso  positivo  della  retta  p 
col  senso  positivo  di  una  retta  fissa  x  del  fascio,  e  il  numero  p  che 
misura  il  segmento  OP.  Si  può,  volendo,  assumere  p  e  qp  sempre  pò- 
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sitivi;  allora  q>  misara  l'angolo  (positivo  in  un  verso  fissato)  del  senso 
OP  col  senso  positivo  di  x. 

Pei  pantì  di  x  q>  è  zero  o  un  multiplo 
di  n  ;  per  0,  p  è  nullo  e  qp  indetermi- 
nato, n  punto  0  si  chiama  polo^  la  retta  x 
€isse  polarCy  q)  anomalia^  p  raggio  vet- 
tore^ (p  e  p  coordfnaie  polari.  Due  punti, 
aventi  lo  stesso  vettore  e  lo  anomalie 
differenti  per  un  multiplo  di  2ir,  coin- 
cidono. 

In  questo  sistema  di  coordinate  ciascun 
punto  sta  su  una  retta  del  fascio  di  centro  0  e  su  uno  degli  infiniti 
circoli  col  centro  in  0;  &scio  di  rette  e  sistema  di  circoli,  ciascuno 
dei  quali  esaurisce  il  piano. 

IO.  Un  modo,  che  si  presenta  spontaneo  per  individuare  i  punti  di 
un  piano,  consiste  nel  considerare  nel  piano  due  fàsci  di  rette  intomo 
a  due  punti  fissi  0  C.  Per  ogni  punto  del  piano  passa  una  retta  del 
primo  foscio  e  una  del  secondo,  ciascuna  individuata  da  un  numero, 
e  quindi  ogni  punto  è  individuato  da  due  numeri.  Un  tal  sistema  di 
coordinate  può  dirsi  bipolare.  Da  esso  si  deduce  come  caso  particolare 
il  sistema  cartesiano,  bastando  supporre  che  0  0'  siano  i  punti  all*in; 
finito  di  due  rette  fisse  x  j. 

Si  potrebbe  usare  come  coordinate  nel  piano  i  numeri  che  misurano 
le  distanze  di  un  punto  da  due  punti  fissi  0  0';  in  altre  parole,  con- 
siderare i  due  sistemi  di  circoli  coi  centri  in  0  0',  e  prendere  per 
coordinate  le  misure  dei  raggi  dei  due  circoli  che  passano  pel  punto 
che  si  considera.  Ma  allora  due  numeri  determinerebbero,  a  seconda 
dei  casi,  due  o  uno  o  nessun  punto;  e  ciò  è  un  inconveniente. 

^Bunteggiate  in  un  piano. 
Baricentro.  -  Coordinate  baricentriche  di  u/n  pu/nto. 

il.  Scegliamo  nel  piano  un  sistema  di  coordinate  cartesiane,  cioè  : 
un'origine  0,  due  assi  x  j  condotti  per  0,  i  loro  sensi  positivi,  ed  un'u- 
nità lineare. 

Sia  r  una  retta  del  piano,  e  siano  ^(xy)  F(a)'y')  F"{af'y")  tre  punti 
di  essa  r.  Indicando  con  A  A' A"  le  projezioni  di  P  P'  P''  su  x  secondo  j 
e  con  B  B'  B''  le  projezioni  di  P  P'  P"  su  j  secondo  x,  sarà 

OA=;r,  OA'  =  a?',  OA"  =  tì:j"  e  0B  =  |/,  OB'  =  y',  OB''=y". 
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Poniamo  P'P:P"P  =  r:  pel  teorema  detto  di  Talete 

A'A  :  A"A  =  P'P  :  P"P  =  r , 

ed  essendo 

À'A=a?  — a?',  k!'k  =  x  —  af\ 
sarà 


Y 

t 

^ 

f 

T. 

B 

^ 

li.         0 

A 

l[ 

"^ 

[1] 


X  —  x' 


=  r. 


[2] 


X  —  X 

Del  pari  sarà  B'B:B'%  =  r,  onde 


[3] 


y-y" 
Segue  dalle  [1]  e  [2]  che  Ux  relazione 

x  —  a! y~y^ 

é  necessaria  perchè  i  Ire  punti  P  P'  P"  appartengano  ad  una  stessa 
retta. 

Essa  è  anche  sufficiente  ;  giacché ,  se  essa  si  verifica ,  risulta 
A'A:A"A  =  B'B:B''B;  ossia  i  componenti  dei  vettori  Ft  FTsudue 
direzioni  x  e  j  sono  proporzionali,  e  quindi  i  due  vettori  hanno  la 
stessa  direzione,  e  però  P  P'  P"  sono  in  una  retta. 

Dalle  stesse  [1]  e  [2]  si  deduce  (II,  5) 


[4] 


X: 


aZ-i 


1  — r 


V  = 


^lf-ry\ 


1— r 


lasciando  fissi  P'F'  e  facendo  muovere  P  su  r,  varia  il  rapporto  r^ 
e  queste  formolo  esprimono  le  coordinate  a;  y  di  P  mediante  il  para- 
metro  r. 
Scrivendo  poi  le  [1]  e  [2]  sotto  la  forma 

[5]       (a?  — a?')-r(^  — a;")  =  0       (y_|/')  —  r(y  — i/'0  =  O, 

si  hanno  due  equazioni  lineari  in  r,  e  la  condizione  perchè  coesistano  è 


[6] 


x  —  af    x  —  a/' 
v  —  y'    v  —  y'' 


=  0    ossia 


x^x'    y—y'   I      /v. 
x—d^  y  — 1/    I 


la  quale  esprime  anch'essa  che  i  tre  punti  P  P'  P''  appartengono  a 
una  stessa  retta,  e  però  equivale  alla  [3]. 
Posto  invece  1  — r  =  ^,  si  ottiene  dalle  [4] 


[7] 


5a;  +  ^^'  =  ^>    ^  +  n/"  =  i/',    «  +  r  =  l. 
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e  la  condizione  di  coesistenza  di  queste  tre  equazioni  lineari  in  ^  e  r  è 

=  0,08Sia[a7yT']  =  on; 


a 

a/ 

X" 

O}    y     i 

[8]   y 
1 

y' 
i 

V" 

1 

=  0,  ossia 

ai    y'    i 
ai'  y"  1 

e  questa  è  sotto  nuove  forme,  sempre  la  stessa  condizione  [3]  o  [6] 
perchè  P  P'  P"  appartengano  a  una  stessa  retta. 
Sviluppando  il  determinante,  essa  diviene 


[9] 


a^(y'  —  y")  —  y  (a/  -  a/')  +  i^v"  —  ^'  P')  =  0. 


Si  noti  inoltre  che  l'ordine  in  cui  si  considerano  P  P'  P''  è  indiffe- 
rente; e  però  nelle  varie  forme  date  alla  detta  condizione  è  lecito 
permutare  comunque  fra  loro  x  a^  x'\  purché  si  faccia  la  stessa  per- 
mutazione su  y  y^  y^\ 

•*.  Dati  nel  piano  dei  punti  ^^{x^y^  ^t(p^%Vò  PsC^sl/s)-»  ^  8^^- 
nessi  ad  essi  rispettivamente  i  numeri  {v^st)  m^  m^  m, ...,  si  operi  su 
questi  punti  col  procedimento  che  esponemmo  per  una  punteggiata 
(II,  6);  vale  a  dire:  si  trovi  quel  punto  della  punteggiata  P^P^  che  è 
baricentro  di  questi  due  punti,  e  che  quindi  ha  per  coordinate 


»»,  +  »•« 


mi  +  mj 


annessogli  il  peso  m^-\-m^j  si  trovi  il  baricentro  di  esso  e  P,;  a  questo 
nuovo  punto  si  annetta  il  peso  rn^+m^+m^,  e  si  trovi  il  baricentro 
di  esso  e  P^;  e  cosi  via.  Si  troverà  infine  un  punto  di  coordinate 


indipendente  dairordine  tenuto  nella  composizione;  e  che  dicesi  bari- 
centro  dei   punti  P,  P^P,...  coi  pesi  m^WjWg...  Esso  non  varia  se 


a  b 


(*)  Per  brevità,  sovente  indicheremo  i  determinanti      , . 

a  0 


a    b    e 


a'  V   e' 
a"  ò"  e" 

scrivendo  fra  parentesi  ì  soli  elementi  principali,  così:  [aft'],  [ah* 0"]^  eco, 
X    y    \ 


,  ecc. 


Analogamente     *",  ^    ,    a/  1/    \ 
a?"  y"  1 
£.  D'Ormio,  Oeometria  anaUUca. 


,  ecc.,  li  indicheremo  con  [x  1'],  [aj/l'T,  ecc. 
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questi  pesi  si  moltiplicano  per  una  stessa  quantità.  E  la  costruzione 
dol  baricentro  ha  anche  la  proprietà  associativa. 

Se  i  pesi  sono  eguali,  il  baricentro  prende  il  nome  di  centro  delle 
medie  distanze  o  punto  medio  dei  punti  dati.  Per  due  punti  è 


per  tre  punti  è 


l      2  2      j' 

13  3  /• 


ed  è  il  punto  comune  alle  mediane  del  triangolo  dei  tre  punti;   e 
cosi  via^ 

13.  Dati  nel  piano  tre  punti  P^  P^  P,  non  di  una  retta,  ogni  punto 
P  del  piano  è  baricentro  dei  ire  punti  dati,  quando  ad  essi  siano 
applicati  tre  pesi  convenienti.  Ciò  emerge  dall'eseguire  in  ordine  in- 
verso la  costruzione  del  baricentro.  Del  resto,  se  a?y  sono  le  coordi- 
nate (li  P,  si  stabiliscano  le  equazioni 

^  _  inxXi-\-in^+m^^  __  tniyi  +  »hyi  +  wsyg 

mi  -j-  >«8  +  »»3  mi  +  »»«"+-  W8      * 

che  possono  scriversi  cosi  : 

m^-\-m^-\-m^  =  h. 

Quando  [a?i  y»  ls]H=0,  se  a  h  si  assegna  un  dato  valore,  queste  tre 
equazioni  forniscono  un  valore  per  ciascuna  delle  incognite  m^w^mj: 

*      [^itftU]  *      [iTtyils]  '      [a^iysld 

e  quindi  forniscono  per  m^:  mg,  m,:  m^  valori  indipendenti  da  k. 

Fissati  adunque  i  tre  punti  P^  P,  P,  del  piano,  ma  non  di  una  retta, 
ogni  altro  punto  P  di  esso  è  individuato,  non  dai  valori  corrispondenti 
delle  quantità  mim^m,,  ma  dai  rapporti  di  due  di  esse  alla  terza; 
e  viceversa,  dato  il  punto,  sono  individuati  questi  rapporti.  Perciò 
possiamo  assumere  questi  due  rapporti  m^  :  m^,  m^  :  m,  come  coor- 
dinate di  V,  e  chiamarli  coordinate  baricentricfie. 
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Le  equazioni  scritte  dianzi  legano  queste  coordinate  alle  cartesiane 
xy,  e  permettono  di  passare  dall'uno  alFaltro  sistema  dì  coordinate. 

EsKBcizio  1.  Date  due  coppie  di  punti  P(«y)  T'ia/y*),  PoC^oKo)  ^i  (^iVi)»  ■© 
le  rette  PP*  PoPj  si  secano  in  un  punto  (J,  si  ha 

{PP'Q)=[apyali]:[^y0li]. 
Poiché,  posto  (PFQ)=r,  si  ha  ({  (^ìl^i  ^1^7  )'  ®  ^^^"^ 

I   -J3^,y^,li   h=^»    onde  [j?yoli]  — »-[a?yol|]=»0. 

È  chiaro  che  la  stessa  formola  esprime  il  rapporto  delle  distanze  dei  punti 
P  e  P'  dalla  retta  PoP, . 

Es.  2.  Teorema  di  Mekblao  (1*^  secolo  deirèra  volgare):  '  la  condizione  neces- 
saria e  sufficiente,  perchè  tre  punti  A'  B'  C,  posti  sui  lati  BG  GA  AB  di  un 
triangolo  ABG,  siano  in  linea  retta,  è  (BGA')(GAB')(ABG')»1  ,. 

Invero,  posto  A(ir,  y,)  B(a-,y,)  G (x^  y,)  e  (BGA')  =  r,  (GAB')  =  r,  (ABG*)  =  r,, 
si  ha 

.Jxt  —  rjXs  yt  —  r^y^"^    pW^s-  r^x^    y»  — riy,\    ^(Xi  —  r^x^  yi  — rgy,  \ 
e  la  condizione  affinchè  A'  B'  G'  siano  in  linea  retta  è 


«i— nfl?3  yi  — nys  1  — r, 
ars  — '•«a^i  yi  —  r^yx  1— ^« 
flfi  —  ^•aa^    yi  —  rjy,     1  —  rg 


'0; 


scomponendo  questo  determinante  ad  orizzontali  binomie  in  otto  altri  ad  oriz- 
zontali monomio  e  sopprimendo  i  sei  che  riescono  nulli,  si  trova 

b^yz  li]  —  n r^rz  [a?5y,  1 J  =  0 ,     onde     r,rjr,  =  1. 

Es.  3.  Le  tre  bisettrici  degli  angoli  estemi  di  un  triangolo  secano  i  lati 
opposti  in  tre  punti  di  una  retta.  Lo  stesso  per  due  bisettrici  di  angoli  in- 
terni ed  una  di  angolo  estemo. 

(Si  ricordi  che  ogni  bisettrice  produce  sul  lato  opposto  segmenti  proporzio- 
nali agli  altri  due  Iati). 

Eb.  4.  Applicando  la  nozione  del  baricentro,  dimostrare  il  teorema  di  Giva 
(1678)  :  '  la  condizione  necessaria  e  sufficiente,  perchè  (usando  le  stesse  deno- 
minazioni delFes.  2)  le  rette  AA'  BB'  GG'  passino  per  uno  stesso  punto,  è 
(BGA')  (GABO  (ABGO=  —  1  .. 

Es.  5.  Con  lo  stesso  principio  dimostrare  che  le  tre  bisettrici  degli  angoli 
interni  di  un  triangolo  concorrono  in  un  punto.  Lo  stesso  per  due  bisettrici 
di  angoli  estemi  e  una  di  angolo  intemo.  Lo  stesso  per  le  tre  altezze. 
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Es.  6.  I  punti  medii  delle  diagonali  di  un  quadrilatero  completo  sono  in 
linea  retta. 

Eb.  7.  Nel  piano,  perché  un  punto  P  sia  il  baricentro  di  più  punti  Pf  Pf ... 
coi  pesi  1»!  m, ...,  basta  che  la  projezione  di  P  secondo  due  direzioni  diverse 
sopra  due  rette  (distinte  o  no)  sia  il  baricentro  delle  projezioni  di  Pi  P^ ...  coi 
pesi  ini  iMa ...  Allora  lo  stesso  avverrà  per  le  projezioni  secondo  e  sopra  ogni 
altra  retta. 

Eb.  8.  Se  poi  Q  è  un  punto  del  piano,  e  sulle  rette  QPi  QI*s...  QP  si  portano 
vettori  proporzionali  a  mi,  QPi ,  mj.  QPs, ...,  — (wi +  »!>-+"...). QP>laloro  somma 
0  risultante  ò  nulla. 

Relazioni  fra  distanze  ed  angoli. 

14.  Siano  xjrr'  rette  di  un  piano  o  soltanto  direzioni  complanari, 
p  la  misura  di  un  vettore  di  r,  a?  e  y  le  misure  delle  componenti  di 
esso  secondo  x  e  j. 

Poiché  per  definizione,  esiste  un  triangolo  avente  i  lati  nelle  dire- 
zioni X  X  r  e  misurati  da  07,  {/,  — p  (anzi  ne  esistono  infiniti),  possiamo 
applicare  le  principali  relazioni  della  Trigonometria  piana  (mutando 
abcr  in  xyrr'  nelle  formolo  del  cap.  Ili  §9),  e  cosi  otteniamo  im- 
mediatamente le  seguenti  relazioni: 

[1]  X  cosxr'  +  y  cosyr'  =  p  cosrr' , 

[2]  X  cosxr  +  y  cosy  r  =  p , 

[3]  co-\-y  cosyx  =  p  cosrx , 

[4]  X  cosxy  +  j/  =  p  cosry , 

[5]  p'  =  ir*  -f  2/*  -f  2xy  cosxy , 

••  ■•  ^   senyx  •     ^  senxy   '      x        senry 

1        cosxr    cosyr 
[7]  cosrx        1        cosyx    =0, 

cosry    cosxy        1 
ossia 
[8]  cos*xr  +  cos'y P  —  2cosxp  cosyr  cosxy  =  sen'xy . 

Se  inoltre  p'  è  la  misura  di  un  vettore  di  r'  e  x*  \f  sono  le  misure 
delle  componenti  di  esso  secondo  x  e  y,  la  [1]  porge 

pp'cosrr'  =  a? .  p'  cosxr  +  y.p'cosyr, 
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e  tenendo  presenti  la  [3]  e  [4]  applicate  a  r',  risulta 
[9]  pp'cos  rr'  z=x{x'  +  \f  cos  y  x)  +  y  (j:?'cos  xy  4-  \f) 

=  wjf  +  1/1/  +  (^2/'  +  a?'!/)  cosxy, 

ov'è  lecito  scambiare  p  a?  y  rispettivamente  con  p'  a?'  \f.  Facendo  coin- 
cidere p'  con  p  si  ritrova  la  [5]. 

^  \X\  [3]  [4]  sono  equazioni  lineari  omogenee  in  rr  {/  p  e  coesistono 
per  valori  non  tutti  nulli  di  esse;  quindi  dev'essere 


[10] 


cosrr'  cosxr'  cosyr' 
cosrx  1  cosyx 
cosry      cosxj         1 


=  0; 


ed  estraendo  dal  determinante  la  parte  cosrr'  <       L  ossia 

I  cosxy        1       I 

cosrr' sen*x7,  si  ha 

0        cosxr'    cosyr*   ; 
[11]  cosrr' =- 


8en*xy 


cosrx         1         cosyx 
cosry      cosxy         1 


ossia 

[12]  cosrr'  = 

— 5 —  [cosxr  cosxr'  +  cosyr  cosyr'  —  (cosxr  cosyr'  +  cosxr'  cosyr)  cosxy]. 
sen'xy 

Facendo  coincidere  r'  con  r  si  ritrovano  la  [7]  e  la  [8]. 
Fra  gli  angoli  delle  quattro  direzioni  x  y  r  r'  passa  altresì  la  rela- 
zione (HI,  10) 

senxy  sen  rW  +  senxr  senr'y  +  sen  xr'  sen  yr  =  0 

ossia 

[13]  senrr'  =  — —  (senxrsenyr'  —  senxr'senyr)=  — --  ,  , 

^    -'  senxy  ^  '  '  *      8enxy|  senxr  senyr' 

E'I  applicando  questa  dopo  aver  fatto  rotare  r  e  r'  di  un  angolo  retto 
positivo  (sicché  rr'  non  si  altera,  xr  diviene  xr  +  — ,  e  cosi  via),  si 
trova 


[14]  senrr'  =  — rz(cosxr  cosyr' — cosxr'  cosyr)  = — — 
*■     J  senxy^  *  '         senxy 


cosxr   cosyr 
cosxr'  cosyr' 
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15.  Queste  formolo  sono  molto  importanti  e  di  uso  frequente.  La  [5] 
fornisce  l'espressione  di  un  vettore  p  mediante  dtie  sue  componenti 
complanari  x  y  {e  cosxy);  le  [6]  esprimono  queste  componenti  x  y 
mediante  il  vettore  p  (e  senxr  senyr  senxj);  la  [7]  o  la  [8]  è  una 
relazione  fra  i  coseni  degli  angoli  di  una  direzione  r  con  altre  dite 
X  j  complanari  ad  essa  (e  cosxy);  la  [9J  mostra  che  il  prodotto 
intemo  di  dice  vettori  è  somma  dei  prodotti  intemi  dei  vettori  com- 
ponenti dell'uno  e  delValtro  secondo  due  direzioni  complanari  ad 
essi;  la  [10]  o  la  [11]  o  la  [12]  esprima  il  coseno,  e  la  [14]  il  seno, 
dell'angolo  di  due  direzioni  r  r'  mediinte  i  coseni  dei  loro  an- 
goli con  due  direzioni  x  y  complanari  ad  esse  (e  cosxy  o  senxy); 
la  [13]  esprime  il  seno  dell'angolo  di  due  direzioni  r  r'  mediante  i 
seni  dei  loro  angoli  con  dice  direzioni  x  j  complanari  ad  esse  (e 
senxy). 

La  condizione  di  ortogonalità  di  r  r'  si  ottiene  eguagliando  a  zero 
il  secondo  membro  della  [9]  o  della  [11]  o  della  [12]. 

Nel  caso,  assai  frequente,  che  le  direzioni  x  y  siano  ortogonali,  e 

precisamente  sia  ^J  =  -^  (^^^®  cosxy  =  0 ,  senxy  =  1 ,  cosxr  =  senry, 
senxr  =  cosry),  parecchio  di  queste  formolo  si  semplificano;  poiché  si  ha 


[3'] 

X 

=  p  cosxr, 

[4'] 

y  =  p  cosjr , 

[5'] 

p*  =  x*  +  y\ 

[6] 

a;  =  psenry,      y  =  p8enxr,      -?^=:tgir, 

OC 

[8'] 

cos*xr  +  cos*yr  =  1 , 

m 

pp'cosrr'  ~  xx'  +  yy' , 

[12'] 

cosrr'  =  cosxr  cosxr'  +  cosyr  cosyr' , 

[13'] 

senrr'  = 

senxr    senyr 
senxr'    senyr' 

) 

[14'] 

senrr'  ~ 

cosxr     cosyr 
cosxr'    cosyr' 

• 

È  chiaro  che  tutte  le  relazioni  [1]...[14]  sussistono  quando  x  y  sono 
due  assi  cartesiani  in  un  piano  punteggiato,  r  è  una  retta  del  piano 
e  passante  per  l'origine  o,  ^  è  la  misura  del  vettore  che  va  dall'o- 
rigine 0  a  wn  punto  P  della  retta  r,  x  e  y  sono  le  coordinate  del 
punto  P,  e  r  p'  x'  y'  hanno  analoghi  significati. 
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Per  esempio;  la  disianza  del  punto  P  {co  y)  dall'origine  è  data  da 
[lo]  0P«  =  a;*  +  2/«  -f  2xy  cosxy , 

e  in  assi  ortogonali  da 
[15']  OP»=a?»  +  i/*. 

Più  generalmente:  tutte  le  relazioni  [1]...[14]  sussistono  quando 
X  j  sono  due  assi  cartesiani  in  un  piano  punteggiato,  r  è  una  retta 
del  piano,  9  è  la  misura  del  vettore  che  unisce  due  punti  P^  Pg 
della  retta  r,  x  e  y  sono  le  misure  delle  componenti  di  esso  sugli 
assi  X  e  y,  ^  del  pari  r'  è  una  retta  del  piano,  p'  è  la  misura  del 
vettoì^e  che  unisce  dite  punti  P'  P"  di  essa  r',  x'  e  y'  sono  le  misure 
delle  componenti  di  questo  vettore  sugli  assi  ^  e  j.  Allora,  se  le 
coordinate  di  P^  P^  P'  P"  sono  x^  i/j ,  x^y^,  x'  y\  x*'  i/",  bisognerà 
dappertutto  porre  in  luogo  ù\  xy  af  yf  rispettivamente  x^ — a?j,  j/, — y^, 
x''—af,  }f'—y\ 

Per  esempio:  la  formola  che  dà  la  distanza  di  due  punii  P^  {x^  yj 
P,(a7,2/,)è 

[16]    P,P,«  =  {X,  —  x^f  +  (i/,  —  y^y  +  2  (a?,  —  y^)  (x,  —  i/,)  cosxy , 

e  in  assi  ortogonali 

[16']  P,P,«  =  {X,  -  x,Y  +  (y,  -  y,f. 

Del  pari  si  avrà 

[17]a7,-a?.=P,P/-????:     y,_j,^^P^P/_?£H,    Vizzli^,^.?^ , 
^     ^     *  *         *   *8enyx      «'i       «'i  «   *8enxy'     x^-^Xx      senry 

■O.  Qui  è  utile  considerare  la  forma  binaria  quadratica  di  ir  e  t/(*) 
0  (a?  j/  )  =  0?*  + 1/*  +  2  i»!/  cosxy , 
con  le  sue  semiderivate  rispetto  sl  x  e  y 

^i{a)y)  =  x-\-y  cosxy        0^  (x  y)  =  ^  cosxy  +  y, 


{*)  '^eW Appendice  in  fondo  al  volume  il  lettore  troverà  svolto  tutto  ciò  che 
gli  occorre  di  conoscere  relativamente  alla  teoria  delle  forme  algebriche  lineari 
e  quadratiche,  ai  sistemi  di  equazioni  lineari  determinati  od  indeterminati,  ed 
alle  sostituzioni  lineari,  comprese  le  ortogonali. 

Precisamente,  le  nozioni  che  si  applicano  nel  presente  §  si  trovano  nei  §§  22, 
2S  e  25  àeW Appendice. 
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e  col  discriminante 

1       cosxy  _ 

=  8en*xy. 
cosxy       1 

Le  [3]  [4]  [5]  [15]  [16]  potranno  scriversi  brevemente 

p  cosxr  =  0^ (xy),    p  cosyr  =  0, (a:i/) ,    p*  =  0 {x y) , 

La  OP*=r0(a?t/)  prova  chela  forma  0(a?t/)è  positiva  (per  tulti  i 
valori  reali  A\  x  ey  non  ambedue  nulli). 
Se  inoltre  si  considera  V emanante 

*  (  ^,  M  =  a?  4>i  {afy')  + 1/  *j  {afy')  =  xaf'{-  y\f  +  (a?i/'+  x'y)  cosxy , 

la  [9]  può  scriversi 

pp'cosrr'  =  0(^j;,). 

La  forma  reciproca  di  0  (a?i/)  è 

Y  (u  t?)  =  w'  +  V*  —  2wt?  cosxy, 

e  però  la  [8]  o  [7]  può  scriversi 

YCcosxr  cosyr)  z=  sen*xy . 

Essendo  Y  (u t?)  =  0  (u,  —  r),  anche  la  forma  ^{fiv)^  essenzialmente 
positiva. 
Il  suo  emanante  è 

Y  (  ^,  ^,]  =  ww'  +  tV  —  (wt?'  +  w't?)  cosxy , 

e  però  la  [12]  o  [11]  o  [10]  può  scriversi 

.  _       1      ^  /  cosxr     cosyr  \ 
^^^  ""  8en*xy  ^  \  cosxr'     cosyf  )  * 

Esercizio  L  Se  sulle  rette  r  8  arbitrarie  si  considerano  due  coppie  di  punti 
PPi  e  QQi,  si  ha  (Cabnot) 

0        1        1 
2PP,.QqiC08r8  =  PQi«  +  PiQ«-PQ«-P,Q,«=    1  PQ«  PQ»*  =2(RR|«-SSi«), 

IPiQ^PiQi* 
ove  R  è  medio  tra  P  e  Q,  R,  tra  Pt  e  Q,,  S  tra  P,  e  Q,  S,  tra  P  e  Qt. 


Digitized  by  VjOOQ iC 


Gap.  V  -  §  16,  17 


57 


Es.  2.  Si   ha   pure ,  se  r  s  sono  in   un  piano  e  P  (v  y)     Pi  (^i  yì)    Q  (E  n) 


PPi.QQi8enrs  = 


senxj. 


£b.  3.  Per  due  coppie  di  rette  rr'  ns>  complanari  si  ha 

•  senrr'sen»»', 


COSFS     008  rt' 

cosr's   cosr's' 


la  quale  non  è  altro  che  la  [14]. 
Es.  4.  Per  due  teme  di  rette  rrir,  8S|Ss  complanari  si  ha 


cosrs  cosrsi 
COSFiS  cosTiSi 
cosFsS     cosrgSi 


cosrs, 
cosr,», 
cosr^ 


=  0; 


come  si  vede  sviluppando  secondo  una  linea,  od  anche  notando  che  il  primo 
membro  non  h  altro  che  il  prodotto  per  verticali  delle  due  matrici 


cosxr    cosxri    cosxrg 

cosyr     COSjTi      COSjFi 


COSXB      COSXSi 

cosjs    cosysj 


cosxs, 

C08  JSs 


dove  X  7  indicano  due  assi  ortogonali  complanari  alle  date  rette. 
Es.  5.  Si  ha,  in  forma  canonica: 
^  («y)  =  (ap + y  cosx j)*  -f-  y*  8en*xy ,   ^{xy)  =  a?*  sen^xy  +  (a?cosxy  -f"  yf- 
Ne  consegue  che  ^{xy)  è  sempre  positiva  per  x  e  y  reali  e  non  ambedue  nulli. 

Area  di  un  triangolo. 

19.  Sia  dato  in  un  piano  un  triangolo  di  vertici  ABC.  Un  osser- 
vatore eretto  sul  piano  da  una  data  banda  di  esso  può  percorrere  il 
perimetro  del  triangolo  procedendo  in  due  versi  opposti;  cioè:  andando 
da  A  in  B,  da  B  in  C  e  da  C  in  A,  ovvero  andando  da  A  in  C,  daC 
in  B  e  da  B  in  A.  È  evidente  che  nel  primo  caso  il  triangolo  rimarrà 
0  sempre  a  destra  o  sempre  a  sinistra  dell'osservatore,  e  nel  secondo 
caso  rimarrà  sempre  dalla  banda  opposta.  Conveniamo  (poiché  ci  sarà 
alile)  di  assumere  come  positivi  o  come  negativi  Tarea  del  triangolo 
ed  il  numero  che  la  misura  rispetto  a  una  data  unità  di  area,  secon- 
dochò  il  perimetro  è  percorso  dall'osservatore  in  un  verso  o  nell'altro. 
Se  indichiamo  con  ABC  questo  numero  quando  il  perimetro  è  per- 
corso nel  primo  verso,  facendo  tutte  le  permutazioni  dei  vertici  ABC 
abbiamo 

ABC  =  BCA  ==  CAB  =  —  BAC  =  —  ACB  =  —  CBA. 
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Rispetto  a  un  altro  osservatore,  eretto  sul  piano  dalla  stessa  banda 
del  precedente  e  in  un  punto  interno  al  triangolo,  il  movimento  di  un 
punto  che  percorra  il  perimetro  del  triangolo  apparirà  procedente 
verso  destra  o  verso  sinistra  secondochè  il  perimetro  è  percorso  in  un 
verso  0  nell'opposto;  e  precisamente,  secondochè  rispetto  al  primo 
osservatore  il  triangolo  restava  a  destra  o  a  sinistra. 

Che  se  il  secondo  osservatore  è  eretto  in  un  vertice  del  triangolo, 
a  lui  il  lato  opposto  apparirà  percorso  rispettivamente  verso  destra  o 
verso  sinistra,  e  quindi  l'angolo  fra  i  lati  che  da  quel  vertice  vanno 
agli  altri  due  vertici  apparirà  descritto  rispettivamente  con  una  rota- 
zione verso  destra  o  verso  sinistra.  Noi  converremo  di  dare  alKaroa 
ed  al  numero  che  la  misura  lo  sti^sso  segno  che  compete  all'angolo 
suddetto. 

Dalla  doflnizione  segue  che  due  triangoli  aventi  un  vertice  A  co- 
mune e  i  lati  opposti  BC  B'C  sulla  stessa  retta,  sono  per  lo  stesso 
verso  o  per  versi  opposti  secondochè  questi  lati  sono  nello  stesso  senso 
o  in  sensi  opposti.  E  due  triangoli  con  un  lato  AB  comune,  sono  per 
lo  stesso  verso  o  per  versi  opposti  secondochè  i  vertici  non  cotnuni 
ce  sono  dalia  stessa  banda  delia  retta  AB  o  da  bande  opposte,  vale 
a  dire  secondochè  i  segmenti  perpendicolari  CI)  C'l>'  condotti  da  C  eC 
alla  AB  (altezze  dei  triangoli)  sono  nello  slesso  senso  o  in  sensi  opposti. 

Queste  osservazioni  mostrano  che,  nell'applicare  il  teorema  €  il  nu- 
mero che  misura  l'area  di  un  triangolo  è  la  metà  del  prodotto  dei 
numeri  che  misurano  un  lato  e  l'altezza  corrispondente  »  (quando  si 
prende  per  unità  di  area  il  quadralo  costruito  sull'unità  lineare),  sì 
può  tener  conto  del  segno  con  cui  compajono  i  numeri  che  misurano 
ciascun  lato  e  l'altezza  corrispondente. 

Siano  A  B  C  i  vertici  di  un  triangolo,  e  a  b  e  le  rette  BC  CA  AB, 
sulle  quali  intenderemo  assegnati  ad  arbitrio  i  sensi  positivi;  su ppoi-- 
remo  pure  assegnato  nel  piano  un  verso  positivo  per  gli  angoli,  af- 
finchè siano  determinati  i  segni  degli  angoli  dei  sensi  positivi  di  quelle 
l'ette.  Se  CD  è  perpendicolare  a  AB,  si  avrà  in  valore  assoluto 

ABQz=l-AB.CB\ 

ma  nel  triangolo  rettangolo  AnC ò CI) —AC sencO;  dumjue,  sempre  in 
valore  assoluto,  sarà 

ABC=  ^-  AB .  AC  sen  cb. 

Or  se  ci  atteniamo  alla  convenzione  fatta  dianzi,  questa  eguaglianza 
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evidentemente  sassiste  anche  avuto  riguardo  ai  segni»  quando  i  se- 
gmenti 15'  AÓ~  sono  positivi  sulle  rette  e  b.  Né  cessa  di  sussistere 
quando  uno  di  questi  segmenti  o  entrambi  divengono  negativi;  poiché 
r  inversione  del  senso  positivo  su  e  fa  mutar  di  segno  AB  e  sencb,  ma 
non  il  prodotto;  e  cosi  via. 

IS.  Ora  riferiamo  i  punti  del  piano  a  due  assi  cartesiani,  e  siano 
^  {3P  y),  P  (a?,  i/J  P,  (a?,  i/,)  i  vertici  di  un  triangolo.  Se  r  r'  indicano 
le  rette  PP,  PPj,  abbiamo 

PP,  ^f=\  PPi .  PP,  scnrr'  ; 


or  dalie  [17]  §  15  si  ha 


senxr 


aenxy 

-    PP, 


{Vi  —  y)       sen  jr  : 


senxr'=?^(l/,-t/) 


senjr' =— -jf^  (ir,  —  0?)  ; 
quindi  sostituendo  senxr,...  nella  [13]  §  14  si  ottiene 


PP,P,= 


x^  —  x    y,  —  y 
x^  —  x    y^—y 


senxy 


Questo  determinante  si  può  scrivere 


X  2/1 

x^  —  X     ^4  —  2/     0 
x^  —  x    y^  —  y     0 


e  qui  aggiungendo  alia  seconda  ed  alla  terza  orizzontale  la  prima, 
avremo  anche 

X  y    ì 

PP,P,  =^   x^  y,  1    senxy  ; 

x^  ì/j   1 

formale  che  esprimono  la  misura  dell'area  del  triangolo  mediante 
le  coordinate  dei  vertici, 

lì  determinante  si  annulla  se  i  tre  punti  PPiP,  sono  sulla  stessa 
retta^  il  che  conferma  la  proposizione  del  §  11.  Esso  cambia  segno, 
insieme  con  PPiPs»  se  due  punti  si  scambiano. 
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In  particolare:  se  uno  dei  tre  punti  è  l'origine  0,  si  ha 


0^i^.=  Ì 


^t     Vt 


senxy  z=  -1-  (x,v^  —  x^y^)  senxy . 


L'espressione  delFarea  del  triangolo  in  un  piano  punteggiato  e  in 

coordinate  cartesiane  presenta  analogia  con  quella  della  distanza  di 

due  punti  in  una  retta  punteggiata,  la  quale  (II,  3)  è  0?^  —  x  cioè 

X  1 
—        ^  ^  9&  XX.  sono  le  ascisse  dei  due  punti. 
x^i  ^  ^ 

EsEBCuio  1.  Se  B  C  B  sono  punti  di  una  retta, 

▲BC  +  ACB  +  ABB«0,        ABC  :  ABB:AGB  »BC  :BB:€B. 

Es.  2.  Se  A  B  C  B  sono  punti  di  un  piano , 

ABO  +  ACB  -f-  ABB  »  BCB , 
ossia 

BCB  —  CBA  +  B  AB  —  ABC  =  0. 

Es.  3.  Se  A  B  C ...  L  sono  vertici  di  un  poligono  piano  e  P  un  punto  va- 
riabile del  suo  piano,  la  somma  PAB  -{-  PBC  -f  ...  -|-  PLA  è  costante,  e  si  può 
definire  come  area  del  poligono,  anche  se  questo  è  concavo  o  intrecciato. 

Es.  4.  L'area   del   poligono' di  vertici   (xxy^    («ty*)  ...    (a^nVii)  ^ 


2 


ovvero 


y  I  yi  (a?i  —  a?3)  +  y»  (^  —  irj  +  ...  +  y»  (a?n-i  ■- «i)  +  yi  (a?„ -- «i)  I  senx j. 


Pel  quadrangolo  si  ha  (cfr.  §  16,  es.  2) 


«1  —  a?3    yi  —  ys 
«4  —  a?4    yj  —  y4 


senxj  . 


16.PP,P,.Q(itQ,-4 


Es.  5-  Per  due   teme  di  punti  in  un  piano  PPfPt  e  QQiQi  si  ha  (v.  Es.  1 
e  8,  §  16) 

PP, .  QQt  cos(PP, ,  QQi)    PPt .  (jqt cos(PP„  (JQJ  1 
PP, .  QQ,  cos  (PP, ,  <JQ.)    PP, .  Qq,  cos  (PP,.  QQ^  | 

0  1  1  1 

1  PQ«      PQj2     PQ,« 
1     P,Q«     P,q,»    P,Q,« 

1    P^Q*    P.Qi*   P«Qi* 
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In  particolare:  16  volte  il  quadrato  delFarea  del  triangolo  di  lati  a  b  e  vale 


Olii 
1     0     a«    6* 
1      a«    0     e* 
1      ò^    c«    0 


.  -  a*  -  6*  -  c^  +  2aV  +  2a«c«  +  26«c« 


E».  6.  Per  due  gruppi  di  cinque  punti  in   un  piano  PPi ...  P4  e  ({(Ji ...  (J* , 


p<j«   pq,«  . .  PQ*« 

PiV   Pi^i*  .  .   PiQi* 
Kq*    PiQt*..    P/V 


=  0; 


giacché,  indicando  con  (xy),  (ariyi),...,(j?4y4)  e  (x'y),  («'ly'i),  ...,  (a?'4y\)  le 
coordinate  di  quei  punti  rispetto  ad  assi  cartesiani  ortogonali,  questo  deter- 
minante è  il  prodotto  per  orizzontali  delle  due  matrici 


«*  +  y*      1    «    y 
a?i*+yi*     1    «1  Vi 

x^+Vk      1    a?4  y* 


1      ar'«  +  y'«      -  2a:'     — 2y' 
1      x'.^+yV    -23?^,     -2y', 

ì    a:V+yV    -*2*'4   ~2iA 


In  particolare,  facendo  andare  all'infinito  in  direzioni  determinate  P4  e  Q4,  si 
ha  per  due  quaterne  P  P,  P,  P3  e  Q  Qi  Q,  Q3  di  punti  in  un  piano, 


0  1 

1  PQ« 

1    P3Q* 


PQa* 
P3Q3' 


=  0. 


Es.  7.  L^espressione  delFarea  di  un  triangolo  mediante  le  coordinate  carte- 
siane dei  vertici  si  può  trovare  anche  nel  modo  seguente,  che  si  fonda  sui 
§§  11  e  17. 

Ck)n8Ìderiamo  due  teme  di  punti:  P(a:y)  P'(a/y')  P''(a/'yO  «  Po(a?o.»'o)  Pt(a?iyi) 
P«(a?tyi)«  11  rapporto  dei  triangoli  PFF'  PoP'P"  è  eguale  a  quello  delle 
distanze  di  P  e  Po  dalla  retta  P'P",  e  questo  è  eguale  (§  13  esercizio  1)  a 
[xyV']i[xf,yV]',  dunque 

PFP"  :  [ory'l")  =  PoPP" :  [x^y\']  =  PoP,P"  :  [a^oyi  1"]  =  PoPiP,  : [x^Vx  IJ. 

Ora  poniamo  Pq  nelForigine  e  Pi  Ps  sugli   assi  a  distanza  1  da   essa:   allora 

PoP,P,  ==  -i- Ben xy  e  [r^^yx  1 J  =  1  ;  in  conseguenza  PP'P"  ==^[xy'  1"]  senxy. 
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Trasfartnaxione  delle  coordinate  di  un  punto. 

19.  I  punti  di  un  piano  siano  riferiti  a  un  sistema  di  coordinate; 
e  si  vogliano  invece  riferire  ad  un  altro  sistema,  del  quale  sia  asse- 
gnata la  connessione  col  primo.  Allora  può  occorrere  di  esprimere  le 
nuove  coordinate  dì  ciascun  punto  mediante  le  primitive;  e  può  occor- 
rere di  esprimere  le  coordinate  primitive  mediante  le  nuove,  per  tras- 
formare le  formolo  che  contengono  le  primitive  in  altre  che  conten- 
gano le  nuove.  Bisogna  dunque  cercare  almeno  due  equazioni,  che 
leghino  le  primitive  alle  nuove  coordinate;  poiché  da  tali  duo  'equa- 
zioni si  potranno  dedurre  quelle  in  funzione  di  queste  e  viceversa; 
od  anche,  avendo  una  formula  contenente  le  coordinate,  si  potranno 
eliminare  da  essa  e  da  quelle  due  equazioni  le  primitive  coordinate. 
Noi  esamineremo  alcuni  casi  più  ovvii. 

Vogliasi  passare  da  due  assi  carte- 
siani X  7  di  origine  0  ad  altri  due  X  Y 
di  origine  0';  siano  x  y  \q  primitive 
coordinate  di  un  punto  P,  Z  F  le  nuove 
coordinate  dello  stesso  punto.  Conside- 
reremo prima  due  casi  particolari,  e  poi 
il  caso  generale. 

a)  Se  i  nuovi  assi  sono  paralleli  ai 
primitivi,  per  definire  la  loro  posizione 
basta  assegnare  le  coordinate  della  nuova  origine  0'  rispetto  ai  pri- 
mitivi assi;  e  siano  queste  a  b.  Allora,  essendo  per  ogni  projezione 
parallela 

proj.  OP  =  proj.ÓO'  +  proj.OT, 

projettando  su  x  secondo  y  e  su  y  secondo  x,  risulta 

[i]  x  =  X+a       y=zY+b; 

equazioni,  che  esprimono  x  e  y  mediante  Xe  Y,e  costituiscono  una 
sostituzione  lineare  non  omogenea,  la  quale  trasforma  ogni  fun- 
zione di  X  e  y  in  una  funzione  di  X  e  Y  (Vedi  Appendice  %  18). 

In  quossta  sostituzione  figurano  due  parametri  a  e  &. 

La  sostituzione  inversa  è 

X=x  —  a        Y=y'^b. 


y 

Y 

/ 

/ 

/ 

/ 

/ 

/ 

/ 

1 

/ 

X 

/  .p 

0 

/>^ 

0 

JC 
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bj  Abbiamo  mutato  l'origine,  ma  non  lo  direzioni  degli  assi.  Ora 
invece  muteremo  le  direzioni  degli  assi,  ma 
non  l'origine  ;  vale  a  dire  supporremo  che  i 
nuovi  assi  passino  per  0;  sicché  per  fissarne 
la  posizione  basta  dare  uno  dei  due  angoli 

xX  yX  e  uno  dei  due  xY  yY  (essendo 
xX  —  yX  =  xy ,  xY  —  y Y  s  xy) .  Siano 
01  =  07,  AP  =  [/  lo  primitive  coordinate  di 
P,  e  OA'  =  X,  A'P  =  F  lo  nuove  :  abbiamo, 
per  ogni  projeziono  parallela, 

proj.  ur+  proj.TF  =  proj.  oF+  proj.  ÀT"; 
onde,  progettando  normalmente  sulla  direzione  r,  si  ha 
a?cosxr-f  i/cosyr=iXcosXr+  FcosYr; 
e   proiettando  sulla  direzione  normale  a  r  (osservando  che  xr  di- 
viene xr-}--?,  e  cosi  via),  risulla 

a?  sen  xr  + 1/  sen  yr  =  Xsen  Xr  -\-  F  sen  Yr. 

Se  qui  si  fa  coincidere  r  successivamente  con  y  e  con  x,  si  otten- 
gono le  equazioni 


m 


__  ygenXy  .   y  senYy 


senxy 


senxy 


.  senXx 
senyx 


^senYx 
senyx 


che  danno  x  e  y  espressi  mediante  X  e  Y,  e  costituiscono  una  so- 
stituzìone  lineare  ed  omogenea,  che  trasforma  ogni  funzione  dix  ey 
in  una  funzione  di  X  e  Y  {App.  §  19). 

Questa  sostituzione  dipende  da  due  parametri,  cioè  uno  degli  xX 
yX  e  uno  degli  xY  yY. 

È  bene  osservare  che  deve  risultare 


[3] 


^*  +  2/*  +  2a?i/  cos  xy  =  X*  +  F'  +  2XY  cosXY; 


poiché  ciascun  membro  equivale  a  OP^  giusta  la  [15]  §  15. 
Il  determinante  o  modulo  della  sostituzione  [2]  è 


aenXy     senYy 
senxy      senxy 

senXx     senYx 
senyx      senyx 

1 

senxX 
senxY 

senyX 
senyY 

senXY 

■~  sen'xy 

senxy 
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Se  ciascuno  dei  due  sistemi  di  coordinate  è  ortogonale,  e  precisa- 
mente  se  xy  =  -^    e  XY  =  -^  ,     allora   si    ha     yX  s  xX  —  —  , 

xY^xX-f-^  ♦  yY==xX;  e  quindi,  posto   xX  =  a,  le  [2]  divengono 

[2]  ;r  =  Zcosa— Fsena       i/ =  X  sena  +  y  cosa, 

sostituzione  di  modulo  1. 
Se  invece,  pur  essendo  i  due  sistemi  ortogonali,  si  ha  xy=  -J    e 

XYz=  —  -y ,  allora  yX  =  xx  —  —  ,  xY  =  xX ~|- ,  yY  =  xX  —  n, 

e  la  sostituzione  diventa 

[2"]  ;r  rnAT  cosa  +  lesena        i/  =  Xsena— Fcosa, 

di  modulo  — 1. 

Entrambe  queste  sostituzioni  dipendono  da  un  sol  parametro  a;  esse 
danno 

ir»  +  2/*  =  jr»4-n 

e  però  sono  oriogonaXi  {App.  §  21). 

La  prima  sostituzione  corrisponde  al  caso,  che  i  sensi  positivi  dei 
primitivi  assi  possano  portarsi  a  coincidere  con  quelli  dei  nuovi  assi 
mediante  una  rotazione  nel  piano  comune  intorno  al  punto  0  e  per 
un  angolo  a.  La  seconda  corrisponde  al  caso,  che  occorra  una  rota- 
zione di  due  diedri  retti  intorno  alla  comune  bisettrice  degli  an- 
goli xX  yY,  per  portare  a  coincidere  i  sensi  positivi  dei  primitivi 
assi  con  quelli  dei  nuovi. 

cj  Da  ultimo  si   tratti  di  mutare  i*origine  e  le  direzioni  degli 
assi:  allora  basta  assegnare  le  coordinate  a  e  b  di  0'  rispetto  a  x 

e  y,  più  uno  degli  angoli  xX  yX  e  uno  degli  angoli  xY  yY:  in  tutto 
quattro  quantità.  Noi  possiamo  prima  dagli  assi  x  y  passare  ad  altri 
due  paralleli  ad  essi  e  di  origine  0',  e  poi  da  questi  altri  passare  ai 
due  X  Y  senza  mutare  più  l'origine.  E  però  la  trasformazione  ge- 
nerale di  coordinate  cartesiane  in  cartesiane  si  esegue  mediante  la 
sostituzione  lineare 

[4]    x  =  x'-^^^+Y'^^^+a       y  =  2:??5^+r?55l5  +  2,. 
^  -*  senxy  ^      senxy    '  ^  aenyx    '       senyx    ' 
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Questa  sostituzione  dipende  da  quattro  parametri. 

È  importante  osservare  che  ogni  funzione  razionale  fnlera  dixey 
si  trasforma  in  una  funzione  razionale  intera  di  Xe  Y  dello  stesso 
grado  della  prima.  Infatti  i  termini  della  funzione  àix  ey  sono  della 
forma  cafy^ ,  ove  e  ò  una  costante  e  pq  sono  interi  positivi  (zero  in- 
cluso). Ora  se  in  caft/*  si  sostituiscono  a  a?  e  y  le  loro  espressioni  in  X 
e  Y,  essendo  queste  di  !•*  grado,  il  prodotto  si  comporrà  di  termini 
della  forma  CX'F',  e  non  potrà  certamente  la  somma  r-\'S  riesclre 
superiore  ^  p-\-Q;  dunque  il  grado  della  funzione  non  può  crescere. 
Ma  non  può  neanclie  diminuire;  altrimenti,  nel  ritornare  dai  nuovi 
assi  ai  primitivi,  il  grado,  per  ripristinarsi,  dovrebbe  crescere  ;  il  che 
è 


90.  Esamineremo  il  caso,  che  si  voglia  passare  da  coordinate  car- 
tesiane a  coordinate  polari.  L'ipotesi  più  semplice  è:  che  le  coordi- 
nate cartesiane  siano  ortogonali,  il  polo  sia  Torigine  stessa  0,  e  Tasse 
polare  sia  la  x.  Allora,  se  Ok  =  x,  AP  =  f/  sono  le  coordinate  carte- 
siane di  P,  e  p  =  OP,  <p=:(x,  OP)  le  coordinate  polari  dello  stesso 
punto  P,  il  triangolo  rettangolo  OA.P  porge 

[5]  a7  =  pcos(p        y  =  psen(p. 

Questa  sostituzione  serve  al  passaggio  da  coordinate  cartesiane  a  coor- 
dinate  polari,  cioè  trasforma  ogni  funzione  di  x  e  y  in  una  di  p  eqp: 
essa  è  trascendente. 
Si  ha  pure 

[5]    p  =  /^4:];r  tgq,  =  ^.    C08q>  =  ^^^.    wncp  =  ^^=^; 

relazioni  che  servono  per  la  trasformazione  inversa,  cioè  per  passare 
dalle  coordinate  polari  alle  cartesiane. 

Sia  invece  xy  =  ui;  e,  scelto  per  polo  Torigine  0,  sia  una  retta  r 
Tasse  polare;  sicché  basta  dare  uno  dei  due  xr=a,  yr  =  p.  Il  trian- 
gola GAP  porge 

y:  —  u7:p  =  sen(a  +  q>):sen(P  +  q)):senuj 

ovvero 

y  __       p  Ben(p  +  (p)  y__      Bep(a  +  qp) 

Che  se  il  polo  è  un  punto  qualunque  0'  e  r  è  Tasse  polare,  allora 

E.  D'Ovidio,  OwmAria  analitica.  5 
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basta  assegnare  le  coordinate  cartesiane  a  &  di  0'  e  uno  dei   due 
xr  =  a,  yr  =  p.  E  si  ha 

eenui  *^  ^      eenuj 

Esercizio  1.  Portando  rorigine  nel  punto  (2,  —  3), 

a^  +  y«  — 4a?  +  6y  — 18  diviene  :X«+I^-31. 

Es.  2.  Prendendo  per  nuovi  assi  ]e  bisettrici  degli  angoli  dei  primitivi,  si  ha 

a:seniu  =  X8en  -^uj —  Fcos  -p-w,      ysenu/=X8en  — ui-|-  Fcos-r-u), 

,       ,   ,.  .  2XY 

e  or — f/*  diviene . 

•^  senuj 

Es.  3.  Verificare  Tidentità  [3]  mediante  la  sostituzione  [2]. 

Es.  4.  Secondo  che  il  modulo  di  una  sostituzione  ortogonale  ari  =  a^  Xi  -\-  On  Xg, 
ara  ^  «n  ^i  +  ^«a  ^J  vale  -1-1  o  —  1,  si  può  dare  alla  sostituzione  la  forma  [2^] 
0  la  [2"j. 

Es.  5.  Se  (p  (p)  e  (p'  q)*)  sono  le  coordinate  polari  di  due  punti,  il  quadrato 
della  distanza  fra  essi  è  P*  +  p'*  —  2pp'  cos  (<p  —  q/). 

Es.  6.  {a^  +  y*)*  —  a\a^  —  y*)  si  può,  introducendo  coordinate  polari,  trasfor- 
mare in  p^p*  —  a*c08  2(p). 

Es.  7.  La  formola  dell'area  del  triangolo  data  al  §  18  può  dimostrarsi  altri- 
menti, se  si  presuppone  nota  la  trasformazione  delle  coordinate,  il  che  è  lecito  (*). 

Con  le  coordinate  dei  vertici  P{xy)  Pi(a*iyi)  PjCajjyi)  formiamo  il  determi- 
nante 

a?i  —  a?     yi  —  y 


X2  —  X     «j  —  y 

Questo  D  non  si  altera  quando  mutiamo  Torigine  ma  non  le  direzioni  degli 

assi,  poiché  allora  non  si  alterano  .ri— x,  ...  Quando  invece  mutiamo  le  direzioni 

„    .  .        .,                   (Xi~JC)senXy  +  (r,-r)senYy 
ma  non  longine,  si  ha  Xx—x= — -, ...,  e  però 


D  = 


Xi-X     Yj-Y  I  senXY 
Xs— X     Fj— r  I   senxy 


Adunque  per  ogni  mutamento  di  assi  rimane  invariato  il  prodotto  Daenxy. 
Or  prendendo  per  assi  le  PPi  PPj  esso   riducesi  a   PPi .  PPjsenxy,  cioè  a 

2.P,P,P3;  dunque  PjPjP»  =  y  /)  sen  xy. 


{*)  Questo  procedimento  mi  e  stato  indicato  dal  ch.^  prof.  L.  Bianchi. 
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Xlqìui^ioni  di  luoghi  geometrici. 

tSI.  Poniamo  una  equazione  fra  le  due  coordinate  variabili  xy  di 
un  punto  del  piano;  e  supponiamo  che,  per  ogni  valore  reale  di  una 
delle  due  variabili  compreso  entro  certi  limiti,  questa  equazione  de- 
termini uno  o  più  valori  reali  dell'altra,  e  quindi  uno  o  più  punti; 
p.  e.,  che  ad  ogni  valore  di  x  compreso  in  un  certo  intervallo  corri- 
spondano uno  0  più  valori  di  y.  Se  inoltre  Tequazione  data  è  tale  che  y 
sia  funzione  continua  di  x  ncir intervallo  da  x  =  a  Ql  x=^ò  (com- 
preso neir intervallo  precedente),  allora  a  due  valori  di  a?  fra  a  e  b, 
e  la  cui  diflTerenza  tenda  a  zero,  corrispondono  due  gruppi  di  valori 
di  y;  valori  che  si  possono  accoppiare  in  modo  che  la  differenza  fra 
due  omologhi  tenda  a  zero,  e  quindi  che  la  distanza  dei  due  punti 
corrispondenti  tenda  pure  a  zero.  Pertanto,  variando  a?  da  a  a  &,  ot- 
teniamo una  o  più  serie  continue  di  punti;  l'insieme  delle  quali  co- 
stituirà (per  postulato)  una  o  più  linee  (rette  o  curve),  che  forme- 
ranno il  liwffo  dei  punti  aventi  la  proprietà  (o  soggetti  alla  condizione) 
che  le  loro  coordinate  soddisfanno  la  equazione  proposta  (*). 

Viceversa:  se  una  proprietà  è  comune  ai  punti  di  una  o  più  linee 
in  un  piano  ed  esclusiva  per  essi,  queste  linee  formano  il  liùOffO  dei 
punti  aventi  quella  proprietà;  e  se  la  proprietà  può  essere  tradotta  in 
un'equazione  ft*a  le  coordinate  x  y  dì  uno  qualunque  dei  punti  del 
luogo,  questa  si  dirà  Vequazione  del  luogo,  o  che  rappresenta  ana- 
liticamente il  luogo;  mentre  il  luogo  dei  punti  soddisfacenti  a  una 
stessa  equazione  tra  x  q  y  si  dice  rappresentare  geometricamente 
quell'equazione. 

È  importante  osservare  che  se,  per  tradurre  più  facilmente  in  equa- 
zione la  proprietà  caratteristica  di  un  punto  variabile  del  luogo,  s'a- 
doperano delle  variabili  ausiliarie  oltre  le  coordinate  x  y  del  punto, 
allora  occorrerà  procurarsi  tante  equazioni  quante  sono  quelle  varia- 
bili ausiliarie  più  una,  e  poscia  da  queste  equazioni  eliminare  le  va- 
riabili ausiliarie,  le  quali  non  debbono  entrare  nell'equazione  del 
luc^o. 

Dai  punto  di  vista  della  Geometria  analitica,  conviene  classificare  i 
luoghi  subordinatamente  alle  proprietà  delle  loro  equazioni.  Cosi: 


(*)  Nei  casi  più  comuni  le  equazioni  che  ai  presentano  ìta  x  ey  hanno  i  ca- 
ratteri suddetti  ;  ma  può  accadere  che  un'equazione  non  presenti  quei  caratteri, 
e  quindi  che  l'insieme  dei  punti  che  la  soddisfanno  non  presenti  continuità. 
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scelte  le  coordinate  cartesiane,  si  dicono  luoghi  cUgébrici  quelli  la  cui 
equazione  è  algebrica,  trascendenti  gli  altri.  Se  Tequazione  è  alge- 
brica e  riducibile  a  razionale  e  intera,  essa  può  essere  di  1%  2^,  3*",... 
grado;  e  il  luogo  si  dirà  rispettivamente  di  1%  2S  3%...  grado. 

La  scelta  delle  coordinate  cartesiane  è  consigliata  dalla  proprietà, 
che  il  grado  di  una  equazione  intera  non  si  altera  quando  si  passa  da 
un  sistema  ad  un  altro  di  tali  coordinate;  sicché  la  classificazione  non 
soffre  per  tali  passaggi. 

Potrebbe  nella  equazione  comparire  una  sola  coordinata,  o  Taltra 
esser  quindi  arbitraria.  Cosi  una  equazione  con  la  sola  x  fornisce  uno 
o  più  valori  di  ^,  e  quindi  rappresenta  altrettante  rette  parallele  al* 
Tasse  delle  v,  se  le  coordinate  sono  cartesiane. 

**.  Se  esistono  coppie  di  valori  non  entrambi  reali  di  a?  e  y  sod- 
disfacenti alla  equazione,  diremo  che  tali  coppie  determinano  punii 
imaginaH;  ai  quali  estenderemo  le  nozioni  di  distanza,  ecc.,  mercè 
le  relative  formole  già  trovate  pe'  punti  reali.  Precisamente  diremo 
complessi-coniugali  due  punti  le  cui  coordinate  omonime  siano  numeri 
complessi-coniugati. 

Poniamo  fra  le  coordinate  di  un  punto  del  piano  due  equazioni.  Se 
esiste  una  o  più  coppie  di  valori  reali  o  imaginari  delle  coordinata  che 
soddisfanno  le  due  equazioni,  queste  determineranno  uno  o  più  punti 
rt^ali  0  imaginari,  cioè  una  serie  discreta  di  punti. 

Se  ciascuna  delle  due  equazioni  rappresenta  un  luogo,  questi  punti . 
reali  o  imaginari  saranno  i  punti  comuni  ai  due  luoghi. 

Più  di  due  equazioni  indipendenti  fra  le  due  coordinate  non  possono 
cot'sistere,  in  generale. 


JEqìiazione  della  retta  come  luogo  di  1"^  grado. 


t.  Cominciamo  dallo  studiare  i  luoghi  di  !<"  grado. 
L'equazione  generica  di  l**  grado  fra  le  coordinate  cartesiane  a?  y  è 

[1]  ax  +  by+c=^0, 

dove  ab  e  sono  quantità  costanti  reali  e  finite.  Ed  è  chiaro  che  non 
può  essere  simultaneamente  a  =  0  e  &  =  0. 
Se  a  =4=0  e  b  =  0,  l'equazione  si  riduce  a 

ax  -\-c  =  0,  ovvero  ;r  =  —  - , 

a 
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e  il  luogo  è  una  retta  parallela  alFasse  delle  y.  Essa  coincide  con 
Tasse  delle  y  se  inoltre  e  =0;  sicché  Tequazione  di  quest'asse  è  :r  =0. 
Sea  =  0e&=4=0,  Tequazione  si  riduce  a 

&y  -j-  e  =  0,  ovvero  y  =  —  4  » 

o 

e  il  luogo  è  una  retta  parallela  alTasse  delle  x.  Essa  diviene  questuasse 
se  anche  e  =  0;  sicché  requazione  deirasse  delle  a?  è  y=0. 
Sea4«0e&=#=0,  Tequazione  [1]  può  scriversi 


a  e 


X=i 


a  a 


e  ponendo 


— r  =  ^>    — 


~  =  ~  =  n 

a        m  ' 


■i-p- 


■T  =  «' 


prende  le  forme  seguenti: 

[2]  y^mx-^-q, 

[3]  x  =  ny+p; 

le  quali  mostrano  che  ad  ogni  valore  di  una  delle  due  coordinate  cor- 
risponde un  valore  dell'altra,  e  quindi  un  punto. 

Ora  siano  F  (x  y)  P'(a/  y')F''{a/'  y")  tre  di  tali  punti:  le  tre 
equazioni 

ax+by  +c  =  0 
axf  +  by'  +  c=iO 
ax^'  +  by"  +  c  =  0 

coesisteranno  per  valori  non  tutti  nulli  di  a  &  e,  e  quindi  dovrà  veri- 
ficarsi la  condizione 


[4] 


X 


y 
y' 


=  0; 


ma  questa  (g  11)  è  la  condizione  necessaria  e  sufficiente  affinchè  i 
ire  punti  P  F  P^'  siano  in  linea  retta  ;  se  dunque  P'  P"  restano  fissi  e  P 
varia,  P  descriverà  la  retta  individuata  da  P'  P'';  e  da  ciò  si  conclude 
che  questa  retta  è  il  luogo  rappresentato  dairequazione  [1]. 
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Resta  cosi  provato  che  ogni  equazione  di  P  grado  in  coordinate 
cartesiane  nel  piano  punteggiato  rappresenta  una  retta. 

E  viceversa  :  nel  piano  punteggiato  ogni  retta  è  rappresentata  da 
un'equazione  di  P  grado  in  coordinate  cartesiane;  polche,  se  (a?'  y') 
e  (af'y")  sono  due  punti  dati  della  retta,  l'equazione  di  questa  è  la 
[4],  che  è  di  1"  grado  in  x  é  y. 

Se  e  4=0,  la  [1]  può  dividersi  per  e,  e  diviene 


e 

ossia 


^^+%  +  i  =  0, 


[5]  -E-[- JL  — i==o. 

P        ^ 

Se  c  =  0,  la  [1]  è  soddisfatta  da  x  =  Q,  f/  =  0,  e  però  la  retta  passa 
per  1  origine.  Cosi 


X      V 
x'     y' 


=  0,    ossia  y*x  —  a?'i/  =  0, 


è  l'equazione  delia  retta  per  Torigine  e  pel  punto  {x^  y^)\ 

X  — 1/  =  0       a?  +  i/  =  0 

sono  evidentemente  le  equazioni  delle  rette  che  bisecano  gli  angoli 
degli  assi;  ecc. 

94.  Cerchiamo  il  significato  geometrico  dei  numeri  mnp  q. 

Sia  r  la  retta  rappresentata  dalla  equazione  [i]. 

Per  y  =  0  la  [1]  dà  07  =  —  c:a=p\  onde/?  misura  il  segmento ÒÀ 
che  la  retta  r  taglia  sull'asse  delle  x,  E  similmente  q  misura  il  se- 
gmento OB  che  la  retta  r  taglia  sull'asse  delle  y. 

Inoltre,  se  P'  P''  son  due  punti  della  retta,  la  [2]  porge  y'  =  mx?  +  q, 
j^"  =  wo?"  4-  ^»  e  sottraendo  y"  —  y'  =  m  (x"  —  x'\  onde 

"*        a/'-a" 

ora  dalle  [17]  §  16  si  ha^^  =  ??5H;  dunque 
X  —X       senry 

[6]  m=?55H,      n  =  5^511. 

*■  ■■  senry*  senxr 

Per  assi  ortogonali  m  =  Igxr ,    n  =  tgry  =  cotxr. 
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Per  assi  obliqui  si  ha  (III,  13) 

nj^       A        msenui    aaenui         .        genui      fteenui 

^  1  +»»co8Uj       a  C08UJ  — &  '      ®  ^       m  +  cobuj       bcoaiu  —  a  * 

Si  scorge  che  il  numero  m  (o  n)  dipende  solo  dalla  direzione  della 
retta  r,  e  però  dicesi  rapporto  direttivo;  mentre  p  e  q  dipendono 
anche  dalla  posizione  della  retta. 

Può  dirsi  a:ì)ob:a  coordinata  della  direzione  della  retta. 

95.  Un'equazione  non  si  altera  se  si  moltiplicano  o  dividono  tutti 
i  suoi  termini  per  uno  stesso  numero  arbitrario,  e  in  particolare  se  si 
dividono  per  uno  dei  coefficienti  (che  non  sia  nullo).  Ond^ò  che,  per 
scrìvere  Tequazione  di  una  retta,  non  è  necessario  conoscere  i  valori 
dei  tre  coefficienti  ab  e,  ma  basta  conoscere  i  rapporti  di  due  di  essi 
al  rimanente.  Cosi: 

dati  a:c  e  &:c,  son  noti  p  =  —  c:a^q  =  —  c:&,  e   l'equazione 
è  la  [5]; 

dati  a  :  &  e  e  :  &,  son  noti  m  =  —  a:&eg  =  —  c:&,  e  l'equazione 
è  la  [2]; 

dati  b'M^cay  son  noti  n= — ì)\a  ep  =  —  e: a,  e  l'equazione 
è  la  [3]. 

Ne  segue  che  ogni  formola,  la  quale  esprima  la  misura  di  una  gran- 
dezza geometrica  relativa  alla  retta,  come 

e  a  aaenuj 

a  '  6  '       a  coBU)  —  J  '  *  *  *  ' 

deve  esplicitamente  contenere  solo  i  rapporti  di  due  delle  ah  e  alla 
rimanente,  o  almeno  deve  potersi  ridurre  a  tale;  in  altre  parole:  deve 
essere  omogenea  di  grado  zero  nelle  a  2)  e.  E  se  la  formola  si  riferisce 
alia  sola  direzione  della  retta,  non  deve  contenere  e. 

Due  equazioni  rappresentano  la  stessa  retta,  se  i  coefficienti  dell'una 
sono  ordinatamente  proporziqpali  a  quelli  dell'altra;  e  viceversa.  Quindi 
per  determinare  una  retta  mediante  la  sua  equazione,  è  necessario  e 
sufficiente  assegnare  delle  condizioni,  che  possano  venir  tradotte  in  due 
equazioni  fra  i  rapporti  di  due  coefficienti  al  terzo,  od  altrimenti  in 
due  equazioni  omogenee  fra  i  tre  coefficienti. 

Che  se  nelle  equazioni  di  due  rette  sono  proporzionali  solo  i  coeffi- 
cienti di  a;  e  ^,  allora  le  due  rette  sono  parallele;  e  viceversa. 
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a? 

y        1 

a?    y     1 

X,-\-ÌXt 

Vi  +  ^l/»    1 

=  0,  ossia 

Xi   Vi  1 

a?,  — &r. 

Vi  —  iy,  i 

a?»  I/»   0 

Se  nella  equazione  della  retta  r  supponiamo  a  e  b  impiccolire 
indefinitamente»  ma  non  e;  allora  p  e  q  crescono  indefinitamente,  e 
1  due  punti  A  B  vanno  airinfinito,  e  quindi  possiamo  dire  che  la  retta  r 
va  air  infinito.  In  questo  senso  Vequazione 

Oa?  +  Oi/  +  c  =  0  (o  più  brevemente  c=0) 

rappresenta  la  retta  all'  infinito  del  piano. 

Due  punti  reali  individuano  una  retta  reale. 

Se  un  punto  complesso  (a7,+^«»  Vi  +  ^i/j)!*)  appartiene  ad  una  retta 
reale,  è  chiaro  che  anche  il  complesso-coniugato  {x^^-ix^,  Vi  —  tyù 
le  apparterrà.  Due  punti  complessi-coniugati  individuano  una  retta 
reale,  cioè  quella  di  equazione 


=  0. 


Si  noti  altresì  che,  se  si  passa  dai  due  assi  cartesiani  ad  altri  due 
paralleli  ad  essi  mediante  la  nota  sostituzione  {co=X 4-^>  V  =  Y-t  J/')> 
la  funzione  di  1*^  grado  ax-^-by-^c  diviene  aX + bY+(ax'  +  &!/'  +c); 
e  però  i  coefficienti  delle  variabili  non  mutano,  mentre  il  termine  in- 
dipendente dalle  variabili  diviene  il  valore  che  acquista  la  primitiva 
funzione  quando  vi  si  sostituiscano  a  a?  {/  le  costanti  af  y\ 

Intersezione  di  due  rette, 

W.  Siano  date  due  rette  rr',  le  cui  equazioni  siano 

ax  +  by  +  c  =  0       a'x  +  Vy  +  e'  =  0. 

Un  punto  è  comune  alle  due  rette  r  r'  se  le  sue  coordinate  soddis- 
&nno  ad  ambedue  queste  equazioni,  e  viceversa.  Siamo  cosi  ridotti  alla 
risoluzione  di  un  sistema  di  due  equazioni  lineari  fra  due  incognite  x  y. 

=4=0  ossia  [a&']=#0,  le  due  rette  si  secano  e  le 


Quindi,  se 


a'  V 


coordinate  del  punto  d'intersezione  sono 


x=^- 


e    b 


a    h 
a'   6' 


a    e 
a'  e' 


'ah'-a'h~\ahT 


a    h 
a'  h' 


(•)  Qui  ♦  denota  Tunità  imaginaria,  ciofe**=  —  1,  »5=V—  1. 
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Sia  ora  [a&l  =  0,  e  precisamente  abbia  la  caratteristica  1  {App.  %  13). 

Allora,  se  la  matrice      ,  ^,    ,    ba  la  caratteristica  2,  cioè  se  non  è 
a'  b  e' 

contemporaneamente  [acf]  =  0  e  [b&]  =  0,  le  due  rette  r  r'  non  hanno 

nessun  punto  comune,  e  però  sono  parallele.  Che  se  invece  la  detta 

matrice  ha  la  caratteristica   1,  cioè  se  [ac']  =  0  e  lb&]  =  0,  le  due 

rette  r  r'  hanno  infiniti  punti  comuni,  e  però  coincidono. 

Tutto  ciò  concorda  con  quanto  abbiamo  trovato  nel  §  25,  cioè  che 

le  due  rette  sono  parallele  se  *  =  rr ,  e  coincidono  se  *  =  ry  =  1 . 

ab  a       0        e 


Fascio  di  rette. 

•».  Tre  rette  r  r'  r",  di  equazioni 

aa;  +  &y  +  c  =  0       a*x-\'Vy  +  d  =  0       a"x  +  V'y  +  c!' =  0, 

in  generale  non  hanno  uno  stesso  punto  comune;  la  condizione  perchè 
le  ire  rette  r  r'  r"  appartengano  a  un  fascio  è 


a 

b 

^  \ 

a' 

b' 

d 

=  0, 

ossia  [abfd']: 

=0, 

a" 

b" 

e" 

e  precisamente  che  questo  determinante  abbia  la  caratteristica  2. 

Quando  questa  condizione  si  verifica,  si  possono  evidentemente  de- 
terminare due  quantità  X  e  |i  tali,  che  coesistano  le  equazioni 

Xa  +  jLia'  =  a"       \b  +  \xbl  =V'       \c  +  \xd  =  d'\ 

sicché  l'equazione  a"a?  +  V*y  +  e"  =  0  si  potrà  scrivere 

X(na?  +  &!/ +  e)  +  m(«'^  +  &'ì/ +  C)  =  0. 

Questa  è  l'equazione  generale  di  una  retta  del  fìiscio  determinato 
da  r  e  r'. 

Quando  son  date  le  coordinate  x'  ]/  del  centro  di  un  fascio  ;  allora, 
se  la  retta  di  equazione 

aa?-f  &i/  +  c  =  0 
passa  pel  punto  {x^  ]/),  si  ha 

ax'  +  by'  +  c  =  0] 
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e  sottraendo,  l'equazione  della  retta  diviene 

0  anche 

y-^T/'  =  m(x  —  af)       co  —  ic'  =  n  (j/  —  j/'). 

Ai  singoli  valori  di  a:2)  o  di  m  o  di  n  corrispondono  le  singole 
rette  del  fascio  che  ha  per  centro  il  punto  {x'y'). 

*•.  Abbiamo  osservato  che,  date  le  equazioni  di  due  rette  rr', 

ax  +by  -\-c  =  0       a*x  -}-  Vy  -f  e'  =  0, 

l'equazione  di  una  retta  qualunque  s  del  fascio  da  esse  determinato  si 
può  porre  sotto  la  forma 

[1]  X  (ax  -f  &2/  -f-  e)  +  M  {a*x  +  Vy  +  e')  =  0. 

Che  questa  equazione  rappresenti  una  retta  del  fascio,  risulta  pure 
dall'osservare  che,  qualunque  siano  i  numeri  X  e  fi,  quest'ultima  equa- 
zione {combinazione  linearle  delle  due  date  equazioni),  essendo  di 
1*»  grado  in  xy,  rappresenta  una  retta;  ed  essendo  soddisfatta  dai  va- 
lori di  a?  e  1/  che  annullano  ax:\-ì)y  -{-e  e  a'x  +  Vy-{-d,  questa  retta 
passa  pel  punto  comune  alle  due  rette  date  rr',  ossia  appartiene  al 
fascio  da  esse  determinato. 

Ai  singoli  valori  del  parametro  Xijli  corrispondono  le  singole  rette 
del  fascio.  P.  es.  a  X  =  0  e  jli=4=0,  onde  X:|li  =  0,  corrisponde  r';  a 
X=4=0  e  |Li  =  0,  onde  X:|li  =  oo,  corrisponde  r. 

Per  quella  retta  del  fascio  che  passa  per  un  punto  dato  (a?^  y^,  sarà 

X  {ax,  +  &I/i  +  e)  +  M  (a'x,  +  Vy,  +  e')  =  0; 

e  dovendo  coesistere  questa  equazione  con  la  [1]  per  valori  non  tutti 
due  nulli  di  X  e  jii,  avremo  come  equazione  della  retta  del  fascio  che 
passa  pel  punto  {x*  y') 


ax+bu+c      a'x+b'y+& 


\ax+by+c    a^x^b'y+c'  ax+Oy^c  _a'x-\-0'y-^c 

^"^Max.+by.+c  a'x,+b'y,+c'  ■"^'  ^^^^"^^  ax.+by.+c-^a'x.+Vy.+C 

La  [1]  ordinata  diviene 
[!']  (Xa  +  M«')^  +  (X&  4-  M&')  y  +  (Xc  +  ixc')  =  0. 

Quindi  8  è  parallela  a  una  retta  data 
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se 

e  però  Cequazione  della  retta  del  fascio  parallela  alla  retta  r  sarà 

.^Aax+hy-\-c    a'x-\^*v-\-c' \  _      ax-^by+c     a'x+Vy^-c' 

i-^Jl    aV'—a''b      a'b"^a''l)'   \''^'^^^^ab''—a''b'^a'b"—a"b'    ' 

In  particolare,  tó  eqicazioni  delle  rette  del  fascio  parallele  agli  assi 
coordinati  y  =  0   x  =  0  sono 


cujo+by-^^    a'x+Vy+c' 


I  a  a' 

ossìa 


=  0 


ax-^-by+c    a'x-\-b'y-{-c' 
b  V 


=0, 


[^aT  y  +  [caT  =  0       [a&']  a?  +  [c&']  =  0. 

Se  p  p'  y  sono  le  ascisse  dei  punti  A  M  A"  comuni  alle  r  r'  g  e 
airasse  delle  x^  si  ha 

ap4-c=0,  a'p'  +  c'  =  0,   X(^p"  +  c)  +  |Li(ay'  +  cO  =  0; 

onde  e  =  —  ap,  e/  =  —  a'p' ,  e 

fi  — ~  a  '  f—p  "■"  a  '  AA"—         a^  ^"~      a  '  (r'rx)' 

Similmente,  se  la  retta  s'  di  equazione 

\{ax  +  &y  +  e)—  jLi(a'a?  +  &'y  +  e')  =  0 
incontra  Tasse  delle  tr  in  A'",  si  ha 

\k  a  ^  'a    (frx) 

e  però  sarà  (r'rs)  =  —  (r'rg'),  cioè  le  rette  ss'  saranno  coniugate  ar- 
moniche rispetto  a  r  ^^ 

n  princìpio  della  eambinasfiane  lineare  qui  invocato  (dovuto  a  LAidi)  è  di 
grande  utilità,  e  si  estende  a  luoghi  qualunque.  Se  infatti  f  =0  e  ^=  0  sono 
le  equazioni  di  due  luoghi.  ^f-\-^f  =  OÒ  l'equazione  di  un  luogo,  il  quale  certo 
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passa  per  tutti  i  punti  comuni  ai  due  dati.  Or  se  questi  due  sono  dello  stesso 
grado,  si  può  dimostrare  che  Xf-^-nf  ^=0,  al  variare  di  X  :  |li,  rappresenta  tutti 
gli  00  luoghi  di  quel  grado,  che  hanno  gli  stessi  punti  comuni  che  /=0  e 
f=^0  (fascio f  sistema  lineare  seìnplice^  gruppo  binomio  di  luoghi);  la  quale  cir- 
costanza molto  agevola  lo  studio  di  tali  sistemi  di  luoghi. 


Mete  di  rette. 

80.  Ck)mblnando  linearmente  le  equazioni  di  tre  rette  r  r'  r''  me- 
diante tre  numeri  arbitrari  X  ^  v,  si  forma  l'equazione  di  una  retta: 

[1]     \{ax  +  hy  +  c)  +  )i{a'x-\'Vy  +  d)+\{a''x  +  Wy  +  d')  =  ù 

ovvero 

[!']  (Xa  +  ^la'  +  va")  a?  +  (X^  +  M^'  +  v&'O  y  +  (Xc  +  mC  +  ve")  =  0. 

Ad  ogni  coppia  di  valori  dei  rapporti  X  :  v,  |i  :  v  corrisponde  una 
retta  del  piano.  E  tutte  le  rette  cosi  ottenute  formano  una  rete. 

È  importante  notare  che,  se  tt'  r"  non  appartengono  a  un  fascio, 
ogni  retta  del  piano  si  pt/tò  rappresentare  coWequazione  [1],  dove  a 
X:v  e  jLi:v  si  diano  valori  convenienti,  individuati  dalla  retta  stessa. 
Infatti,  perchè  Inequazione  [1']  coincida  coirequazione  di  una  data  retta 

bisogna  e  basta  che  i  coefficienti  dei  termini  simili  nelle  due  equazioni 
siano  proporzionali,  ossia  che,  indicando  con  p  un  conveniente  &ttore 
incognito,  siano  soddisfatte  le  tre  equazioni 

Xflj  4- jLia'  +  va"  =  ^>ao,    X&  +  M^'  +  v^'  =  p&o>    Xc+ jic'  -f  ve"  =  peo; 

B  poiché  si  è  supposto  [a&'e"]#>0,  da  queste  ricaviamo 

X  _ M^gH        im  _ [flVn        V  __\<afc^ 

p  "  [(O/c"]  '       p  ""  [oòV]  '        p  ""  [óòV']  ' 

onde 

X  :  M  ;  v  =  \ajùfd'^  :  [a^e"]  :  [a&'ej. 

Più  generalmente  :  se  f=0,  ^  =  0,  f"  =  0  sono  le  equazioni  di  tre  luoghi, 
Xf +  M/'  +  vf"=0  rappresenta  un  luogo  che  passa  pe*  punti  comuni  a  quei 
tre  (se  ne  hanno).  Se  quei  tre  luoghi  son  dello  stesso  grado,  Xf  +  ^f  +  vf"  =  0, 
al  variare  di  X  :  v  e  M  ;  v ,  rappresenta  00*  luoghi  di  quel  grado  (r«<«,  sistema 
lineare  doppio,  gruppo  trinomio  di  luoghi). 
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EsBRcizio  1.  Nel  caao  che  [oòV]  abbia  caratteristica  2,  cioè  quando  le  tre 
rette  r  r'  r"  appartengono  a  un  fascio,  la  [1]  non  rappresenta  che  le  rette  del 
fascio. 

Es.  2.  Nel  caso  che  [al/ e']  abbia  caratteristica  1,  cioè  quando  le  tre  rette 
r  r'  r''  coincidono,  la  [1]  rappresenta  Tunica  r. 

Notazione  abbreviata  (*). 

81.  Denotando  con  LMN...  funzioni  lineari  di  a?  e  {/,  si  può  con- 
cisamente indicare  con  L=0,  Af  =  0,  iV=:0, ...  le  equazioni  delle 
varie  rette  del  piano,  anzi  le  rette  stesse.  Questa  notazione  abbre- 
viata, della  quale  Bobillier  e  Plììckbr  hanno  mostrato  Futilità  (1828), 
permette  sovente  di  rendere  più  spediti  i  calcoli  e  più  espressive  le 
formolo. 

A  tale  scopo  conferisce  non  poco  il  ricordare  che,  se  Zr  =  0  e 
3f  =  0  sono  due  rette,  XL-h^lf— 0  è  una  retta  del  fascio  da  esse 
determinato,  X:  ju  essendo  un  parametro  (del  quale  ci  è  noto  il  signi- 
ficalo geometrico);  e  che,  se  L  =  0,  -3f=0,  N=0  sono  tre  rette  non 
di  un  fascio,  Tequazione  di  ogni  altra  retta  del  piano  può  ricever  la 
forma 

XL  +  ^Jf+ViV==0. 

Accenniamo  alcune  applicazioni  della  notazione  abbreviata. 
!•  È  chiaro  che  XZ<+jnikf=0  è  la  retta  che  unisce  il  punto 
(L  =  0,Af=0)al  punto  (XL  +  mM  +  v.V  =  0,  N=0);  e  cosi  pure 
lnM4-VxV=0  unisce  i  punti  (M=0,  i\r=0),  (XL  + ^Af  +  viV=0, 
L  =  0);  e  XL  +  viV=0  unisce  i  punti  (L  =  0,  N=0\  (\L  +  ixM 
+  viV=0,  M  =  0). 

E  di  qui  apparisce  il  significato  geometrico  di  X:m,  m:v,  v:X  nella 
\L  +  ^M  +  vN=0. 

2*  Inoltre  \L  —  iiM  =  0,  jìM  — viV  =  0,  viV— XL  =  0  sono  le 
rette  coniugate  armoniche  alle  tre  precedenti  rispetto  alle  coppie 
(L  =  0,  M=0),  (M=Oy  ÌV  =  0),  (iV  =  0.  £,==0);  e  siccome  una  delle 
ultime  tre  equazioni  è  conseguenza  delle  altre  due  (infatti  somman- 
dole si  ha  0=0),  cosi  queste  tre  rette  concorrono  in  un  punto,  indi- 
viduato dalle  equazioni  \L=ixM=yN.  On<ie  il  teorema: 

Se  dei  tre  punti  in  cui  una  retta  seca  i  lati  di  un  triangolo  si 
prendono  i  coniugati  armonici  rispetto  alle  coppie  di  vertici  esistenti 


\*)  Questo  §  si  pub  includerlo  tra  gli  esercizi   e  passar  subito  al   segrnente. 
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sui  medesimi  lati,  le  ire  rette  che  uniscono  questi  punti  ai  vertici 

opposti  passano  per  un  medesima)  punto. 

Il  teorema  inverso  si  dimostra  facilmente,  come  il  lettore  può  ve- 
rificare. 
Il  punto  e  la  retta  qui  considerati  si  dicono  armonici  rispetto  al 

triangolo. 

3**  Consideriamo  la  figura  chedìcosi  quadrilatero  completo  (Garnot, 

De  la  corrélation  etc,  1801).  Essa  è  formata  da  quattro  rette  o  lati 

1  m  n  p ,  che  si  secano  mu- 
tuamente in  sei  punti  o  ver» 
tici  Im  la  Ip  mn  mp  np.  Questi 
si  dividono  in  tre  coppie  di 
vertici  opposti,  cioè  uno  su 
due  lati  e  uno  sugli  altri  due  ; 
e  si  dicono  diaconali  le  tre 
rette  q  r  s  di  queste  coppie  di 
vertici.  Dimostreremo  che: 
se  si  considerano  due  lati 
e  una  diagonale  uscerUi  da 
uno  stesso  vertice,  la  diago- 
nale ha  per  coniugata  ar- 

wxmica  rispetto  ai  due  lati  la  retta  che  unisce  quel  vertice  al  punto 

comune  alle  altre  due  diagonali. 
Siano  infatti  £,  =  0,  ili  =  0,  ÌV=0  e  P  =  XL  +  mM  +  vN  =  0  i  lati 

del  quadrilatero,  e  pongasi 

Q  =  \kM+yN  =  P  —  \L 

S  =  \L  +  jLiAf  =  P  —  VxV: 

saranno  Q  =  0,  i?  =  0,  S=0  le  diagonali;  e  la  coniugata  armonica 
di  iS  =  Xj&  +  ^Af=0  rispetto  a  L  =  0  e  Af=0  sarà  \L  —  iiM=0 
ossia  R  —  Q  =  0,  e  quindi  passerà  pel  punto  comune  alle  altre  due 
diagonali. 

Segue  da  questo  teorema  che:  ciascuna  diagonale  è  secata  dalle 
altre  dice  in  punti  armonici  rispetto  ai  due  vertici  che  unisce  (Pappo). 

Risulta  dallo  stesso  teorema  un  modo  per  risolvere  con  la  sola  riga 
il  problema;  date  tre  rette  in  un  fascio,  costruire  la  coniugata  armo- 
nica di  una  rispetto  alle  altre  due.  Poiché,  se  1  m  s  sono  le  tre  rette, 
tirando  da  un  punto  di  s  due  traversali  n  p,  e  unendo  i  punti  ove  in- 
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contrano  lem  mediante  le  q  r,  il  punto  qr  sta  sulla  coniugata  di   a 
rispetto  a  1  e  m. 

E  ne  risulta  anche  un  modo  per  costruire  con  la  sola  riga,  dati  tre 
punti  dì  una  retta,  il  punto  coniugato  armonico  di  uno  di  essi  rispetto 
agli  altri  due.  Poiché,  se  IBC  sono  i  tre  punti,  tirando  per  C  un'altra 
retta  e  prendendovi  due  punti  D  E,  le  rette  AD  BE  individuano  un 
punto  e  le  AE  BD  un  altro  punto,  e  la  retta  per  questi  due  punti 
seca  la  ABC  noi  coniugato  armonico  di  0  rispetto  a  A  e  B. 

Dualmente:  quadrangolo  completo  è  la  figura  determinata  da  quattro 
punti  o  vertici^  uniti  per  due  da  sei  rette  o  lati,  a  due  a  due  opposti 
(cioè  non  passanti  per  uno  stesso  vertice).  I  tre  punti  comuni  a  due 
lati  opposti  si  dicono  punti  diagonali. 

I  sei  lati  di  un  quadrangolo  completo  sono  i  quattro  lati  e  due  dia- 
gonali di  uno  stesso  quadrilatero  completo;  sicché  le  proprietà  di 
queste  due  figure  sono  in  sostanza  le  stesse. 

4*  Se  i  lati  di  un  triangolo  incontrano  rispettivamente  i  lati  di 
un  altro  triangolo  in  tre  punii  di  una  retta,  le  tre  rette  che  uni- 
scono i  vertici  delCun  triangolo  rispettivamente  ai  vertici  dell'altro 
passano  per  un  punto,  E  viceversa  (Desargues). 

Siano  infatti  L  =  0,  M=zO,  N=Oì  lati  del  i*  triangolo,  e  P=\L-r 
liM+vN=0  la  retta  su  cui  essi  incontrano  i  lati  del  2**  triangolo: 
le  equazioni  dei  lati  saranno  della  forma 

lL-\-P  =  0       mM+P=iO       n.V4-P  =  0, 

e  le  tre  congiungenti  dei  vertici   corrispondenti   dei   due  triangoli 
saranno 

mM  —  nN=0       7iN—lL  =  0        lL  —  mM=0, 

le  quali  concorrono  nel  punto  per  cui 

lL^=:mM=nN. 

Viceversa: siano  L  =  0,  M=0,  iV^  =  Oi  lati  del  1*»  triangolo,  L'  =  0, 
Af'  =  0,  iV  =  0  quelli  del  2*  triangolo,  e  supponiamo  che  le  rette  che 
uniscono  i  vertici  del  !•  a  quelli  del  2»  concorrano  in  un  punto: 
queste  rette  avranno  equazioni  della  forma 

mM^nN  =  0       nN  —  lL  =  0       lL  —  mM=0 

ed  anche  della  forma 

m'M'  —  n'N'  =  0       n'N'  —l'L'  =  0       VV  —  m'M'  =  0, 
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e  però  esisteranno  valori  dì  fi  h*  /t"  per  cui  risulterà  identicamente 

mM —nN=k  (m'Af  —  n'N') 

nN—  IL  =  ft'  {n'N'  —  l'U) 
IL  —  mM  =  k"  {VV  —  m!M')\ 

e  poiché  la  somma  dei  primi  membri  è  nulla,  dovrà  pure  essere  iden- 
ticamente 

(ft"  —  V)  vi!  +  (/i  —  W')  niìd!  +  (ft'  —  k)  n'iV'  =  0, 

onde  sarà  k  =  k'^=^k".  Ne  segue  che  sarà  identicamente 

IL  —  ktl!  =  mM—k  m'M'  =  nN—  k  n'IST, 

e  però  i  tre   punti   (L  =  0  L'=0)   {M=Q  ilf'  =  0)  (iV=0  iV  =  0) 
apparterranno  ad  una  stessa  retta,  la  cui  equazione  sarà 

lL  —  kl'U=^0  ossia  mM—km'M'^O  ossia  nN—kn'y  =  0. 

Due  triangoli,  i  cui  vertici  siano  a  due  a  due  sopra  tre  rette  per 
un  punto,  e  i  cui  Iati  corrispondenti  si  sechino  in  tre  punti  di  una 
retta,  si  dicono  omologict  Quel  punto  e  quella  retta  si  dicono  centro 
e  asse  di  omologia  (Poncelet). 

JEqtiazione  normale  della  retta. 

S9.  Data  una  retta  r,  sia  n  la  retta  normale  are.  condotta  per 
Torigine  0.  Scelto  per  senso  positivo  sulla  n  quello  dairorigine  verso 

la  retta  r,  siano  a  p  le  misure  degli  angoli 

xn  yn  di  questa  n  con  gli  assi  x  y,  e  P  la 
misura  della  distanza  05  fra  Torigine  0  e 
la  retta  r.  Siano  flnalmentepe  ^le  misure  dei 
segmenti  01  oFche  la  retta  r  taglia  sugli  assi. 
Projettando  questi  segmenti  su  n,  avremo 

p  =17 cosa,    p=^cosp, 

1       cosa        1       cosP . 
ovvero       —  =  —  ,    —  =  —  ; 
P        p        g        p 

e  sostituendo  nella  equazione  della  retta  r,  che  è  (§  23,  [5]) 

P         9 
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essa  diviene 

[1]  rrcosa-f-ycosp  —  p  =  0. 

Questa  dicesi  forma  normale  dell'equazione  della,  retta  (Hbssb).  Essa 
dipende  da  due  parametri:  uno  ò  p  e  Taltro  è  a  o  p  (essendo  a — p  ^  ui, 
ove  ui  =  xy). 

Si  noti  che  quando  la  r  passa  per  Torigine  non  serve  più  Tequazione 

^  +-  — 1  =  0;  ma  è  cliiaro  che  Tequazione  [1]  conviene  a  una  retta 

parallela  a  r;  e  quindi  a7CO6a  +  l/<^<>s?  =  0  sarà  Tequazione  della  r. 
Or  questa  equazione  è  compresa  nella  forma  [1],  e  corrisponde  al  caso 
p  =  0;  in  conseguenzar  la  [i]  conviene  a  tutte  le  posizioni  della  retta  r. 

SS.  Per  ridurre  l'equazione  generale 

aiV-\-by  +  c  =0 

a  forma  normale,  si  osservi  che,  dovendo  questa  equazione  e  la  [i] 
rappresentare  una  stessa  retta,  i  loro  coefficienti  saranno  proporzionali, 
ossia  sarà,  indicando  con  a  un  fattore  incognito, 

cosa  =  a(y,    cosp  =  &a,    p  =  —  co; 

e  queste  tre  equazioni  serviranno  a  determinare  le  incognite  a  P  p  a, 
quando  vi  si  aggiunga  l'altra  equazione  ben  nota  (§  14,  [8]),  che  ora 
diviene 

cos*a  +  cos'p  —  2  cosa  cos  p  cos  ui  =  sen'ui. 

Sostituendo  qui  le  espressioni  di  cosa  e  cosp,  troviamo 

(a*  +  &•  —  2ab  cosuj)  a*  =  sen'ui, 


onde 


db  Va*  +  ò«  —  2aò  C08UI 


Quindi  sarà 

[2]  p  = 


=F  Va*  -f  6*  —  2ab  cosiu  ' 
dove  =F  è  il  segno  di  e  (poiché  p  e  senui  sono  positivi);  e  poi  si  avrà 

[3]     cosa  =  —  ,      cosp = 


±Vu^  +  l^'-2ab  C08UJ  ±  Va*  +  ò«  —  2a6co8Uj 

Sostituendo  nella  [1],  possiamo  dire  concisamente  che  il  primo 

E.  D^Ovioio,  Otomttria  antiìitica.  S 
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memXyro  deWequazione  di  una  retta  oa?  +  &y  +  e  =  0  sotto  forma 
nomuHe  è 

[4]  a{flx  +  bv  +  c)    ossia -^?^tt±É^?5^, 

Invece  di  a*  +  ^*— 2a&co8ui  si  può  (§16)  scrivere  V(a6). 
Per  assi  ortogonali  le  forinole  si  semplificano,  e  si  ha 


P=  _   ,4 — 7>        cosa= — .  ^  cosp==sena  = 


ove  ^  è  il  segno  di  e. 

Distanze,  angoli  e  triangoli. 

84.  Siano  date  le  coordinate  a?  v  di  un  punto  P,  e  sia  una  retta  r 
individuata  delle  tre  quantità  a  p  p.  Cerchiamo  la  forinola  che  esprime 
la  misura  della  distanza  Ft  fra  il  punto  P  e  la  retta  r. 

Prendiamo  OQ  =  a;,  QP  =  t/;  e  tirato  il  segmento  PM  normale  a  r, 
sicché  PM^Pr,  eguagliamo  le  projezioni  normali  delle  due  spezzate 
OQP,  ONMP  sulla  retta  a:  avremo 

0?  cos  a  + 1/ cos  p  =  p  +  0  +  M  P  =  p  —  Pr  ; 

e  quindi  la  formola  richiesta  è 

Pr  =  —  {x  cosa  +  y  cosp  —  p). 

La  condizione  perchè  il  punto  P  stia  sulla  retta  r  è  Pr  =  0,  cioè 
a;cosa-|-t/cosp  —  p=0.  Si  ottiene  cosi  un*altra  dimostrazione  della 
equazione  normale  della  retta  ;  anzi  questa  dimostrazione  vale  anche 
nel  caso  che  la  retta  passi  per  Torigine. 

Se  l'equazione  della  retta  è  data  nella  forma  generale,  basta  ridurla 
a  forma  normale;  quindi  si  ottiene  la  misura  della  distanza  fra  Per 
sotto  la  forma 

Pr  =  -g(aa>  +  &l/  +  c)=-^7  +  ^  +  tr     ' 
ove  +  è  il  segno  di  e. 
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Queste  espressioni  di  Pr  hanno  valori  positivi  o  negativi,  secondochè 
il  pnnto  P  e  Torigine  0  ai  trovano  dalla  stessa  banda  della  r  o  da 
bande  opposte:  perocché  sulla  retta  n  si  era  fissato  come  senso  posi- 
tivo quello  che  va  dairorigine  verso  r.  Si  vede  che  la  distanza  di 
un  punto  P  da  una  retta  r  è  misurata  dal  primo  memibro  cam- 
biato di  segno,  deW  equazione  normale  dir,  net  quale  si  sostituiscano 
le  coordinate  di  P. 

Per  assi  ortogonali  sarà 


ove  ±  è  il  segno  di  e. 


35.  L'angolo  di  due  rette  r  r'  si  determina  fecilmente,  quando  sono 
date  le  equazioni  delle  due  rette  sotto  forma  normale: 

X  cosa  -f  y  cosp  —  p= 0       x  cosa'  +  y  cosp'  —  p'  =  0. 

Scegliendo  infatti  i  sensi  positivi  sulle  r  r'  in  modo  che,  tirando  le 
normali  nn'  per  l'origine,  riesca  rn=r'n'  =  ^,  abbiamo  rr'^nn',  e 
quindi  rr'  s  a'  —  a  =  p'  —  p,  ed  anche  (§  14,  [12]) 

cosrr'  =  — j-[cosa  cosa'  +  cosp  cosP'— (cosa  cosp'  +  cosa'  cosp)  cosui], 
senrr'  = (cosa  cosp'  —  cosa'  cosp). 

Se  le  equazioni  delle  due  rette  son  date  nella  forma  generale,  basta 
sostituire  in  queste  formolo  le  espressioni  di  cosa,  cosp  trovate  al  §  33, 
e  le  analoghe  di  cosa',  cosp':  in  conseguenza  l'angolo  delle  due  rette 

T(ax  +  by  +  c  =  0)       r'  (a'a?  +  Vy  +  &  =  0) 

è  determinato  dalle  formole 

m'-^-W  —  [ab'  +  €Ìh)  C08UI 


cosrr'  = 


±  1/  (a*  +  6«  —  2a6  cosui)  (a'»  +  ò**  —  2a  V  cobui) 

senrr'= (a6' -  a'ft)  senm  

±  V  (a«  +  6«  —  2ah coaui) (a'«  +  6'« — 2ah* cosw) 
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ove  ±:  è  il  segno  di  cc\  ed  anche  dalla 

{ab'  —  a'b)  senui 


tgrr'  =  ; 


ac^  +  bV  — {ab' +  a'b)  costi}  ' 

La  condizione  perchè  le  due  rette  r  t'  siano  parallele  è  senrr'  =0, 

àb'  —  a'b  =  0; 

che  non  differisce  dalla  già  trovata  (§  27).    . 

E  la  condizione  perchè  le  due  rette  r  r'  siano  perpendicolari  è 
cosrr'  =  0,  ossia 

aa'  +  W — {aV  +  a'V)  cos  cu  =  0. 

Quindi  Veguazione  della  retta,  che  passa  per  un  punto  dato  {x'  y^ 
ed  è  perpendicolare  alla  retta  r  (flw?  +  ^l/  +  c  =  0),  è 


x  —  af        y—v' 
a  —  &C08U)  b  —  acoscu 


:0.     0*^-^rL^  =  _lL:il!L; 
a  —  òcoBUJ        b  —  ocosui 


la  quale  si  ottiene  facendo  coesistere  Tequazione  di  una  retta  pel 
punto  (a/  t/) 

a'{x  —  af)  +  V{y^y')  —  Q 

con  la  condizione  che  essa  sia  perpendicolare  a  r,  scrìtta  sotto  la 
forma 

a'  (a  —  b  cos  w)  +  &'  (a  —  b  cos  ui)  =  0. 

Per  assi  ortogonali  si  ha 

^^„     .                  aa'  +  W                     _^     ,  ab*  — a'b 

cosrr'  = '  senrr'  =: , 

±l/(a«  +  &^(a^+ft'*)  ±V{a^  +  ì^(a^  +  b") 

^jg^  ^_,àb*  ■—  db         ni  ^m 


(posto  m= — a:b,  w'= — «':&')•  La  condizione  di  perpendicolarità 
diventa 

aa*  -{-hV^,  0,       ovvero  mm*  =  —  1. 

E  requazione  della  perpendicolare  a  r  da  (x'  ^)  è 


x  —  af  y  —  y' 
a  b 


=  0,  0  ^'  =  SL^,o  y-y'^^ljx-x'y 
a  0  tu 
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In  tutte  queste  relazioni  non  appariscono  i  termini  noti  e  e  (f  delle 
equazioni  delle  due  rette,  ma  solo  i  coefficienti  àixey,  cioè  ab  a'  V, 
o  meglio  i  rapporti  a:ì>,  a':V.  Ciò  è  conforme  ad  un'osservazione  già 
Atta  nel  §  25. 

Invece  di  aa' +  &&' —  (aV  +  o'ft)  cosui  si  può  scrivere  ^  [,  ^  . 

SS.  L'area  del  trilatero  o  triangolo,  formato  da  tre  rette  rr'r^'  di 
date  equazioni,  si  può  calcolare  come  segue.  Siano 

ax'\-by+c  =  0       a'a?  +  &V  +  C=0       a"x  +  V'y  +  &' =  0 

le  equazioni  date;  e  nel  determinante  [aì/&']  chiamiamo  A...  i  sud- 
determinanti  complementari  di  a...  Allora  calcolando  le  coordinate 
dei  punti  r'r"  r^'r  rr',  vertici  del  triangolo,  giusta  il  §  27  abbiamo 

-•^'(^■l).    -"'ii-?!-    -^(^.^l. 

e  sostituendo  queste  coordinate  nella  formola  che  esprime  Farea  del 
triangolo  di  dati  vertici  (§  18),  otteniamo 


■g-  senui 


A 

B 

1 

C 

C 

A' 

s 

1 

C 

e 

A" 

J9" 

1 

C" 

C" 

aenui. 

'2ccrc' 


A 

B 

C 

A' 

ff 

C 

A" 

B" 

C" 

Ora  Tultimo  determinante  equivale,  com'è  noto,  al  quadrato  di  [àb'c"]; 
dunque  l'area  del  triangolo  delle  rette  tr^t"  è  espressa  da 


[àUc'^ 


2  [dh''].[a%-\.[àb'] 


senu). 


EsBSGizio  1.  Luogo  dei  punti  equidistanti  da  due  punti  fissi.  È  una  retta. 

Es.  2.  Equazione  del  circolo,  come  luogo  dei  punti  le  cui  distanze  da  un  punto 
fisso  sono  eguali  a  un  segmento  dato.  Il  circolo  é  un  luogo  dì  2^  grado. 

In  coordinate  polari  Tequazione  è  p  =»  costante,  se  il  polo  cade  nel  centro. 

Es.  3.  Luogo  dei  punti,  i  quadrati  delle  cui  distanze  da  più  punti  fissi,  mol- 
tiplicati per  numeri  assegnati,  danno  una  somma  costante.  È  un  circolo,  che 
si  riduce  a  una  retta  se  la  somma  di  quei  numeri  è  nulla. 
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£s.  4.  Luogo  dei  punti,  le  cui  distanze  da  due  punti  fissi  danno  una  somma 
costante.  È  una  curya  chiusa  ovale  di  2°  grado  (dlisèe).  Se  la  retta  dei  due 
punti  dati  si  prende  come  asse  delle  «  e  la  sua  perpendicolare  nel  mezzo  del 
segmento  fra  i  punti  dati  come  asse  delle  y,  e  se  si  chiama  2e  la  lunghezza 
di  questo  segmento  e  2a  la  somma  data,  sicché  a  >  e,  Tequazione  del  luogo  è 

Es.  5.  Luogo  dei  punti,  per  cui  ò  costante  la  differenza  delle  distanze  da  due 
punti  fissi.  Ritenute  le  conyenzioni  dell'es.  4,  ma  chiamando  ora  2a  la  diffe- 
renza data,  sicché  a<ic,  Tequazione  del  luogo  é  la  stessa  che  nell'es.  4;  ma 

è  preferìbile  di  scrìverla  così  :  — j  —  o^   ^  =  1.  Il  luogo  è  una  curva  di  2^  grado 

composta  di  due  rami  aperti  (iperbole). 

Es.  6.  Luogo  dei  punti,  per  cui  è  costante  il  prodotto  delle  distanze  da  due 
punti  fissi.  Ritenute  ancora  le  convenzioni  dell'es.  4  e  detto  m' il  prodotto  dato, 

il  luogo  è  una  curva  di  4*  gnAo,  avente  per 
equazione  (a!*  +  y*  +  c)*  —  4c*aj*  «=  m*. 

Se  m<o,  esso  si  compone  di  due  parti  chiuse 
distinte  {ovali  di  Gassuti).  Se  m  =  c,  quelle  due 
parti  vengono  a  congiungersi  in  un  punto, 
cioè  Torigine,  che  forma  un  nodo  per  il  luogo 
(Umniecata  di  Giacomo  Bebnoulli).  Se  hi  >  c, 
quelle  due  parti  si  confondono  in  una  sola, 
cioè  il  luogo  si  compone  di  un'ovale  unica.  (Nella  figura  sono  segnati  i  casi 
diversi  corrispondentemente  agli  stessi  due  punti  fissi  e  quindi  allo  stesso  e, 
ma  a  valori  diversi  dim). 

Es.  7.  Luogo  dei  punti,  per  cui  è  costante  il  rapporto  delle  distanze  da  due 

punti  fissi.  È  un  circolo  se  il  rapporto  è  diverso  da  1,  una  retta  se  il  rapporto  è  1. 

Es.  8.  Luogo  dei  punti,  le  cui  distanze  da  un  punto  fisso  e  da  una  retta  fissa 

serbano  un  rapporto  costante  diverso  da  1.  È  un'ellisse  o  un'iperbole,  secondochè 

quel  rapporto  è  minore  o  maggiore  di  1. 

Es.  9.  Luogo  dei  punti  equidistanti  da  un  punto  fisso  e  da  una  retta  fissa, 
cioè  pei  quali  il  rapporto  considerato  nell'es.  8  è  1.  È  una  curva  di  2*  grado 
composta  di  un  ramo  aperto  (parabola). 

Es.  10.  Luogo  dei  punti,  le  cui  distanze  da  due  rette  fisse  sono  uguali  o  in 
un  dato  rapporto.  È  una  retta;  e  quando  si  prescinda  dal  segno  delle  distanze, 
è.  una  coppia  di  rette  in  armonia  con  le  due  rette  date. 

Es.  11.  È  anche  una  retta  o  un  gruppo  di  rette  il  luogo  dei  punti,  le  cui 
distanze  da  rette  fisse,  moltiplicate  per  numeri  assegnati,  danno  una  somma 
costante. 

Es.  12.  Luogo  dei  punti  che,  uniti  ai  termini  di  dati  segmenti,  formano  trian- 
goli i  quali,  moltiplicati  per  numeri  assegnati,  diano  una  data  somma.  È 
una  retta. 
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.  Es.  13.  Costruire  per  punti  la  curva  avente  per  equazione  cartesiana  y  «»  awnx 
{sinusoide). 

Es.  14.  Lo  stesso  per  ys^atg»  (tangenUnde), 

Es.  15.  Lo  stesso  per  y^^logx  (logarUmiea). 

Es.  16.  L'equazione  polare  della  retta  è  pcos(<p  — (Pq)»^»,  ove  (po<P«)  ^  il 
piede  della  normale  dal  polo  alla  retta.  Se  si  sceglie  questa  normale  per  asse 
polare,  Tequazione  si  riduce  a  pcos<p  ^Pq. 

Es.  17.  L'equazione  polare  del  circolo  ^p'=^a  quando  il  pplo  è  nel  centro, 
ed  è  p  =  2acos<p  quando  il  polo  è  sul  circolo  e  Tasse  polare  passa  pel  centro. 

Es.  18.  Costruire  per  punti  la  curva  di  equazione  polare  ap"B(p  (tpiràU  di 
Abchimkdb). 

Es.  19.  Lo  stesso  per  p»a«*"^,  dove  e  è  la  base  dei  logaritmi  di  Nkfuo 
(spirale  logaritmica^. 

Es.  20.  Lo  stesso  per  p(p  =  a  (spirale  iperbòlica). 

Es.  21.  Costruire  per  punti  la  curva  di  equazione  p  ■■  — -—  ±  a  {concoide  della 
rettOf  o  di  Nicomsdz). 

Es.  22.  Lo  stesso  per  p  =^  2acos<p  +  b  (lumaca  di  Pasoàl,  o  concoide  del  cir- 
colo rispetto  a  un  suo  punto).  Se  6<2a.la  curva  ba  un  nodo  nel  polo»  se 
iss2a  dicesi  cardioide. 

2a 
Es.  23.  Lo  stesso  per  p  =» 2acos<p  {cissoide  di  Diocls). 

*^  C08<P 

L'equazione  cartesiana  è  aj(«*+  y")  —  2ay*  =  0 ,  onde  la  curva  h  di  3*  grado. 
Es.  2i.  Calcolare  la  distanza  fra  due  rette  parallele  di  date  equazioni. 
Es.  25.  L'angolo  di  due  rette  si  può  trovare  mediante  laformola 


^_tgxr;^::tgxr 


+tgxr'tgxr  ' 

sostituendovi  le  espressioni  (§  24,  [7])  di  tgxr,  tgxr'. 
Es.  26.  L'equazione  della  retta  pei  due  punti  nr^  For,  può  ricever  le  tre  forme: 

Wbofii]  (ax  +  by  +  c)  —  [a  Vi]  («'«  +  &V  +  0  =  0 

[aiòcT  (o^  +  è^y  4- <Jo)  -  [flo^^T  («la?  +  ftiy  +  <?i)  =  0 

[ax  +  by-^-e,  a\  b^  cj  =»  0. 

Eb.  27.  L'area  di  un  triangolo,  date  le  coordinate  dei  vertici,  si  può  otte- 
nere anche  calcolando  un  lato  e  la  sua  distanza  dal  vertice  opposto  e  pren- 
dendo la  metà  del  loro  prodotto. 

Es.  28.  Formare  le  equazioni  delle  mediane  di  un  triangolo  di  dati  vertici, 
e  dedurne  che  queste  concorrono  in  un  punto. 

Es.  29.  Lo  stesso  per  le  perpendicolari  ai  lati  nei  punti  medi. 
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£0.  30.  Formare  le  equazioni  delle  bisettrioi  degli  angoli  interni  ed  estemi 
di  un  triangolo,  date  le  coordinate  dei  vertici  0  le  equazioni  dei  lati.  Dedurne 
che  tre  bisettrici,  scelte  a  dovere,  0  concorrono  in  un  punto,  0  incontrano  i 
lati  opposti  in  tre  punti  di  una  retta. 

Es.  31.  Formare  le  equazioni  delle  altezze  di  un  triangolo,  date  le  coordi- 
nate dei  yerticì  0  le  equazioni  dei  lati.  Dedurne  che  le  tre  altezze  concorrono 
in  un  punto. 

Es.  32.  La  retta  dei  due  punti  P'  {x'  /)  F'  {a^'  y")  è  secata  dalla  retta  di  equa- 
zione aa:  +  Jy  +  c=sO  in  un  punto  Q,  tale  che 

(P'P"Q)  =  {ax  +hy+e):  {ax^'  +  V  +  e). 

Es.  33.  Dedurne  il  teorema  di  Mbnzlào  e  rinverso,  come  pure  il  teorema 
di  GsvA  e  rinverso,  date  le  coordinate  dei  vertici  del  triangolo. 

Es.  34.  Determinare  le  coordinate  del  piede  della  perpendicolare  dall'origine 
0  da  un  punto  dato  a  una  retta  data. 

Es.  35.  Equazione  polare  della  retta  per  due  punti  (p'  q)'),  (p''  (p'O. 

Es.  36.  Per  ogni  punto  P  della  retta  X(a«  +  ajy+c)  +  |i(a'a?4-6'y+c')  =  0 
del  fascio  determinato  dalle  due  r  {ax  +  6y  +  e  «=  0) ,  r'  (dx  +  h'y  +  e  =  0), 
si  ha 


^        Pr;./aM:^ 


—  2aVcosui 


-2a5cosui  ' 

ove  ±  è  il  segno  di  —  cc\  Se  ne  può  dedurre  Tes.  10.  E  se  ne  può  dedurre 
anche  che  la  retta  X  (uà;  -|- ...)  —  )ii(a'x  + .»)  =  0  è  coniugata  armonica  della  pre- 
cedente (cfr.  29). 

Es.  37.  Tra  le  rette  di  questo  fascio,  quella  perpendicolare  alla  retta  a^  -\- 
+  òoy  +  co*=»0  ha  per  equazione 

ax-]rhy-^e ax  +  ì>y  +  e 

Oo»  +  M  -"  (o«^ +<»W  cosui       a^  +  hjb^  —  (aj>  +  a'h^  cosai  * 

Es.  38.  Tra  le  rette  del  fascio  determinare  quelle  che  fanno  un  angolo  dato 
con  una  retta  data. 

Es.  39.  Se  si  prendono  per  nuovi  assi  cartesiani  due  rette  di  equazioni 
(W  +  6y4-c  =  0        a«  +  i'y  +  c=0, 
dette  X  F  le  nuove  coordinate  del  punto  {x  y),  si  ha 

ax  +  hy  +  e^JcY      a'x  +  h'y  +  c-^yx, 

dove  k  e  ìi^  non  dipendono  dal  punto  considerato. 

Es.  40.  Nella  notazione  abbreviata  (§  31),  introducendo  L  M  N».,  sotto  la 
forma  normale  (§  32),  si  facilita  la  soluzione  delle  questioni  in  cui  interven- 
gano distarne  fra  punti  e  rette  0  angoli  fra  rette. 

Dimostrare  che,  se  in  quadrangolo  completo  vi  sono  due  coppie  di  lati  op- 
posti perpendicolari,  tale  è  pure  la  terza  coppia. 
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CAPITOLO  VI. 
Piano   rigato. 


CoordifuOe  plùckeriane  di  una  retta. 

§  I.  Assumiamo  la  retta  come  elemento  del  piano.  Per  individuare 
una  retta  nel  piano  sì  può  procedere  in  vart  modi.  Ad  esempio,  si 
considerino  nel  piano  due  rette  fisse  o  assi  x  e  7:  ogni  altra  retta  r 
del  piano  seca  ciascuna  di  esse  in  un  punto,  e,  noti  questi  due  punti, 
è  individuata  la  retta  r.  Per  la  determinazione  dei  punti  sugli  assi 
occorrono  due  numeri,  uno  per  asse,  i  quali  saranno  dunque  le  coor- 
dinate della  retta  r.  Cosi  possiamo  adoperare  le  ascisse  p  e  qii  quei 
punti,  scegliendo  come  origine  il  punto  0  comune  ai  due  assi  ;  oppure 
adoperare  altri  sistemi  di  coordinate. 

Risulta  intanto  che  U  piano  rigato  è  una  forma  di  2*  specie. 

Or  poniamo 


e  però 


U  V 


sicché,  dati  p  e  g,  son  noti  u  e  v,  e  viceversa.  Dunque  possiamo  as- 
sumere u  e  V  come  coordinate  della  retta  r;  e  noi  diremo  u  e  vìe 
coordinate  Ptucheriane  della  retta  (dal  nome  del  grande  geometra 
Pluckbr  che  le  introdusse  nella  scienza).  Esse  sono  i  valori  opposti  e 
inversi  dei  segmenti  che  la  retta  taglia  sugli  assi, 
n  rapporto 

V       p       senyr      ^  '  ' 
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non  dipende  che  dalla  direzione  della  retta  r,  ossia  per  rette  paral- 
lele è  costante. 
Per  ogni  retta  che  passi  per  Torigine  risaltano  u  e  v  infiniti.  Ma  ad 

individuare  nna  tal  retta  basta  dare  il  valore  del  rapporto  -  relativo 

ad  una  retta  parallela  ad  essa. 

9.  Consideriamo  il  piano  come  punteggiato  e  rigato  simultanea- 
mente, e  riferiamo  i  punti  e  le  rette  di  esso  ad  una  stessa  coppia  di 
assi.  Allora,  se  la  retta  r  non  passa  per  Torigine,  la  sua  equazione  può 

mettersi  sotto  la  forma  *+^  — 1=0,  e  quindi  diviene 

wr  4- t?t/  + 1=0; 

la  quale  contiene  ìe  u  v  allo  stesso  modo  che  le  co  y. 

Dati  X  Q  y,  Tequazione  è  soddisfatta  da  infinite  coppie  di  valori  di 
i«  e  V,  e  precisamente  dalle  coordinate  di  tutte  le  rette  che  passano 
pel  punto  {xy)\  onde  si  può  chiamare  Vegmaziom  del  punto,  consi- 
derato come  centro  di  un  fàscio  di  rette. 

In  particolare:  per  ogni  retta  parallela  all'asse  x  è  u  =  0;  onde 
i«z=o  è  Tequazione  del  punto  airinfinito  suirasse  x.  Er  =  Oòrequa- 
zione  del  punto  ali*  infinito  suirasse  7.  Per  la  retta  air  infinito  è  (u  =  0, 
v  =  0). 

L'equazione  ~  =  w  individua  il  punto  airinfinito  su  quelle  rette 

parallele  r  per  cui  (xyr)  =  m. 
Se  Tequazione  della  retta  r  è  data  sotto  la  forma  generale 


si  ha  subito 


ax-\-hy-\-c=:. 

:0. 

0                  h 

«  =  -.     ,;  =  -. 

u        a 

8.  L'intima  connessione  fira  i  sistemi  cartesiano  e  plùckeriano,  per 
le  coordinate  dei  punti  e  delle  rette,  ci  dispensa  dal  trattare  diretta- 
mente le  principali  questioni  del  piano  rigato,  permettendoci  di  ricon- 
durle a  quelle  del  piano  punteggiato.  Valgano  alcuni  esempi: 
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Date  due  rette  r{uv)  r'  {u'v'),  una  retta  s  del  fascio  da  esse  deter- 
minato ha  per  equazione  (§28) 

(Xu  +  MU>  +  (Xt?  +  Mt?')y  +  (X  +  M)  =  0, 

ed  ha  quindi  per  coordinale 

jXu  +  Mu'  Xv+pLf^\ 


/Ati  +  Mu  Xv-\-}iff\ 

\  X+jx    '  X  +  M   /• 


u 

t> 

1 

tt' 

V' 

1 

tt" 

v" 

1 

Per  la  retta  armonica  di  s  rispetto  a  r  e  r'  basta  mutar  di  segno 
X  o  ^• 

La  condizione  perchè  tre  rette  r{uv)  t'(u'v')  r"(u"t?")  apparten- 
gano a  un  fascio  è  (§  28) 


=0. 


Se  le  rette  r'  (u'  i/)  r''  (u"  v")  sono  fisse  e  r  (u  t?)  varia,  questa  equa- 
zione è  quella  del  punto  comune  a  quelle  due  rette  r'  t". 

Date  nel  piano  tre  rette  non  di  un  fascio  t{uv)  r'(tt't?')  r^'Itt'V), 
ogni  retta  del  piano  ha  coordinate  della  forma  (§  30) 

(Xu  +  iiu'+vu"  Xv  +  pLv'  +  vif*\ 

\    x^-^+v    '         x  +  ji  +  v    /' 

e  possono  anche  assumersi  come  coordinate  della  retta  i  numeri  X:v 
e  m:v,  e  dirsi  coordinate  bariceniriche. 
La  distanza  fra  un  punto  P  (a;  y)  e  una  retta  t{uv)  è  (§  34) 

p^._    {ux  +  vy  +  l)aen»)    ^ 

+  Vtt'+ •*  —  2UV  COBUI 

L^angolo  di  due  rette  è  dato  da  (§  35) 

tgrr'=     .^y-"/!^fT, »  ecc. 

L*area  del  trilatero  determinato  da  tre  rette  è  (§  36) 

1         [ut/VJ 


2  [ttV'][M"l;][ul7^ 


senu). 
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JEquaiUane  del  punto,  -  Inviluppi. 

4.  Quelle  rette,  le  cui  coordinate  plùckerianeui?  soddisfanno  una 
stessa  equazione  lineare 

att  +  &t?  +  c=:0, 

passano  tutte  pel  punto  di  coordinate  cartesiane  l~,  -J  (§  2);  vale 

a  dire  che  l'eqiMzione  att  +  &t?  +  c  =  0  in  coordtiiaie  di  rette  rag- 
presenta  un  punto. 
Le  coordinate  della  retta  pei  due  punti  di  equazioni 

sono 

Un  punto  qualunque  di  questa  retta  ha  per  equazione 
\(au  +  bv  +  c)  +  }i(a'u  +  b'v  +  &)  =  0. 
E  cosi  via. 

5.  In  generale:  se  esiste  una  serie  continua  di  rette,  le  cui  coor- 
dinate uv  soddisfanno  una  data  equazione  f(uv)  =  0  (la  quale  espri- 
merà una  condizione  geometrica  per  ogni  retta  di  coordinate  u  v\ 
rinsieme  di  queste  rette  si  dice  costituire  un  inviluppo. 

L'esempio  più  semplice  d'inviluppo  ò  offerto  dalla  equazione  lineare 
au  +  ì)v  +  c=0:  in  questo  caso  T inviluppo  è  un  punto. 

Se  esistono  coppie  di  valori  non  entrambi  reali  ài  u  e  v  soddisfa- 
centi la  f(uv)==0,  diremo  che  esse  determinano  rette  imaginane;  e 
in  particolare  rette  complesse-coniugate  quando  le  coordinate  omonime 
sono  numeri  complessi-coniugati. 

Date  due  equazioni  fra  u  e  t?,  se  esistono  coppie  di  valori  reali  o 
imaginart  di  u  e  i;  soddisfacenti  queste  equazioni,  esse  determinano 
altrettante  rette  reali  o  imaginarie  formanti  un  gruppo  discreto. 

Si  noti  che  due  rette  complesse-coniugate  {u^  +  iu^^  t^^  +  ^^t)» 
{u^  —  ^u,,  v^  —  iv^  han  comune  un  punto  reale,  la  cui  equazione  è 


=  0. 


u 

V 

1 

«1 

«1 

1 

«t 

«» 

0 
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È  chiaro  che  in  un  piano  un  ponto  reale  ed  uno  complesso,  o  due 
complessi  non  coniugati,  faidividuano  una  retta  complessa;  che  la  co- 
niugata di  questa  retta  contiene  1  punti  complessi  coniugati  di  quelli 
della  prima;  e  che  sulle  due  rette  esiste  un  unico  punto  reale,  cioè 
il  punto  comune  ad  entrambe. 

Dualmente:  in  un  piano  una  retta  reale  ed  una  complessa,  o  due 
complesse  non  coniugate,  individuano  un  punto  complesso;  pel. coniu- 
gato dì  questo  passano  le  rette  complesse  coniugato  di  quelle  passanti 
pel  primo;  e  per  ciascuno  dei  due  punti  passa  una  sola  retta  reale» 
cioè  la  retta  che  li  unisce. 

EssBcizio  1.  Le  forinole  per  la  trasformazione  delle  coordinate  plùckeriane 
delle  rette  sono  le  seguenti: 

Se  u  V  sono  le  prìmìtiye  e  U  V  le  nuove  coordinate,  si  ha  per  una  trasla- 
zione degli  assi 

tt  v 

V^ r-T— r-T  F=- 


au  +  bv  +  l  au  +  bv  +  1* 

e  86  si  muta  anche  la  direzione  degli  assi, 

u  senXy  -f-  p  senxX  u  senYj  +  ^  aenxY 

"{au+bv  +  D  senxjr  ^{au  +  bv  +  l)  senxy  ' 

Ee.  2.  Applicare  la  notazione  abbreviata  al  piano  rigato. 
Es.  3.  Cercare  direttamente,  indipendentemente  dalle  coordinate  cartesiane^ 
le  principali  formolo  del  piano  rigato. 
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CAPITOLO  VII. 
Stelle  di  rette  e  di  piani. 


Coordinate  di  tma  retta  o  di  un  piano  neUa  gtéUa. 

§  I.  Ciascuna  retta  di  una  data  stella  di  rette  è  secata  da  un  dato 
piano  (che  non  passi  pel  centro  della  stella)  in  un  punto,  e  per  coor- 
dinate delle  singole  rette  della  stella  si  possono  assumere  le  coordinate 
dei  rispettivi  punti  di  quel  piano  punteggiato.  Si  possono  anche  conside- 
rare due  rette  fisse  della  stella  come  assi  di  due  fasci  di  piani;  per 
ogni  retta  della  stella  passa  un  piano  dell*  un  fascio  e  un  piano  del- 
Taltro,  e  le  cordinate  dei  due  piani  nei  due  fasci  individueranno  quella 
retta,  ossìa  ne  saranno  le  coordinate.  Quindi  la  stella  di  rette  è  una 
forma  di  2^  specie. 

Ciascun  piano  di  una  data  stella  di  piani  è  secato  da  un  dato  piano 
(che  non  passi  pel  centro  della  stella)  in  una  retta,  e  per  coordinate 
dei  singoli  piani  della  stella  si  possono  assumere  le  coordinate  delle 
rispettive  rette  di  quel  piano  rigato.  Si  possono  anche  considerare  due 
piani  fissi  della  stella  come  sostegni  di  due  fasci  di  rette  aventi  lo 
stesso  centro  della  stella;  ogni  piano  della  stella  contiene  una  retta 
dell'un  fascio  e  una  deiraltro,  e  le  coordinate  di  queste  due  rette  fa- 
ranno da  coordinate  del  piano.  Quindi  la  stella  di  piani  è  una  forma 
di  P*  specie. 

Quelle  rette  di  una  stella,  le  cui  coordinate  soddisfanno  ad  una  data 
equazione,  costituiscono,  in  generale,  un  cono,  che  è  il  loro  luoffo.  E 
r  insieme  di  quei  piani  di  una  stella,  le  cui  coordinate  soddisfanno  ad 
una  data  equazione,  dicesi  inviluppo  di  essi. 

Le  rette  e  i  piani  imaffinari  della  stella  si  definiscono  in  modo 
analogo  ai  punti  ed  alle  rette  imaginarie  del  piano. 
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Prelezione  eentrdle  o  parallela  eu  un  plano. 

!9.  Quelle  rette  di  una  stella  di  centro  8  che  passano  per  dati  punti 
▲  BC...  secano  un  piano  TI'  in  punti  l'B'C'...,  che  diconsilei>rQ/e- 
zicmi  di  quelli  dal  centro  8  sul  piano  Tf .  Se  un  punto  percorre  il  se- 
gmento AB^  la  sua  projezione  percorre  il  segmento  A'B'  proiezione 
di  AB^  se  P  percorre  il  perimetro  del  triangolo  ABO,  F  percorre  il 
perimetro  del  triangolo  A'B'C  projezione  di  ABO;  ecc. 

Se  le  rette  projettanti  sono  parallele.  A'...,  A'B'...,  A'B'C...  sono  le 
proiezioni  di  A...,  AB...,  ABC...  su  TT',  secondo  la  comune  direzione  di 
quelle  parallele  (che  in  particolare  può  essere  normale  a  TT').  Allora 
le  projezioni  di  una  flgura  su  piani  paralleli  sono  eguali. 


3.  Se  il  segmento  A'B'  è  la  projezione  normale  del  segmento  AB  su  TT, 
detta  r  la  retta  del  segmento  AB ,  r'  la  retta  del  segmento  A^',  ed  n 

la  direzione  normale  a  TT,  sicché  sia  ut'  =  |^,8i  ha  fàcilmente  (III,  9  [6]') 

A'B'=:ABsenar. 

Si  suol  definire  Tangolo  rr',  complemento  di  nr,  come  angolo  della 

retta  r  col  piano  TT,  e  sMndica  con  rTT,  e  la  sua  misura  con  rTT;  sarà 
dunque  altresì 

A'B'=:ABCOSrn. 

4.  Sia  ora  ABC  un  triangolo  in  un  piano  TT.  Se  un  lato  AB  del  trian- 
golo ABC  giace  in  TT',  e  C  è  la  projezione  normale  di  C  su  TT',  sarà 
ABC'  la  projezione  normale  di  ABC  su  TT'.  Tirata  CD  normale  alla 
retta  AB,  sarà  anche  C'D  normale  a  AB,  ed  avremo 

ABC  :  ABC  =  CD: CD. 

Ora  C'D  :  CD  equivale  ai  coseno  deirangolo  delle  due  rette  cui  i  se- 
gmenti CD  CD~  appartengono,  e  questo  angolo  è  misurato  dallo  stesso 
numero  che  il  diedro  dei  due  piani  TT  TT';  dunque 

ABC'=ABCcosnn'. 

Se  solo  un  vertice  A  cade  in  TT',  la  retta  TTTT'  passa  per  A,  e  in  un 
punto  £  di  essa  sMncontrano  BC  e  B'C.  Avremo,  come  dianzi, 

AEB'  =  AEB  cosTTn',        AEC'  =  AEC  COS  TTn'  ; 
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e  quindi,  sommando  o  sottraendo  secondo  i  casi, 

AB'0'  =  ABCC0STTTr. 

Se  nessun  vertice  cade  in  TI',  si  può  sostituire  a  TT  un  piano  paral- 
lelo per  un  vertice;  e  quindi  anche  allora 

À'B'C'  =  ABCC08TTn'. 

In  generale  dunque:  se  un  triangolo  si  projeiia  normalmente  su 
un  pianOy  l'area  del  triangolo  prelezione  è  uguale  all'area  di  esso 
triangolo  moltiplicata  pel  coseno  del  diedro  dei  piani  dei  due  triangoli. 

Triedranietria  e  trigonometria  sferica. 

5.  Siano  a  b  0  tre  rette  di  una  stella,  e  scegliamo  su  esse  i  sensi 
positivi.  Queste  rette  determinano  tre  piani  be  ea  ab,  che  indicheremo 
con  a  p  T,  e  scegliamo  le  pagine  positive  su  questi  piani.  Tiriamo  le 
rette  della  stella  a'  b'  o'  normali  ai  piani  medesimi,  sicché  saranno 
determinati  i  sensi  positivi  su  a'  b'  e'.  Saranno  anche  a  b  o  normali 
ai  piani  bV  cV  a'b',  che  indicheremo  con  a'  P'  r';  e  quindi  saranno 
determinate  le  pagine  positive  di  questi  piani. 

Il  triedro  abc  ha  per  spigoli  a  b  e,  per  facce  gli  angoli  bo  ca  ab 
e  per  diedri  pr  T«  ap.  E  il  triedro  a'bV  ha  per  spigoli  a'  b'  e',  per 
facce  bV  cV  iv  e  per  diedri  PY  t^'  o^  .  Cotesti  due  triedri  di- 
remo polari  0  reciproci. 

Com*  è  noto  (IV,  2),  le  facce  bV  cV  aV*  del  2*  saranno  misurate 
dagli  stessi  numeri  che  i  diedri  Py  ya  ap  del  i\  e  le  facce  bc  ra  ab 
del  1®  saranno  misurate  dagli  stessi  numeri  che  i  diedri  ^^  f^  e??' 
del  2«;  cioè  sarà 

bV  =  pT,    cVz=Ta,     a'b'  =  ap,    pY  =  6c,    T'a'  =  ca,    a'p^  =  ab- 

Consideriamo  ora  una  sfera  che  abbia  per  centro  il  centro  S  della 
stella.  Percorrendo  le  rette  della  stella  abe...  a  partire  da  S  nei  loro 
sensi  positivi  fino  a  incontrare  la  sfera,  s'individuano  sulla  sfera  altret- 
tanti punti  À  B  G ...  Se  una  retta  descrive  un  angolo  piano  ab  nel 
verso  positivo,  il  corrispondente  punto  della  sfera  descrive  un  arco 

di  circolo  massimo  AB  nel  verso  i>o^^^2t'0,  e  cosi  via.  Laonde  al  triedro 


Digitized  by  VjOOQiC 


Gap.  VU  .  §  5,  6 


97 


abe  corrisponde  un  triangolo  sferico  individuato  ÀBC ,  e  t  lati  e  gli 
angoli  del  triangolo  ABC  hanno  le  stesse  misure  delle  facce  e  dei  diedri 
del  triedro  ab«.  Del  pari  al  triedro  a'bV  corrisponde  un  altro  trian- 
golo sferico  À'B'C^  i  cui  lati  ed  angoli  hanno  le  stesse  misure  delle 
facce  e  dei  diedri  di  a'bV.  E  però  i  lati  e  gli  angoli  delFun  trian- 
golo ABO  hanno  le  stesse  misure  degli  angoli  e  dei  lati  delFaltro  ▲'B'G^ 
Cotesti  due  triangoli  àìremo  polari  o  rec^oci.  Poiché  è  chiaro  che 

À'  B'  C  sono  poli  di  BC  ci  AB  e  A  B  G  sono  poU  di  FC'  C^'  ^B'. 

Come  ogni  coppia  di  triedri  polari  individua  una  coppia  di  triangoli 

sferici  polari  (dato  che  sia  il  raggio  della  sfera),  cosi,  viceversa,  ogni 

coppia  di  triangoli  sferici  polari  individua  una  coppia  di  triedri  polari. 

•.  Ciò  posto  nei  piani  p  r  tiriamo  per  S 
le  rette  d  e  normali  a  a,  sicché  gli  angoli 

retti  ad  ae  siano  positivi  {*);  e  tiriamo 
BD  GB  normali  a  a.  Se  si  assume  il 
raggio  della  sfera  come  unita,  risulta 

SB  =  cosab,    DB  =  senab, 

SE  ==  cosae ,     EG  =  senae  ; 

quindi  projettando  normalmente  SB  e 
SDB  su  e,  abbiamo 

cosbe  =  cosab  cosac  +  senab  cosdo  ;  "e 

e  projettando  9€  e  SEC  su  d,  abbiamo 

cosde  =  cos  ae.O  -f  senaecosde  =  senaecosde. 

Ma  de  =  Pt;  quindi  sostituendo  concludiamo 

cos  be  =  cos  ab  cos  ae  -f-  sen  ab  sen  ao  cos  Pt- 

Otteniamo  cosi  tre  relazioni  fra  le  facce  del  triedro  e  uno  deisrioi 
diedri: 

I  cosbe  =  cosea  cosab  —  senea  senab  cosPt  » 
cosca  =  cosab  cosbe  —  senab  senbe  cosra, 
cosab  =  cosbe  cosea  —  senbe  senea  cosap. 


(*)  Nella  figara  le  pagine  positive  di  P  T  si  suppongono  scelte  in  modo  che 
gli  angoli  ab  ae  siano  positivi. 

E.  D'Ovidio,  Geometria  anaUUca.  7 
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9,  Dalla  prima  di  queste  relazioni  si  ricava 

^^a        cosca  cosab  —  cosbc 
"^PT^         ,en««sen«b         ' 

e  quindi 

sen'BY  =  i  -  COS*  Bt  =  '^'^'^'^  een'ab-Ccoaca  cosab  ~  cosbc)» 
^  ^  sen'ca  sen'ab 

(1  —  cosmea)  (1  -—  cos'ab)  —  (cosca  cosab  —  cosbc)^ 

■~  sen'casen'ab  ' 

onde 

r.^^       sen'pY 1  +  2co8bc  cosca  cosab  —  oos^bc  —  cosmea  —  cos'ab 

sen^bc  (senbc  senca  senabf 

li  2*  membro  evidentemente  non  si  altera  permutando  a  b  e;  e  però 

sfìn'^ci       sfin'oiB 

esso  equivale  anche  a  — |^  e  — ^,  Dunque  sarà,  in  valore  assoluto 
ro-|  sengT senta 


senbc       senca        senab  ' 

E  cosi  sarà  anche  in  segno;  poiché,  se  fosse  il  i*"  rapporto  eguale  a 
meno  il  2^",  sarebbe  del  pari  il  2:*  eguale  a  meno  il  3"",  e  il  3*  eguale 
a  meno  il  1^;  tre  cose  incompatibili. 

Insomma:  i  seni  delle  facce  del  triedro  sono  proporzionali  ai  seni 
dei  diedri  opposti. 

9.  Da'  calcoli  ora  tatti  si  ricava 

l+2cosbc  cosca  cosàb —cos*bc— cosmea— cos*ab=sen*ca  sen'ab  sen'Pr- 

Il  secondo  membro  è  il  prodotto  di  tre  seni  quadrati,  numeri  che 
stanno  fira  0  e  1  ;  dunque  il  primo  membro  è  sempre  compreso  fra  0 
e  1  ;  e  però  la  sua  radice  quadrata,  presa  col  segno  di  sencasenabsen3Y, 
può  assumersi  come  seno  di  un  certo  angolo.  Nulla  impedisce  di  de- 
finire questo  angolo  come  il  quantum  del  triedro  abc  (Staudt,  1842); 
sicché  potremo  porre 

[5]       sen*  abc  =  1  +  2cosbccoscacos  ab  —  cos*  bc  —  cos*  ca  —  cos*  ab 

1  cosab  cosac 
cosba  1  cosbc 
cosca    coscb        1 
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e  precisamente 

[6]  8enmbe=senem  senmb  seiìpT=seiuib  senbe  seiìTa=seiib€  senea  senap. 

Si  noti  che  senmbe  muta  s^no  se  si  scambiano  due  delle  rette  m  b  e; 
onde 

[7]  sénmbe  =  senbea  =  seneab  =  —  senaeb  =  —  senbae  =  —  seneab. 

Si  noti  inoltre  che  senabo  si  riduce  a  zero  solo  quando  è  zero  uno 
dei  suoi  &ttori  senbe  senea  senab  senpr  senrasenap,  ossia  quando 
le  tre  rette  a  b  e  sono  di  un  fascio,  tutte  distinte  o  no. 

Diviene  poi  senabe  uguale  a  ±  1  quando  il  valore  assoluto  di  cia- 
scuno di  quei  seni  è  1;  ossia  quando  le  rette  abe  sono  mutuamente 
normali,  come  pure  i  piani  a  p  r*  Questo  è  il  caso  del  triedro  triret- 
tangolo. 

•.  Applicando  le  esposte  relazioni  al  triedro  a'b'e',  e  ricordando  che 
aV=:ap,...,  ab=a'p',...,  troviamo  le  seguenti  relazioni  fra  i  diedri 
ed  una  faccia  del  triedro  proposto  : 

IcosPt  =  cosra  cosap  —  senya  senap  cosbe , 
costa  =  cosap  cospr  —  senap  senPr  cosea  , 
cosap  =  cosPt  cosTa  —  senPr  senya  cosab. 

Qui  possiamo  porre  (scrivendo  senaPr  invece  di  sena'bV) 

[9]    sen'aPr  =  1  +  2cosPt  costa  cosap  —  cos*  pT  —  cosato  —  cos*  ap, 

e  precisamente 

[10]  senaPr  =  senPr  senya  senab  =  senya  senocp  senbe  = 

=  senap  senBT  senea. 
Per  senaPr  vale  quel  che  si  è  detto  circa  i  valori  0,  ±  1  di  senabe. 

IO.  Se  il  triedro  abe  è  rettangolo,  e  precisamente  se  i  piani  s  T 
sono  perpendicolari  in  modo  che  sia  bt  =  ^  >  allora  quelle  tra  le  pre- 
cedenti relazioni  che  contengono  Pt  divengono 

[il]  cosbe  =  cosea  cosab, 
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[12]  senea  =  senbe  senyot,         senab  =  senbo  senap, 

[13]  san  abo = sen  ea  sen  ab , 

[14]  cosbc  =  cetra  cotap, 

[15]  costa  =  — sen ap  cosea,       cosap  =  — senyacosab, 

[16]  senaPr  =  senya  senab  =  senap  senea, 

mentre  le  altre  relazioni  non  mutano  aspetto. 

il.  Torniamo  a  an  triedro  qualunque.  Ed  osserviamo  che,  se  a'' è 
la  retta  comune  ai  due  piani  perpendicolari  a  e  aa',  il  triedro  rettan- 
golo a"ea  dà  senea  8enap:=  sena''a=:cos  aa',  potendo  supporsi  aV=:  ^  ; 

onde  Tespressione  senbe  senea  sen ap  di  senabe  diviene  senbe  cosaa'. 
Dunque  sussistono  le  relazioni 

[17]  senabe  =:  senbe  cosaa'  =  senea  cosbb'  =  sen  ab  cosee'. 

É  poi  fàcile  dimostrare  che,  dualmente,  si^sistono  anche  le  rela- 
zioni 

[18]  senapT  =  sen  Pt  cos  aa'  =  senyacos  pp'  =  senap  cosn'- 

19.  Tutte  le  relazioni  dianzi  dimostrate  si  applicano  al  triangolo 
sferico  ABC,  bastando  mutare  le  misure  be  ea  ab  delle  fàcce  nelle  mi- 
sure BO  01  AB  dei  lati  del  triangolo  ABC,  e  le  misure  Pr  ra  ap  dei 
diedri  in  quelle  degli  angoli  del  triangolo  ABC,  le  quali  s*indicano 
brevemente  con  ABO.  Ma  non  intendiamo  qui  sviluppare  tutta  la  tri- 
gonometria sferica,  benché  in  quelle  relazioni  vi  siano  già  i  fonda- 
menti di  essa. 

EssBCizio  1.  In  un  triedro  qualunque  sì  ha 

cotbe  aenea  -f-  cosca  cosap  +  senap  cot^r  "^  0 ,  ecc. 
Es.  2.  In  un  triedro  rettangolo  si  ha 

—  tgab  sa  tgbe  costo  =  senca  tgap , 

—  igea  =  tgbe  cosap  =  senab  tgra , 
tg*be  -=  tg«ea  +  tg«ab  +  tg*ea  tg«ab , 
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tg*ca  =  tgcbtgca",    tg<ab=>i^boigba",    aen'aa'' =  tgba"  tgc»", 

tgba*  :  tg«a"  =a  co8*aP  :  costar . 

£6.  3.  Posto  in  un  triedro  qualunque  bc  -f-  Oft  +  ^b  =  28,  si  ha 

sen'abe  =  48en«  sen  («  —  bc)  sen  (*  —  ca)  sen  (*  —  ab). 

Es.  4,  Posto  inoltre  Pt  +  Yo  +  «P  ==  2a,  si  ha 

sen'oPT  =  ^sena  sen  (a  —  py)  sen  (a  —  ya)  sen  (a  —  oP). 

X.     e  o^  sen'abc  ^.^  sen'apr 

Es.  5.  8enaPT=  — rr — -r,     8enabc=  — 5- ^ -^  . 

senbe  senoa  senab  senPr  sen  to  senop 

—    ^  senabc      senbc      senta senab 

senopT       senpT       senya      senap  * 

Ee.  7.  Trovare  pel  triedro  e  pel  triangolo  sferico  gli  analoghi  dei  teoremi 
di  Cbta  e  di  Mbset^ao  relativi  al  triangolo  rettilineo. 
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CAPITOLO  vm. 

spazio  punteggiato. 


Coordinate  cartesiane  e  polari  di  un  punto. 

§  i.  Per  individuare  i  punti  dello  spazio  il  sistema  di  coordinate 
più  in  uso  è  quello  che  dicesi  cartesiano,  non  essendo  che  un'esten- 
sione delFomonimo  sistema  pei  punti  di  un  piano. 

Fissiamo  un  punto  0  nello  spazio;  e  per  questo  punto  conduciamo 
tre  rette  x  y  i,  le  quali  non  stiano  in  un  piano,  e  quindi  determinino 

tre  piani  distinti  yi  n  tj.  Imaginiamo 
lo  spazio  solcato  da  un  sistema  di  piani  pa- 
ralleli a  jMf  d&  un  sistema  di  piani  paralleli 
a  n,  e  da  un  sistema  di  piani  paralleli 
a  xy.  Per  un  punto  qualunque  P  dello 
spazio  passa  un  piano  di  ciascun  sistema; 
questi  tre  piani  secano  rispettivamente  le 
rette  x  y  i  in  tre  punti  À  B  G ,  i  quali  in- 
dividueranno i  tre  numeri  x  y  z,  che  mi- 
surano i  segmenti  ÒT  ÓB  "ÓC"  riferiti  a 
una  stessa  unità  lineare  (o  anche  a  diffe- 
renti unità),  quando  su  quelle  tre  rette  si 
siano  assegnati  i  sensi  positivi.  Viceversa  :  dati  questi  numeri  xy  z, 
sono  individuati  i  punti  A  B  C,  e  quindi  i  tre  piani  per  essi,  ed  il  punto 
P  comune  a  questi  tre  piani.  I  numeri  xy z  si  possono  dunque  as- 
sumere come  coordinate  del  punto  P,  e  diconsi  coordinate  cartesiane 
0  parallele. 

Resta  cosi  provato  che  lo  spazio  punteggiato  è  una  forma  di 
3»  specie. 

Il  punto  0  dicesi  origine  delle  coordinate,  le  rette  x  y  i  e  i  piani 
yi  sx  xy  diconsi  assi  e  piani  coordinati.  Quando  gli  assi  (e  quindi 
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anche  i  piani)  sono  mutuamente  perpendicolari,  cosi  gli  assi  come  le 
coordinate  si  dicono  ortogonalt 

Pei  punti  dei  piani  yisxxy  è  rispettivamente  07=0,  v=0,  ;ar=0. 
Pei  punti  di  un  asse  sono  nulle  le  coordinate  relative  agli  altri  due 
assi.  Per  Torigine  sono  nulle  tutte  tre  le  coordinate. 

Punti  di  eguale  x  sono  in  un  piano  parallelo  a  j%,  ecc. 

I  tre  piani  coordinati  dividono  lo  spazio  in  otto  triedri.  I  sensi  po- 
sitivi degli  assi  determinano  quel  triedro  che  contiene  i  punti  di  coor- 
dinate tutte  positive;  nel  triedro  opposto  si  trovano  i  punti  di  coor- 
dinate tutte  negative;  e  negli  altri  sei  triedri  si  trovano  i  punti  che 
hanno  due  coordinate  di  un  segno  e  una  del  segno  opposto.  I  punti 
(^f  Vi  X)  (—0?,  — y,  —z)  sono  simmetrici  rispetto  airorigine;  e  se  le 
coordinate  sono  ortogonali,  i  punti  (rr,  y,  z)  {—x,  v,  z)  sono  simme- 
trici rispetto  al  piano  7%  e  i  punti  {x,  y,  z)  {x,  —y,  — z)  rispetto  ai- 
Tasse  x;  ecc. 

I  tre  piani  coordinati  e  i  loro  paralleli  pel  punto  P  costituiscono  un 
parallelepipedo,  di  cui  0  e  P  sono  due  vertici  opposti,  il  v^tore  OP 
è  una  diagonale,  e  A  B  G  sono  altri  tre  vertici.  Se  si  projetta  il  punto 
P  mediante  rette  parallele  agli  assi  x  7  se  sui  piani  71  sx  X7  nei  punti 
DBF,  questi  saranno  i  rimanenti  vertici  del  parallelepipedo.  I  punti 
DBF  hanno  ciascuno  due  coordinate  comuni  con  P  e  la  terza  nulla. 

Le  coordinate  xyz  ài  F  misurano  le  componenti  0  projezìoni  01 
ÒB  ÓO  del  vettore  ÒP  sugli  assi,  &tte  parallelamente  ai  piani  coordi- 
nati. Esse  misurano  anche  i  lati  della  spezzata  OAFP  e  (salvo  Tordine) 
delle  spezzate  OBFP  OBDP ...  In  altri  termini,  misurano  le  compo- 
nenti del  vettore  OP  su  x  7  i  (V,  6). 

9.  Noi  abbiamo  ridotto  la  determinazione  dei  punti  dello  spazio  a 
quella  degli  elementi  di  tre  forme  di  1*  specie,  che  sono  le  tre  pun- 
t^giate  sulle  rette  x  7  g,  0  meglio  i  tre  sistemi  (fasci  impropri)  di  piani 
paralleli  a  71  ix  7X.  Più  generalmente  :  se  consideriamo  tre  fàsci  di 
piani  i  cui  assi  non  concorrano  in  un  punto,  per  ogni  punto  dello  spazio 
passa  un  piano  di  ciascun  fàscio;  e  scelti  ad  arbitrio  dei  sistemi  di 
coordinate  per  i  piani  di  questi  fasci,  le  coordinate  dei  tre  piani  sud- 
detti faranno  da  coordinate  per  il  loro  unico  punto  comune. 

II  sistema  delle  coordinate  polari  è  il  seguente: 

Sia  0  un  punto  fisso  (poloj,  x  una  retta  fissa  per  esso  ('asse  pò- 
lare),  e  E  un  piano  fìsso  per  x  (piano  polare).  Per  un  punto  qua- 
lunque P  passa  un  piano  del  fascio  che  ha  per  asse  x;  in  questo  piano 
esiste  un  fascio  di  rette  che  ha  per  centro  0  e  di  cui  una  retta  passa 
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per  P;  e  su  questa  retta  esiste  una  punteggiata  di  cui  P  è  un  ele- 
mento. È  chiaro  che,  scelti  quei  sistemi  di  coordinate  che  più  piac- 
ciano per  gli  elementi  del  fàscio  di  piani,  del  fàscio  di  rette  e  della 
punteggiata,  si  ottengono  tre  coordinate  per  P. 
Sceglieremo  come  tali:  il  numero  (p  che  misura  il 
diedro  del  piano  xP  col  piano  E,  il  numero  6  che 
misura  T  angolo  della  retta  OP  con  x,  e  il  nu- 
mero p  che  misura  il  segmento  OP. 

Qui  P  è  determinato  come  punto  comune  alle 
seguenti  tre  superficie  (mutuamente  ortogonali): 
un  piano  per  z,  cioò  il  piano  xP  ;  un  cono  di  ro- 
tazione che  ha  0  per  vertice  e  x  per  asse,  cioè 
quello  che  passa  per  la  OP;  una  sfera  di  centro  0,  cioè  quella  di 
raggio  OP. 


X- 


JBaricentro.  -  Punti  d4  una  retta  o  di  un  piano. 
Coordinate  heiricentriche  di  un  punto. 

3.  Adoperiamo  coordinate  cartesiane,  e  siano  P^  {x^  y^  z^  P,  {x^  y^  z^) 
due  punti,  m^  m,  due  numeri  (pesij  che  annettiamo  ai  due  punti.  Il 
baricentro  dei  punti  P^  P,  coi  pesi  m^  m^ò  (II,  6)  quel  punto  P 
{x  y  z)  della  retta  P^P,,  per  cui  P^P  :  V^  =  ^m^:m^\  ed  ogni 
punto  della  retta  può  considerarsi  come  baricentro  di  P|  e  P^,  purché 
ad  essi  si  annettano  due  pesi  convenienti  m^  m^.  Ora  projettando  P| 
P,  P  in  A^  A,  A  sulla  X  secondo  il  piano  ys,  risulta  anche  A^A:  A^à 
=  — m^im^,  onde  A  è  il  baricentro  del  punti  A^  A,  coi  pesi  m^  m^\ 
e  siccome  OA|=a?^  0A,  =  a?2  0A  =  a7,  cosi  le  coordinate  del  bari- 
centro  dei  due  punti  P^  P,  coi  pesi  m^  m^  sono 

Le  tre  ultime  equazioni  equivalgono  alle 


[2] 


X  —  Xi  


m^ 


mi         z  —  Zi  i»i  ' 


x  —  x^  wi       y— yi 

dalle  quali,  eliminando  —m^:m^^  si  ottengono  le  due  condizioni 


[3] 


x  —  xx y —  y\ z  —  zx 

X  —  a?i      y^Vt      z  "  Zt 
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necessarie  e  sufficienU  perchè  i  tre  punti  P  P^  P,  siano  in  una 
retta. 
Scritte  le  [2]  sotto  la  forma 


[4] 


mj^x  —  x^  +  ?nj(a7— 07,) = 0 

^i(y  —  Vi)  +  Wt(y  —  y«) =0 
^i(^— -3^0  +  m,(^  — z,)  =  0, 


si  hanno  tre  equazioni  lineari  omogenee  in  m^  m,,  e  le  condizioni 
della  loro  coesistenza  si  compendiano  scrivendo 


[5] 


x  —  x^     y  —  Vi     z  —  Zt 
x  —  x^     y  —  Vt     z  —  z^ 


=  0, 


con  che  si  esprìme  che  questa  matrice  rettangolare  ha  la  caratteri- 
stica 1,  e  ciò  equivale  a  due  condizioni  {App.  §§  15  e  16). 

Le  condizioni  [5J  equivalgono  alle  [3]. 

Ponendo  m^  -[-  m,  =  A,  si  hanno  le  quattro  equazioni 

[6]      nx  =  m^x^  +  mjfl?g    ky  =  mjf^ + m,y,    kz  =  m^z^  +  m^z^ 

lineari  omogenee  in  A  m^  m,;  e  le  condizioni  perchè  esse  coesistano 
per  valori  non  tutti  nulli  di  m^  m,  A  si  compendiano  scrìvendo 


m 


X  y  z  i 
X,  y^  z,  1 
^t   y%    ^2    i 


=  0, 


con  che  si  esprime  che  questa  matrice  ha  la  caratteristica  2,  e  ciò 
equivale  a  due  condizioni.  Ritroviamo  così  sotto  altra  forma  le  due 
condizioni  perchè  i  tre  punti  siano  in  una  retta;  ma  esse  equival- 
gono alle  [3J  0  [5]. 
É  chiaro  che  si  possono  permutare  comunque  i  punti  P  P^  P,. 


4.  Sia  Y(xyz)  il  barìcentro  di  tre  punti  ^i^x^  y^  z^  P,(a7,  y^  z^ 
^3(^8  Vs  ^s)  coi  pesi  m^  m,  m^.  Segue  da  quel  che  abbiamo  detto  pel 
caso  di  due  punti  che 


«•1  +  »»a  +  W3 


wi -j- wii  +  mi  wi  +  iwi  +  ^iia   * 
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Se  i  tre  punti  P^  P,  P,  individuano  un  piano,  è  noto  (V,  13)  che 
ad  ogni  coppia  di  valori  di  m^  :  m,  m^  :  m^  corrisponde  un  punto  P 
del  piano,  e  viceversa.  Or  togliendo  i  fratti  abbiamo  le  tre  equazioni 
lineari  omogenee  in  m^  m^  m, 

m,(a?— a?i)  +  mjjx> — x^ + ^Jix-^co^)  =  0 
mSy—vd  +  Wf(l/— Vi)  +  m4y^y^  =  0 
mSjs—z,)  +  mj^z—z^)  -f  mjiz—z^)  =  0, 

e  la  condizione  di  loro  coesistenza  per  valori  non  tutti  nulli  di  m, 
m,  m^  è 


y  —  Vi   v  —  v%   v  —  Vz 


z  —  z. 


z  —  z. 


:0; 


questa  è  dunque  la  condizione  perchè  i  quattro  punti  P  P,  P^  P, 
stUmo  in  un  piano. 

É  chiaro  che  si  possono  permutare  comunque  i  quattro  punti  in 
questa  condizione. 

Le  tre  formolo  che  forniscono  le  coordinate  del  baricentro  di  tre 
punti  equivalgono  alle  quattro  seguenti  equazioni: 

ìico  =  m^x^  +  ^«^2  +  ^8^3 
hy  =  m,y,  +  m,y,  +  m^^ 
hz  =  m^ar,  +  m^z^  +  ^A 
k   =m^      +m^    +in^; 

e  la  condizione  di  loro  coesistenza  per  valori  non  tutti  nulli  di  m, 

1 


X  y  z 

X,  y,  z^  1 

a?,  Ve  z^  1 

a^s  Vi  ^3  ^ 


=  0,    ossia  [a;  Vi  ^,  13]  =  0; 


e  questa  è  ancora,  sotto  altra  forma,  la  condizione  perchè  i  quattro 
punii  stiano  in  un  piano. 

5.  Il  baricentro  P  di  quattro  punti  P^  P,  P3  P^  coi  pesi  m^  m^ 
m,  m^  ha  per  coordinate 


Digitized  by  VjOOQ iC 


Gap.  VIU  .  §  5  107 

wi  +  mt  +  f»8  +  m4 

mi  +  *fi2  +  «la  +  W4 
^  ^^  ^»^i  +  »»i^  +  «*ag3  +  ^*g4 

*»1  +  »•«  +  »W  J  +  »»4 

P.  es.  il  centro  delle  medie  distanze  0  vunto  medio  dei  quattro 
punti  ha  le  coordinate 

\{X,'\'X^+X^  +  X^)      i(i/^+|/,4.y3+y^)    j(^i  +  ^t  +  ^3  + -^4) ; 

ed  è  Ikcile  vedere  che  per  esso  passano  i  quattro  segmenti  congiun- 
genti  i  vertici  del  tetraedro  dei  quattro  punti  ai  punti  d*  intersezione 
delle  mediane  delle  facce  opposte,  nonché  i  tre  segmenti  congiungenti 
i  punti  med!  di  due  spigoli  opposti  del  tetraedro.  I  primi  quattro  se- 
gmenti si  dividono  mutuamente  nel  rapporto  di  3  a  1,  e  gli  ultimi 
tre  per  metà. 

Cììpii  punto  P  dello  spazio  è  baricentro  di  quattro  punti  fissi  P, 
P«  ^3  P4  con  convenienti  pesi,  purché  i  quattro  punti  non  giacciano 
in  un  piano.  Infatti,  se  P(a7  y  z)  è  dato,  abbiamo  le  quattro  equa- 
zioni 

m^X^  +  ^8^3  +  ^3^8  +  m^x^  =  hx 

"^iVx  +  w«I/«  +  ^3^3  +  ^42/4  =  ^V 
m^z^  +  m^z^  +  m^z^  +  m^z^  =  hz 

Wi    +^3     +^3     +^4    =^^ 

le  quali  individuano  i  rapporti  delle  quantità  incognite  mim^msTn^, 
perchè  [x^  y^  z^  1 J  =#  0. 

Perciò  i  rapporti  di  tre  delle  quantità  m,  m,  m,  m^  alla  rimanente 
possono  assumersi  come  coordinate  dei  punti  dello  spazio;  e  costi- 
tuiscono le  coordinate  baricentriche  dei  punti  dello  spazio,  riferiti  a 
un  tetraedro  P1P2P8P4. 

In  generale,  il  baricentro  di  quanti  si  vogliano  punti  dello  spazio 
si  definisce  come  nel  caso  di  altrettanti  punti  di  una  retta  0  di  un 
piano,  e  le  sue  coordinate  si  esprimono  come  nei  casi  suddetti. 

EsxBcizio  1.  Perché  un  punto  P  sìa  il  baricentro  di  più  punti  Pi  Ps . . .  coi 
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pesi  mi  mt . . . ,  basta  che  le  proiezioni  di  F  secondo  tre  giaoitare  non  paral- 
lele ad  una  stessa  diresdone  sopra  tre  rette  (distinte  o  no)  siano  rispettiva- 
mente i  baricentri  delle  rispettive  projezioni  di  P|  P^ . . .  coi  pesi  mi  mt . . . 
Allora  lo  stesso  avverrà  per  le  projezioni  secondo  ogni  giacitura  e  sopra  ogni 
retta. 

Es.  2.  Se  poi  Q  è  un  punto  qualunque,  e  sulle  QPi,  QPn . . .,  QP  si  portano 
segmenti  proporzionali  a  mi .  QPi ,  mi . QPf , . . .  —  (mj  +  ma  + ..) QPf  con  se- 
gmenti equipollenti  ad  essi  si  paò  formare  un  poligono  chiaso. 


JSCélaztoni  fra  distanze  ed  angoli. 

6.  Siano  x  y  i  tre  rette  di  una  stella  ma  non  di  un  fiiscio,  o  sol- 
tanto tre  direzioni  non  complanari  ;  e  siano  r  r'  due  altre  rette  o  di- 
rezioni. Sia  p  la  misura  di  un  vettore  di  r,  e  a?  v  j  le  misure  delle 
sue  componenti  su  x  y  i  (Y,  6). 

Per  definizione,  una  linea  spezzata  coi  lati  nelle  direzioni  x  y  i  e 
misurati  ih  cvy  z  hsi  per  origine  e  per  estremo  quelli  di  un  vettore 
nella  direzione  r  e  misurato  da  p.  Le  projezioni  normali  della  linea 
spezzata  e  del  vettore  su  r'  sono  eguali;  quindi  si  ha  Teguaglianza 

[1]  p  cosrr'  =  X  cosyr'  +  y  cosyr'  +  ^cosir'. 

Qui  facendo  successivamente  coincidere  r'  con  r  x  y  i,  si  hanno  le 

[2]  p= rrcosrx  +  ycosry  -f  ^cosri, 

IP  cosxr  =zx  +  y  cosxy  +  z  cosxi 

pcosyr:=(rcosyx-^V  +^cosyi 

p  cosir  =  X  cosax  +  y  cosiy  +  z. 

Sostituendo  nella  [2]  i  valori  di  cosrx  cosry  cosn  tratti  dalle  [3], 
si  ha 

p* =a?(a?  +  y  cosxy  +  z  cosxi)  +  V  (^  cosyx  +  y  +  ^  cosyi) 

+  z{x  cosix  +  y  cosiy  +  z), 
ovvero 

[4]         P*  =  0?'  + 1/'  +  ^  +  2a?y  cosxy  +  2a?^cosxi  +  Sy^cosyi  ; 

formala  che  dà  il  quadrato  di  un  vettore  espresso  mediante  le  com- 
ponenti di  esso. 
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Risolrendo  le  [3]  rispetto  a  x:p,  i/  :  p,  z:p,  troviamo 


10» 


[5] 


X 


V 


cosxr    cosxy     cosxi 
cosjr        1         cosji 
cosir     cosiy         1 

1        cosxr     cosxs 
cosyx    cosyr     cosyi 
cosix     C08«r        i 

z 


I  1  cosxy  cosxp 
j  cosyx  1  cosyp 
I  corzx  coszy  cosir 


P 


1  cosxy  cosxi 
cosyx  1  cosy» 
coszx  coszy    1 


seu'xya  ' 


La  [3]  e  le  [3]  formano  un  sistema  di  quattro  equazioni  lineari  omo- 
genee in  p  a;  2/  ^,  e  soddisfatte  da  valori  non  tutti  nulli  di  queste  ; 
quindi 


[6] 


1  cosrx  cosry  cosr» 

cosxr   1  cosxy  cosxs 

cosyr  cosyx   1  cosya 

coszr  coszx  coszy  1 


=  0: 


questa  è  la  relazione  fra  i  coseni  degli  angoli  di  quattro  rette  qtM- 
lunque  r  x  y  z. 
Del  pari  la  [1]  con  le  [3]  porge 


[7] 


cosrr'  cosxr'  cosyr*  coszr' 

cosxr  1  cosxy  cosxz 

cosyr  cosyx  1  cosyz 

coszr  coszx  coszy  1 


=  0, 


relazione  fra  i  coseni  degli  angoli  di  cinque  rette  qtmlunqt^  r  r' 
X  y  z. 

In  questo  determinante  cosrr^  è  moltiplicato  per  sen'xyz,  e  quindi 
avremo 


[8] 


cosrr'  sen*xyz  =  — 


0  cosxr'  cosyr'  coszr* 

cosxr  1  cosxy  cosxz 

cosyr  cosyx  1  cosyz 

coszr  coszx  coszy         1 
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equazione  che  dia  il  coseno  dell'angolo  di  due  rette  r  r'  espresso  me- 
diante i  coseni  dei  loro  angoli  con  le  tre  rette  x  y  i. 

Onde  le  due  rette  r  r'  sono  ortogonali,  se  è  nullo  rnltimo  determi- 
nante. 

Se  p'  af  y'  z*  son  le  misure  di  un  vettore  di  r'  e  delle  sue  compo- 
nenti su  X  7  I,  si  ha  dalla  [1]  e  dalle  [3]  applicate  a  r', 

pp'cosrr'  =  a?(a7'+y'  cosxj+^'  cosxi)  +  v(^cos3rx+y'  +^  cosyi) 

+  ir(a/cosix+  y'  cosay  +  sf) 
ossia 

[9]  pp'  cos  rr'  =.  xaf  +  yi/  +  zz' 

+  (^i/'  +  (xfy)  cosxy  +  {X2f  +  ^*^)  cosxa  +  {yz^  +  y'z)  cos  ji  ; 

sicché  il  prodotto  interno  di  due  vettori  di  rr'  è  eguale  alla  somma 
dei  prodotti  intemi  dei  componenti  dell'uno  coi  componenti  deWaltro 
siUle  X  7  I. 

V.  Quando  x  7  e  sono  a  due  a  due  ortogonali,  le  esposte  relazioni 
si  semplificano  (poiché  cosxy  =  0,...),  e  divengono 

[3']  pcosxr  =  a?,    pC0S7r  =  i/,    pcosirz=^, 

m  p«  =  a;«  +  yt^^«^ 

[5']  .^^  =  _i^=_^=p, 

^    ■*  cosxr      coa7r       cosar        ^' 

[6']  cos*xr  +  cos'yr  +  cos'ir  =  1, 

[8']  cos  rr'  =  cos  xr  cos  xr*  +  cos  yr  cos  yr*  +  cos  ar  cos  ar', 

[y]  pp'  cos  rr'  =  XX'  +  yy'  -f-  zz'. 

Queste  relazioni  sono  di  uso  frequente.  Si  aggiunga  la  seguente: 
8en'rr'  = 


1        cosrr' 
cosr'r        1 


cos*xr  +  cos'yr  +  cos*ar,      cosxrcosxr'  +  cosyrcosyr'  +  cosircossr' 
cosxr'cosxr  +  cosyr'cosyr  -f*  coszr'coszr,    cos'xr'  +  cos'yr'  +  cos'ir' 
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Ili 


ovvero 
[10] 

od  anche 


sentir'  = 


cosxr     cosyr 
oosxi/    cosyi/ 


cosxr    cosjrr    cosir 
cosxr'    cosyr'    coszr' 


'+ 


cosxr     cosir 
cosxr'    cosir' 


*  ,  I  cosyr     cosir 
I  cosyr'    coszr' 


S.  Le  precedenti  relazioni  valgono  in  particolare  quando  x  y  i  son 
tre  assi  cartesiani,  r  nna  retta  per  Torigine  0,  P  un  punto  di  r  di 
coordinate  x  y  z,  p  idi  misura  del  vettore  OPj"  ed  analoghi  significati 
hanno  t^,  ex/  t/  z',  p.  Coa 

[il]       OP»  =  a?»  -|- 1/*  -}-  ^«  -j- 2a?i/  cosxy  +  2xz  cosxa  +  2|/^  cosya 

dà  la  distanza  del  punto  P(a;  y  z)  dalCorigine.  E  in  coordinate  or- 
togonali 


[11'] 


OP»  =  a?«+i/«  +  ^V 


Le  relazioni  medesime  valgono  altresì  quando  ^^{x^  y^  z^)  ^^ico^y^z^) 
sono  due  punti  di  una  retta  qualunque  r,  sicché  le  componenti  del 
vettore  PJP^  sugli  assi  x  y  i  sono  a?,  —  x^  y^  —  l/i  ^t  —  ^iy  ©  del  P^^i 
if'iafy'z')  F^'ios'Y^')  sono  due  punti  di  r',  sicché  le  componenti  di  P'P" 
sono  a/'—Qo^  \f'—\f  z''—z\  Quindi  è  lecito  in  tutte  le  precedenti 
relazioni  mutare  xy  z  in  x^ — x^  y^ — I/i  z^ — z^  e  p  in  PjP,,  come 
pure  mutare  x^  y'  z'  in  a?"— a?'  y" — \f  z"~z'  e  p'  in  P'P"- 

Cosi  la  distanza  di  due  punti  ^^{x^  y^  z^)  ^Jl^x^  y^  z^  sarà  data  da 

[12]  P,P,«  =  (07,  -  X,?  +  {y,  -y,)'  +  {z,  -  -3r  J« 

+  2(07,  —  a?,)  (y,  —  y,)  cosxy  +  2{x^—x^)  (z^  —  z^)  cosxa 
+  2(l/j  —  y,)  {z^  —  z^)  cosya, 

e  in  coordinate  ortogonali  da 

[12]  P,P,«  =  (07,  -  0?,)»  +  (1/,  -  y,y  +  {z,  -  z,y. 

9,  Il  secondo  membro  della  [4]  è  una  forma  quadratica  ternaria 
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a  xy  z  {App.  §§  22 a  25),  che  incontreremo  sovente,  e  che  perciò 
indicheremo  con  ^{xyz): 

0{x  y  z)  =  x*  +  y*'^z*-\- 2xy  costj  +  2xz  cosxi  +  2yz  cosyi. 

Le  sue  semiderivaie  rispetto  9l  x  y  z  sono 

<t>,(a?y  ;8r)  =  a?  +  I/  cosxj4-^  cosji 
<1>,(a;  y -3:)=a?cosyx  +  y  +  -srcosji 
<t>3(a?  y  z)=:x  cosix  +  y  cosiy  +  ^> 

e  il  discriminante  è 


1  cosxj  cosxs 
cosyx  1  cosyi 
cosix     coszy        1 


=  8en*xya . 


C!on  tali  notazioni  le  [3]  potranno  scriversi 

p  cosxr  =  <t^^{x  y  z\    p  cosyr  =  <t>,(a;  y  z%    p  cosar  =  03(0?  y  z), 

e  le  [4]  [li]  [12] 

p*  =  ii>(xyzl  OF*  =^xyz\  P,P,*  =  <l>(a?,  —  a?„  y,  — y„  s^  —  z,). 

É  chiaro  perciò  che  ^{x  yz)ò  positiva  (per  valori  reali  e  non  tutti 
nulli  di  07  V  z). 
Se  oltre  a  0(0?  y  z)  si  considera  il  suo  emanante 

<l>  (^,  J|,  ^,)  =cc^.  {afy^z')  +  V^^{af^z')  +  z^,(cc^yW) 

=  xocf-^yy^'\'Z3f-\'{xv*'\-oify)  cosxy  -f-  (a?^+^^)cosx« + {yz*+y'z)cosjM, 
la  [9]  può  scrìversi 

pp'w=»(»|;/^). 

IO.  Un'altra  forma  ternaria  quadratica  che  ci  occorrerà  sovente 
è  la  reciproca  di  ^{x  y  z)y  cioè 
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0  tt           V  w 

u  i  cosxy  C0SX2 

V  cosyx         1  cosyz 

tv  C08SX  cossj  1 


=  (1  —  C08*y«)tt*  +  (1  —  cos'm)!?»  +  (1  —  cos*xy)M?* 
+  2(cosxico87i  —  cosxj)uv  +  2(coBxy  cosiy  —  costx)uw 
+  2(còs7x  cosix  —  cos7i)tn^7. 

Le  semiderivcae  di  V(u t? t^)  rispetto  di  uvw  sono 


Y,(ut?t^?)  = 


u  cosxy  cosxi 
V  1  cosyi 
t^  cosiy   1 


W,{UVW): 


,  Y,(ut?u?)  = 


1  u  cosxi 
cosyx  t?  cosyi 
cossx    w         1 


1  cosxy  u 
cosyx  1  t7 
coszx      cosiy    tv 


e  il  e{i9cri>niinante  è  sen^yi. 
Ponendo  la  sostituzione  lineare 

u=it>^{xyz),     v  =  ^^(xyz),     w  =  (p^{xyz), 

e  quindi  la  sua  inversa 

X  sen*xy«  =  Y^  (u  t?  w),  y  sen'xys  =::  Yg (w  t?  to),  ^sen*xya=  Y3  (w  v  %o\ 
risalta 


0(a?  yz)  =  xu  +  yv  +  zw=i 


sen'xyz 


V(tt  vi£?); 


e  quindi  sarà  pure  ^{uvto)  positiva  (per  valori  reali  e  non  tutti  nulli 
di  uvw). 
Insieme  con  la  V{uvw)  si  presenta  il  suo  emanante 


^  f^^^^^^zziu'V^^u'  V'  w')  +  v^^(u'  V'  w')  +  w'V^iu'  V'  wr 


) 


0           W 

V' 

to' 

U            1 

cosxy 

COSXI 

V      cosyx 

1 

cosya 

w      COSIX 

cosiy 

1 

:.  D'Ovidio,  Otomelria  a 

nautica. 
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Ck)n  queste  notazioni  le  [5]  si  riducono  a 


Vi  (coB xr  eoa  JT  cos  ar)       Vj  (eoe  xr  eoa  Jr  eoa  ar)       Vg  (eoa  xr  eoa  yr  eoa  ar) 

__        P 

aen'xy*  ' 

la  [6J  diviene 

V(cosxr  cosjr  cosir)  =  sen' xyi, 

e  la  [8] 

cosrr'  =       ^       Y  f  ^^8"      «^sy^     c^8*^  \ 
aen'xyi      \coaxr'     coaji'     coair/' 

EasRciBio  1.  Se  x'yY  è  il  triedro  reciproco  o  polare  di  xyx,  ai  ha 
X  coaxx'  s=  p  coarx'       y  coarf'  =  P  coaiy       z  coara'  =  p  coara'  ; 

onde 

coarx'     coaiy      eoa  Fa'     , 

x:  y:  z:  p  = ;  :  —-3  :  ;  :  1 

coaxx      coayr      coaaa 

aaaenrya  :  aenrax  :  aenrxy  :  aenxya 

aenrg  ^  aenni  ^  aenrZ      - 
aenxg  *  aenjii  '  aenaZ  *     ' 

ove  lr\l  indicano  i  piani  ya  ax  xy. 
£a.  2.  Se  8*introdnce  una  terza  forma  quadratica 

O(xyB)  =»  a?*  +  . . .  +  2arycoaxy  +  ...=»  oc*  +  ...  +  2a;yco8Hìi  +  . . . , 

ai  ha  _ 

W{uvfo)  =  <t>(u8enya,  «aenax,  ti^aenxy). 

Ea.  3.  Per  due  coppie  di  punti  nello  apazio,  PP'  e  QQ',  ai  ha  (Carhot) 


2PF.QQ'.coa(PF,qQ')  = 


0  1         li 

1  PQ«     PQ"* 

1     FQ«    FQ^I 


Area  del  triangolo. 

il.  Siano  Pj(a7j  y,  -gr,)  Vf{x^  y^ z^  FgCa^j  1/3  z^  i  vertici  di  un  trian- 
golo. Projettiamoli  secondo  x  sul  piano  ya  in  D^  D^^  D3.  Se  x'  y'  a'  sono 
le  normali  per  0  ai  piani  ya  ax  xy,  cioè  se  x'y^a'  è  il  triedro  reci-       I 
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proco  o  polare  del  triedro  xyi,  è  evidente  che  i  due  triangoli  1>,D,D, 
PfP^P,  hanno  la  stessa  projezione  secondo  x  sul  piano  jV,  cioè  la 
stessa  projezione  normale  su  y^i';  onde  questa  projezione  è  espressa 
(Vn,  4)  cosi  da  D^D^DjCOSxx'  come  da  P^PjPjCOsxr,  se  r  è  normale 
al  piano  P^PsPs;  e  quindi 

P^PjPgCOSxr  =  D^D^D,  cosxx'. 

Ma  nel  piano  71  le  coordinate  dei  vertici  del  triangolo  D^D^D,  es- 
sendo (i/|  z^),  {y^  z^),  (2/3  z^),  possiamo  applicare  la  formola  del  trian* 
golo  nel  piano  punteggiato  (V,  18),  ed  abbiamo 


n.DjBj  =  —  [y  Al  J  senjs  ; 

sarà  dunque 

2P4PjP5COSxr  =  [l/i^jl  Jsenyi  cosxx' , 

e  ricordando  (VII,  11)  che  sen7icosxx'  =  senxji,  si  avrà 

2P4PjP3C0sxr  =  [y^z^ì^  senxyz  ; 

e  per  analogia 

2P4PJP3 cosyr  =  [^4ir,l3]senxyi,    2PAP,P3COSir  =  [xj/^i^]  senxye. 

Sostituendo  queste  espressioni  di  2P^P3P3Cosxr  2P^P,P3C0S7r 
2P4PgP3Cosir  nella  ^(cosxr  cosyr  cosxr)  =  sen'xj2  moltiplicata  per 
(2PjPjP3Ì',  e  dividendo  per  sen^xys,  otteniamo  la  formola  che  dà  la 
misura  delTarea  del  triangolo  PiPjP,  espressa  mediante  le  coordi' 
naie  dei  vertici'. 

4(P,P3P3)*  =  Y([ì/3^3l3]  [z,x,i^  [a^.l/tU). 

Nell'ipotesi  dì  coordinate  ortogonali  si  ha  immediatamente 

P.PjPjCOSxr  =  D.DjD,  ==  -1  \_y,z^i;\ , 
P,P,P3COS7r=  —[^^a^jlg],    PiP,P3C0sw=  -i-[a7,i/,l3]; 
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e  quadrando  e  sommando  queste  tre  eguaglianze,  e  ricordando  che 

cos'xr  +  cos*yr  +  costar  =  i, 
si  trova 

Si  noli  Tanalogia  fra  la  formola  che  nello  spazio  punteggiato  esprime 
Tarea  del  triangolo  mediante  le  coordinate  cartesiane  dei  vertici,  e  la 
formola  che  nel  piano  (ed  anche  nello  spazio)  punteggiato  esprime  la 
distanza  di  due  punti  mediante  le  coordinate  cartesiane  dei  due  punti. 

Esercizio  1.  Se  (Ji(a?y2)  %(x* ^ si)  %{x" }f*  J')  sono  i  vertici  di  un  altro 
triangolo,  si  trova  analogamente 

4.p.p^..Q.<hQ.oo.(p.p^..Q.Q.(w==v(^^:;;f^lJ[;!;!,f). 

ed  in  cooidìnate  ortogonali 

4 .  p,pjp. .  <èiQiQ, .  co8(P,p,p„  <è,q,<ij 

|a?i  —  afa  y*  —  y»  I 
,...,  il  2^  membro  di  quest'ultima 
Xi^Xi   yi  — ys" 

relazione  si  trasforma  in 

ìxi  —  xz    yi  —  ys    «1  — 2?3 1    la:-— «"    y  —  j/'    z  —  sf'\ 
l«8  — «3    tft^ys    «i— «si    la?'  — a/'    y'^y^'   £ —  z'^\' 

e  moltiplicando  per  orizzontali  diviene  (§  8) 

I  PlP3.QlQ8.COs(PtP8,q.Q,)     P,P8.QiQ8.C08(P,P3,Q,(«3)  1 
I   PiP,.Q.Q8.C08(PtP„Q,Q3)     P|P8.Q.Q3.COs(P^3.QiQ3)   r 

e  quindi  (§  10,  es.  8) 

1  I  PiQa»  +  P8qi*  -  PiQi*  -  PjQs^  P.Q8* + PjQi*  -  P.Qi«  -  P8 V 
4  I  PiQ,«  +  P,Q8*  -  PiQ»*  -  P8Q8*  P.Q8*  +  P8Qt^  -  PiQi*  -  PsQ»* 

dunque  finalmente  (Bkxatitis,  Staudt,  Stltmtib) 

Oli  1 

16.P,P,P,.(è.<è,<l,.coB(P.P.P„(l,<è.<è,) \    p|J||    p|^J    p|^J 

1  p,q.*  p,Q.'  P.V 
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£b.  3.  Per  dne  teme  di  rette  abc  pqr  si  ha  la  relazione  (Stàudt) 
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senabe  senpqr  s» 


cosap  cosaq  cosar 
cosbp  cosbq  cosbr 
coscp    coscq    coser 


Invero,  siano  x  7  e  tre  assi  ortogonali  Elevando  a  quadrato  per  orizzontali 
e  ricordando  che  cosax  cosbx  -f- . . .  «a  cosab,  ecc.,  si  ha 


cosax    cosby    cosaz  ' 
cosbx    cosby    oosbs 
cosex    coscj    coscz 


±8enab«= 


cosax  cosay  cosai 
cosbx  cosby  cosbi 
cosex  ooscy  cosoi 


1  cosab  cosac 
oosba  1  cosbe 
cosca    coseb       1 


e  del  pari  ±8enpqr  = 


•'  sen'abc , 


cospx  cospy  cospz 
cosqx  cosqy  cosqs 
cosrx  cosry  oosri 


sapposto  senxyz  so  + 1  (come  si  vede  facendo  coincidere  abe  0  pqr  con  xyi). 
Moltiplicando  questi  determinanti  tra  loro  per  orizzontali  si  ottiene  la  re- 
lazione enunciata. 

Es.  4.  L'analogo  determinante  per  due  quaterne  di  rette  è  nullo.  Infatti  quel 
determinante  di  4*  ordine  si  può  considerare  come  il  prodotto  per  orizzontali 
di  due  matrici  a  4  orizzontali  e  8  verticali. 


Votame  del  tetraedro. 

M.  Siano  1 B  C  D  i  vertici  di  un  tetraedro,  e  indichi  IBCD  il  nu- 
mero che  misura  il  volume  del  tetraedro  rispetto  a  una  certa  unità 
di  volume.  Per  un  osservatore  eretto  sul  piano  BOD,  coi  piedi  in  un 
punto  interno  al  triangolo  BGD  e  col  capo  verso  A,  Il  movimento  di 
un  punto  percorrente  il  contomo  di  questo  triangolo  nel  senso  IBO 
(Y,  17)  può  essere  destrorso  0 sinistrorso;  e  quindi,  in  particolare,  per 
im  osservatore  disposto  lungo  lo  spigolo  AB  col  capo  verso  A  e  i  piedi 
verso  B,  il  senso  OD  potrà  apparire  destrorso  0  sinistrorso  ;  e  noi  nel 
primo  caso  assumeremo  positivo,  e  nel  secondo  negativo  (0  vice- 
versa), coA  il  volume  del  tetraedro  come  il  numero  che  lo  misura 
(rispetto  a  una  data  unità  di  volume)  e  che  denoteremo  con  ABOD. 
^  questa  convenzione  segue  immediatamente 

ABCD  ==  ^  ABDC  =  —  BAOD  =  BADO, 
ABOD  =  AODB  =  ADDO  ; 
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ond*ò  chiaro  che  a  quelle  13  permutazioni  di  1 B  C  D  che  sono  della 
classe  di  ÀBCD  corrisponde  uno  stesso  segno,  e  alle  12  permutazioni 
deiraltra  classe  corrisponde  il  segno  opposto. 

Questa  convenzione  mostra  che,  se  un  vertice  passa  da  una  all'altra 
banda  del  piano  della  faccia  opposta,  il  segno  del  volume  muta;  e  se 
il  perimetro  di  una  fàccia  si  percorre  in  verso  opposto,  ancora  il  segno 
muta.  Quindi  neirapplicare  il  teorema  <  la  misura  dei  tetraedro  è  la 
terza  parte  del  prodotto  delle  misure  di  una  faccia  e  dell'altezza  cor- 
rispondente (quando  si  prende  per  unità  di  volume  il  cubo  costituito 
suirunità  lineare)  »,  noi  dobbiamo  dare  ai  due  fattori  il  segno  che 
loro  compete,  per  poter  poi  porre  in  relazione,  quando  occorra,  vari 
tetraedri. 

Siano  8  1 6  0  i  vertici  di  un  tetraedro,  a  b  e  le  rette  cui  appar- 
tengono gli  spigoli  SI  SB  "Io,  e  i^'  V  f/  le  normali  per  8  ai  piani 
be  ea  ab  (giusta  le  convenzioni  del  cap.  VII,  §  5). 

n  volume  di  questo  tetraedro  è  la  terza  parte  del  prodotto  della 
misura  dell'area  del  triangolo  81B  per  la  misura  della  distanza  fra  G 

e  il  piano  8ÀB;  ora  quella  valeò-SA.S6.senab,  e  questa  SO.coscc'; 

a 

dunque 
Analogamente 


816C  =  ^81.SB.8G.senabcosee^ 
o 


SBOl  =  ^8B.SC.81.senbecosaa', 
o 

SCIB  =  ^C.81JS(B.seneacosbb'(*). 

Da  queste  relazioni  segue  poi  (VII,  11) 

SIBO  =  Ul.SB.8C.senabe. 
o 

18.  Cerchiamo  ora  il  volume  del  tetraedro,  date  le  coordinate  dei 
vertici  Pi(a?,y,^0  P,(a?ji/,^,)  l^si^sV^^Ù  ^4(^41/^)- 

Prendiamo  per  base  del  tetraedro  il  triangolo  PfPsPs»  e  per  altezza 
la  distanza  flra  il  vertice  P4  e  il  piano  del  triangolo.  Questa  distanza 


(*)  Essendo  SÀBC  =a  SBCA  ==  SCÀB,  rimane  dimostrata  altrimenti  la  propo- 
sizione (Vn,  11) 

senab  cosce'  ^=»  senbc  cosaa'  ■«  genca  cosbb^ 
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è  la  proiezione  normale  del  aegmento  P1P4  sulla  direzione  r  normale 
a  quel  piano,  e  quindi  Tale  (§  8) 

(a?4  —  a?|)cosxr  +  (y^  —  l/i)cosyr  +  {z^  —  z^)  cosir. 

Moltiplicandola  per  PiP^Ps  si  ha  il  triplo  del  volume  del  tetraedro; 
dunque  SP^P^PjP^  vale 

(:r,— a?,).P,PjP3C08xr+(y,  —  y^)l^,Vt^iCOBjr+{z^—z^),F,TJ^^costr. 

Qui  sostituendo  a  P^P^PsCosxr,...  le  loro  espressioni  trovate  nel  §  11» 
risulta 

6P,P,P3P^^(a?,— ^Jl/,^3l3]+(ì/4~yJ[;ar,aj,lJ+(^^— ^4)[a7,l/,lJ)|8enx7 


«1    Vi    «i    1 

x^    Vi    Zi    1 

a?,    Vt    ar,    1 
a^a    Va    *»     1 

senxyz4- 

w,    t/,    *»    1 
a?8    y,    ^8    1 

«4     ^4     «4     i 

ce,    Vi    x^    1 

senxjz; 


e  quindi  la  formola  che  esprime  la  mtóura  del  volume  del  tetraedro 
mediante  le  coordinate  dei  vertici  è 


^J^t^z^,  =  - 


a?, 

Vi 

«1 

1 

<t!t 

Vt 

^« 

1 

(e. 

Va 

*3 

1 

w^ 

Va 

«4 

1 

senxjz  =  —  -^  [a?il/j^3l  Jsenxjz . 


Annullando  il  volume  del  tetraedro,  si  ritrova  la  condizione  perchè 
quattro  punti  siano  in  un  plano  (§  4). 

n  volume  del  tetraedro  che  ha  per  vertici  l'origine  0  e  tre  punti 
P^  Pg  P,  è  dato  da 


0P,P,P3=f 


a?i    Vi    ^i 
a?,    Vt    z^ 

^3     Vs     ^3 


senxyi  =  -^  [cc^y^z^]  senxjz . 


Si  noti  l'analogia  della  formola  che  esprime  il  volume  del  tetraedro 
nello  spazio  punteggiato  mediante  le  coordinate  cartesiane  dei  vertici, 
con  la  formola  che  esprime  l'area  del  triangolo  nel  piano  punteggiato 
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mediante  le  coordinate  cartesiane  dei  vertici  (Y,  18),  e  con  la  formola 
che  esprime  la  distanza  di  due  ponti  in  una  retta  punteggiata  me- 
diante le  ascisse  dei  due  punti  (n,  3). 

EsHMJioo  1.  Se  CDE  sono  ponti  di  una  retta, 

ABCD  +  ABDE  +  ÀBEC  —  0,   ABCD  :  ABDE  :  ABEC  =  CD  :  DE  :  EC. 
Ea.  2.  Se  BCDE  sono  punti  di  un  piano, 

ABCD  +  ABDE  +  ÀBEC  =  ACDE. 

Es.  3.  Se  ÀBCDE  sono  punti  dello  spazio, 

ABCD  +  BCDE  +  CDEA  +  DEAB  +  EABC  =  0. 

4.  Per  due  tetraedri  si  ha 


Es 


288.P,P,P,P,.Q,q,Q,Q4 


1 

p.v 
Piv 


P.V  P.Q.' 

P.<1.»  P.<i.' 

P,V  P.V    P.Q.* 

P.V  P»V 


P»<ès» 


P.Q»* 

p.v 

P,V 
P*V 


e  si  dimostra  in  modo  analogo  all'Es.  5,  %  18,  cap.  V. 
In  particolare 


288{P,P,P,P4)«  = 


1 

0 
P,Pt* 
P.Pi* 
P»P|* 


1 
PiPi* 

0 

p,p.* 
p»p.* 


1 

PIP,* 
PIP,* 

0 

p»p,« 


1 
p.p»» 
P.P** 
P.P.» 


Es.  5.  n  determinante  analogo  a  quest'ultimo,  formato  per  cinque  punti 
dello  spazio,  è  nullo;  il  che  dà  una  relazione  fra  i  quadrati  delle  mutue  di- 
stanze di  cinque  punti  (Gàtlst). 

Es.  6.  L'espressione  del  volume  di  un  tetraedro  mediante  le  coordinate  car- 
tesiane dei  vertici  si  può  trovare  anche  imitando  il  procedimento  esposto  al 
cap.  V  §  18  es.  7  per  l'area  del  triangolo,  dopo  aver  esteso  Tes.  1  del  cap.  V 
§  13  a  una  coppia  FP'  e  ad  una  tema  PoPiFi  di  punti. 


Trasfarfna»iane  delle  coordinate  di  un  punto. 

14.  Siano  xy  z  \e  coordinate  di  un  punto  rispetto  a  tre  assi  car- 
tesiani, Q  X  YZ  le  coordinate  dello  stesso  punto  rispetto  a  tre  nuovi 
assi. 
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Se  i  nooTi  assi  sono  paralleli  ai  primitivi,  e  la  nuova  origine  è  quel 
punto  che  ha  per  coordinate  ab  e  rispetto  ai  primitivi»  si  ha  mani- 
festamente (V,  19)  la  sostituzione  lineare  non  omogenea  {App.  §  18) 

[1]  x  =  X+a     y=Y+ì>     z=iZ-\-c; 

e  la  sua  inversa 

X=x—a      Y=y  —  b      Z=z  —  c. 

Se  invece  x  7  i  e  X  T  Z  sono  due  teme  di  assi  aventi  la  stessa 
origine  0,  tracciate  le  due  spezzate  OÀFP 
Ol'FP,  che  hanno  i  lati  misurati  rispet- 
tivamente dalle  coordinate  x  y  z  eX  YZ, 
sappiamo  che  le  projezioni  normali  delle 
due  spezzate  su  una  retta  qualunque  r 
sono  eguali,  cioè 

X  cosxr  +  y  cosyr  +  z  cosir  = 
XcosXr  +  FcosTr  -|-  ZcosZr. 

Facendo  coincidere  r  successivamente  con  ^^ 
le  x'  7'  s'  condotte  per  0  e  normali  ai  piani  71  ex  xjr,  cioè  con 
gli  spigoli  del  triedro  xYz'  reciproco  0  polare  del  triedro  xjz,  avremo 
le  tre  relazioni 

X  cosxx'  =  ZcosXx'  +  Fcoslx'  +  ZcosZx' 
y  cosjf  =  Xcos  Xy'  +  FcosTy'  +  Z  cos  Zy' 
zcosii'  =  -X*cosXi'+  FcosTi'  +  ZcosZi'; 


ossia 


[2] 


—  cobXx'   ,   xr^oaYx'  ,       coaZz' 


cosxx' 


cosxx 


y^X^^^+Y^^  +  Z 


cosxx' 
cobZj' 


coeyy'   '      coBjf         cosyy' 


cossz'    '       cobZZ'    '       coass' 
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le  quali  costituiscono  la  sostituzione  lineare  ed  omogenea  (App.  §  19) 
atta  ad  esprìmere  xyz  mediante  X  TZ  ("*). 

Se  da  ultimo  i  nuovi  assi  hanno  per  origine  il  punto  di  coordinate 
ab  e  rispetto  ai  primitivi  e  non  sono  paralleli  ai  primitivi,  basterà  nei 
secondi  membri  delle  [2]  aggiungere  ab  e,  come  provano  le  [1],  e  si 
avrà  la  sostituzione  lineare  atta  ad  esprimere  xy  z  mediante  XY Z. 

Ck)n  le  sostituzioni  ora  trovate  ogni  funzione  di  a;  y  ir  si  trasforma 
in  una  finzione  di  XYZ^  di  forma  in  generale  diversa  dalla  prima  ; 
ma,  essendo  lineari  le  sostituzioni,  è  chiaro  (V,  19)  che  una  funzione 
razionale  intera  di  xy  z  si  trasforma  in  una  funzione  razionale 
intera  e  dello  stesso  grojdo  in  X  YZ. 

I  nove  coefficienti  i\  X  YZ  nella  sostituzione  [2]  non  sono  indipen- 
denti; poiché  i  numeratori  dei  tre  coefficienti  di  X,  essendo  i  coseni 
degli  angoli  della  retta  X  con  le  x'  y'  i^  sono  legati  da  una  relazione 
analoga  alla  [6]  §  6,  e  quindi  dipendono  da  due  soli  parametri  indi- 
pendenti; e  lo  stesso  dicasi  dei  tre  coefficienti  di  F  e  di  quelli  di  Z. 
Onde  la  sostituzione  [2]  dipende  da  sei  parametri  arbitrari. 

Si  noti  che  si  ha  identicamente 

[3]  a:'  +  y*  +  ^'  +  2(vycosxj  +  2xzcosim  +  2yzcosjM 

=  JT  +  T'  +  Z«  +  2JrrcosXT+  2XZCOSXZ  +  2rZcosYZ, 

poiché  OP*  è  il  valore  cosi  del  1""  membro  come  del  2*  (§  8). 

Nel  caso  che  le  primitive  coordinate  siano  ortogonali,  x'7'1'  coin- 
cidono con  X  7 1,  e  le  [2]  divengono 

a?  =  -X'cosXx+  FcosYx  +  ZcosZx 

[4]  1/  =  JTcosXy  +  FcosYjr  +  ZcosZy 

;3:=XcosX«+  FcosTi  +  ZcosZi. 


(*)  Essendo  cosXx'  :  oosxx'  «=3  senjz  cosXx^  :  senjn  cosxx'  »  senX jz  :  senxyc, 
e  così  via,  la  sostitnzione  [2]  può  anche  scrìversi  così: 

^  senXyz    .       senY J«    ,    _  senZjx 

X  =a  Ji. — r-  JL  — h  jó 


senxyz  senxyz  senxyz 

.  senXzx    ,  senYzx  .       senZix 

senyzx  senyzx  senjix 

senXxy   ,  senYxy  senZxy 

senzxy    '  senzxy  '       senixy 
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É  ovvio  il  caso  che  siano  ortogonali  cosi  le  primitive  come  le  nuove 
coordinate.  Allora  vale  ancora  la  sostituzione  [4],  ed  inoltre  si  ha 
identicamente 

[5]  x^-^y*  +  z^  =  X*'\'Y^  +  Z\ 

cosicché  la  sostituzione  [4]  diviene  ortogonale  (App.  §  21). 

In  tal  caso  fra  i  nove  coseni  che  in  essa  entrano  passano  molte 
relazioni,  che  ci  dispensiamo  dal  trascrivere.  Ma  di  qpieste  relazioni 
bastano  sei  ad  esprimere  tutte  le  condizioni  imposte,  e  le  altre  sono 
conseguenze  di  quelle.  Onde  la  sostituzione  dipende  solo  da  3  para- 
metri quando  è  ortogonale. 

ift.  Siano  X  y  I  tre  assi  ortogonali;  e  consideriamo  il  sistema  po- 
lare che  ha  Torigine  0  per  polo,  la  i  per  asse,  e  xs  per  piano  polare. 
Se  xyZf  p  6  q>  sono  le  coordinate  cartesiane  e  le  coordinate  polari  di 
uno  stesso  punto  P  riferito  a  quei  tre  assi  ed  a  questo  sistema  polare, 
projettando  normalmente  OP  sul  piano  xy  in  OF;  si  ha  0F  =  0Psen9; 
e  quindi  eguagliando  le  projezioni  di  oF  e  OF  su  x  e  su  j,  risulta 

a?  =  psen6cosq)       y  =  p  senQ  9enq>. 

Projettando  poi  OP  su  i,  si  ha 

^  =  pcos9. 

Ck>sl  si  esprimono  xy  z  in  p  6 <p.  Viceversa: 

p  =  ì/x*  +  y^  +  z\    cose  =  -==J===,  tg(p  =  -^. 

EssBcizio  1.  Quando  si  passa  da  una  terna  di  assi  ortogonali  xye  ad  nn*altra 
tema  di  assi  ortogonali  XTZ  eguale  (congruente)  alla  primitiva  ed  avente  la 
stessa  origine  0 ,  conviene  assumere  come  parametri  della  sostituzione  le  mi- 
sure q>  V  e  di  tre  angoli ,  detti  ang<di  di  Euumo  e  definiti  come  segue  : 

Sugli  assi  sono  scelti  i  sensi  positivi  ;  ed  i  versi  positivi  delle  rotazioni  in- 
tomo ad  essi  sono  scelti  in  guisa  che  sia  xy  =  y«  ==  zx  =»  XT  =  TZ  =  ZX  =  — ' 

Sia  X|  la  retta  comune  ai  piani  xy  XT,  sulla  quale  si  scelga  il  senso  positivo, 
e  si  ponga  XX|  «=»  cp. 
Nei  piani  xy  XT  si  tirino  per  0  le  rette  yi  e  Ti  perpendicolari  a  x^,  e  su  yi 

si  scelga  il  senso  positivo  in  guisa  che  sia  Xiyi=3~.  Indi  nel  piano  iZ,  che 
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è  perpendicolare  a  X|  e  contiene  7i,  si  scelga  il  verso  positivo  delle  rota- 
zioni in  modo  che  Bia,zifi="^,  e  si  ponga   iZ  => 6. 

Infine  si  ponga  XX|Bi|f. 

Ciò  posto,  Ti  cade  nel  piano  zZ,  e  si  scelga  il  senso  positivo  su  T|  in  guisa 

che  sia  ZT=-^. 

Decomponiamo  la  trasformazione  di  cui  si  tratta  in  tre,  passando  prima 
dalla  tema  tj%  alla  xjiZ,  poi  dalla  TiiJi%  alla  XiTtZ,  e  finalmente  dalla  X|T|Z 
alla  XTZ;  notando  che  questi  passaggi  equivalgono  a  convenienti  rotazioni 
intomo  a  s,  Xt ,  Zj ,  poiché  ciascuna  tema  è  eguale  (congraente)  alla  succes- 
siva. Or  ciascuna  di  queste  trasformazioni  si  può  eseguire  con  le  formole  date 
pel  passaggio  da  due  assi  ortogonali  ad  altri  due  aventi  la  stessa  origine  e 
posti  nello  stesso  piano  di  quelli  (V,  19,  [2^]).  Invero,  essendo  xxi  =  <p ,  si  ha 

a;  =»  a?i  cosq»  —  yi  senqp  y  =  «i  sen9  +  yi  cos9  ; 

ed  essendo  xZ  =  6, 

z  =  Zcose  —  r,  sene  yi  «  ZsenO  +  FiCOsO  ; 

ed  essendo  XiX  =  —  iji , 

Xi  ==  XcosiH  +  FsenHi  ^i  =  —  XsenMi  +  T  cosv. 

Eliminando  da  queste  sei  equazioni  Xi  yi  Fi,  si  ottengono  le  formole  di  Eui.sro: 

X  =  X(cos<pcosMi'|'  8encpseni|icos6)-{-  F(cosq>senMi — sencpcosMfcosO)  —  ZsenqisenO , 

y  =  X(8enq>cost|i  —  co8q>senMico80)  +  F(Benq)senv  +  cosq>co8t|i  cosO)-}-  ZcosqpsenO , 

g  =3  XsenMisenO  —  Fcost|i  sen6-f-  ZcosB. 

IJn*altra  dimostrazione  di  queste  formole  consiste  neiresprimere  mediante 
q)i|i6  i  nove  coseni  che  figurano  nella  sostituzione  [4];  essi  si  ottengono  dai 
triedri  xXX|,  xTXi,...,  applicando  la  formola  che  esprime  il  coseno  di  una 
faccia  mediante  i  coseni  e  i  seni  delle  altre  due  e  il  coseno  del  loro  diedro 

(vn,6). 

Si  noti  che 

cosZx     .  cosXe 

Es.  2.  Se  Torigine  non  si  camhia  e  i  triedri  xyz  XTZ  sono  trirettangoli, 
od  anche  solamente  eguali  (congruenti);  allora  i  piani  rispettivamente  per- 
pendicolari ai  piani  degli  angoli  xX  jY  bZ  lungo  le  bisettrici  di  questi 
angoli  hanno  comune  una  retta;  intomo  alla  quale  facendo  rotare  il  triedro 
XJK  di  un  certo  angolo,  esso  viene  a  coincidere  con  XTZ.  In  questo  caso  la 
sostituzione  dipende  da  tre  parametri,  quali  sarebbero  gli  angoli  del  piano  nj 
coi  due  xX  yX  e  Tangolo  di  xX  con  XT. 
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Es.  3.  n  determinante  o  modulo  della  sostituzione  [2]  equivale  (§11,  es.  3)  a 

aenXYZsenxYi^ 
coaxx'  cosjj'  cosB*^  ' 

e  poiché  il  denominatore  equivale  a  senx  ji  senx'y'z' ,  il  detto  modulo  si  riduce  a 

senXYZ 
senxjE 

n  modulo  della  sostituzione  [4]  vale  ±  1. 

Es.  4.  Ogni  sostituzione  ortogonale  fra  due  teme  di  variabili  individua  una 
trasformazione  di  tre  assi  ortogonali  dati  in  altri  tre  aventi  la  stessa  origine. 

Es.  5.  Imitando  quel  che  'si  disse  al  cap.  V  §  20  es.  8  pel  triangolo  nel 
piano  punteggiato,  si  può  dimostrare  la  formola  che  esprìme  il  volume  del 
tetraedro  mediante  le  coordinate  cartesiane  dei  vertici,  con  un  procedimento 
diverso  da  quello  del  §  13;  purché  sì  presupponga  la  conoscenza  deUa  tras- 
formazione delle  coordinate,  il  che  è  lecito. 

Si  dimostra  infatti  che  il  determinante 

a?i  — iPi    yt  — n    «I  — «♦ 
Xi  —  xt,    y%  —  yk    a^i  — «4 

«3  — «4      Vz  —  Vk      «3  — «♦ 

non  sì  altera  quando  si  muta  Torigine  ma  non  le  direzioni  degli  assi,  mentre  si 
moltiplica  per  senxyi  :  senXTZ  (es.  8)  quando  si  mutano  le  direzioni  ma  non 
Torigine.  Laonde  Dsenxja  resta  invariato  per  ogni  mutamento  di  assi.  E  sic- 
come prendendo  per  assi  P4P1  P4PJ  PJPs  diviene  P4P1.P4P1.P4Pj  senxy«, 

cioè  6  P4P1PJP,;  così  risulta  PiPfPsP*  =  —  4"  l>senX7« . 

o 

Equazioni  d4  Itwghi  (superficie  e  linee). 

IS.  Fra  le  tre  coordinate  di  un  punto  dello  spazio,  p.  e.  fi:*a  le  coor- 
dinate cartesiane  xy  z^  pongasi  una  equazione.  Ogni  coppia  di  valori 
reali  di  a?  e  y  individua  un  punto  nel  piano  xj;  e  noi  supponiamo  che, 
per  ciascuna  delle  coppie  che  individuano  punti  di  una  data  porzione 
del  piano,  Tequazione  determini  uno  0  più  valori  reali  per  z^  e  quindi 
un  punto  0  un  gruppo  di  punti  discreti.  Se,  variando  a?  e  y  con  conti- 
nuità, anche  i  valori  di  z  variano  con  continuità,  noi  avremo  altret- 
tante serie  doppie  continue  di  punti,  le  quali  formeranno  una  0  più 
superficie;  e  queste  costituiranno  il  luogo  dei  punti,  le  cui  coordinate 
soddisfanno  alla  data  equazione. 

Viceversa:  se  i  punti  di  una  0  più  superficie,  e  solo  essi,  verificano 
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una  condizione,  che  possa  venir  tradotta  in  una  equazione  fra  le  coor- 
dinate di  un  punto,  questa  è  Tequazione  del  luogo  di  quei  punti. 

Se  neirequazione  non  figura  una  coordinata,  p.  e.  ^:  allora  nel 
piano  xj  i  punti  soddisfacenti  airequazione  formano  una  linea;  e  z 
essendo  libera,  tutti  i  punti  di  quelle  rette  che  sono  parallele  alleasse  i 
e  si  appoggiano  alla  detta  linea  formeranno  il  luogo.  Questo  è  dunque 
un  cilindro,  con  le  generatrici  parallele  all'asse  i. 

Se  neirequazione  entra  una  sola  coordinata,  p.  e.  x:  allora  essa  de- 
termina un  gruppo  di  valori  di  x,  e  quindi  il  luogo  si  compone  di  un 
gruppo  di  piani  paralleli  al  piano  71. 

Quando  ttSi  le  coordinate  si  hanno  due  equazioni:  se  ciascuna  de- 
termina come  luogo  una  superficie,  il  loro  insieme  determinerà  la 
linea  comune  alle  due  superficie;  e  questa  sarà  il  IvLOgq  dei  punti  le 
cui  coordinate  soddisfanno  ad  entrambe  le  equazioni. 

Viceversa:  se  i  punti  di  una  linea,  ed  essi  soli,  verificano  delle  con- 
dizioni, che  si  possano  tradurre  in  due  equazioni  f^  le  coordinate  di 
un  punto  qualunque  della  linea,  queste  due  equazioni  rappresente- 
ranno analiticamente  la  linea  (*). 

Ck)nviene  classificare  e  denominare  i  luoghi  (superficie  e  linee)  a 
seconda  dei  caratteri  delle  loro  equazioni  in  coordinate  cartesiane.  I 
primi  che  si  presentano  sono  i  luoghi  superficiali  rappresentati  da 
equazioni  di  l^"  2""  3* . . .  grado,  e  che  perciò  si  dicono  superficie  al- 
gebriche di  P  2""  S"" ...  grado,  nonché  le  linee  rappresentate  da  due 
di  tali  equazioni. 

Tre  equazioni  fra  le  tre  coordinate  determinano  in  generale  una  o 
più  teme  di  valori  delle  coordinate,  e  quindi  uno  0  più  punti. 

A  valori  non  tutti  reali  delle  coordinate  facciamo  corrispondere 
punti  imagfnart;  in  particolare  avremo  due  punti  complessi-contu- 
gati,  se  le  coordinate  omonime  sono  complesso-coniugate. 

Equazione  del  piano  come  luogo  di  1<^  grado. 

19.  L'equazione  generale  di  l*"  grado  in  coordinate  cartesiane  è 

[1]  ax  +  by  +  cz  +  d  =  0 

ove  ab  Cd  sono  numeri  dati,  che  supponiamo  reali,  e  che  possono  in 
parte  annullarsi. 


(*)  Può  accadere  però  che  una  linea  non  si  possa  ottenere  che  come  parte 
della  intersezione  di  due  superficie;  allora  essa  non  si  potrà  più  rappresentare 
con  due  equazioni. 
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Se  e  non  è  zero,  per  ogni  data  coppia  di  valori  reali  di  j?  e  v  la 
equazione  indiyidaa  un  valore  reale  di  ;;,  e  quindi  un  punto  del 
luogo.  Se  Pi(^ii/i^i)  P«(^tVs^t)  ^sC^sVs^s)  ^QO  ^  ^i  questi  punti, 
si  ha 

le  quali  equazioni  e  la  [1]  sono  lineari  omogenee  in  ab  ed  e  coesi- 
stono per  valori  non  tutti  nulli  di  queste;  onde  sarà 


[2] 


a 

y 

z 

1 

a;, 

Vi 

«. 

1 

a;. 

Vt 

*. 

1 

^8      I/S     ^8       1 


=  0. 


Ora  scegliendo  nel  piano  xj  i  tre  punti  (a^^i/i)  (fl^sl/t)  (^8^3)  non  in 
una  retta,  neanche  i  tre  punti  P^  P,  P3  saranno  in  una  retta ,  e  la 
ultima  equazione  esprimerà  la  condizione  perchè  il  punto  (a?  y  z)  stia 
nel  piano  individuato  dai  tre  punti  P^  P,  P,  (§  4).  In  altre  parole,  essa 
sarà  l'equazione  del  piano  per  questi  tre  punti. 

Dunque:  U  luogo  determinato  dalla  equazione  di  P  grado  [1]  è  un 
piano.  E  viceversa. 

L'asse  x  ha  comune  col  luogo  il  punto  per  cui  y  =  0  e  z  =  0,  e 

quindi  aa)  +  d  =  Oj  a:  = ;  l'asse  7  il  punto  [z  =  0,    a?=0, 

y=z  —  jL  e  Tasse  a  il  punto  fa?  =  0,  y  =  0,  ^=  — —  j  . 
Posto 


d  d 


onde 


a  =  - 


p 


6  = 


9 


la  [i]  diviene,  se  d  non  è  zero. 


[3] 


p     '   q     ^    r 


ed  è  equazione  del  piano  che  determina  sugli  assi  i  segmenti  misu- 
rati dai  pqr. 
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18.  L*equazione  generale  [1]  non  dipende  dai  quattro  coefficienti 
abc  d,  ma  dai  rapporti  di  tre  di  essi  al  rimanente.  Quindi  un  piano 
può  essere  assoggettato  a  condizioni  tali,  che  possano  tradursi  in  non 
più  di  tre  equazioni  fra  i  rapporti  di  tre  coefficienti  al  rimanente, 
ossia  in  tre  equazioni  omogenee  nei  quattro  coefficienti. 

n  piano  avente  per  equazione  la  [i]  ha  comune  col  piano  xj  una 
retta  pei  punti  della  quale  zz=0,  e  quindi  aos  +  by  +  d=0.  E  la 
equazione 

aa?  +  6j/  +  tf=0 

rappresenta  il  piano  passante  per  quella  retta  e  parallelo  all'asse  i, 
poiché  essa  non  contiene  la  z  (o  anche  perchè  per  questa  equazione 
r  riesce  infinito). 

Analogamente  per  le  equazioni  ax  +  cz  +  d=zO,  by  +  cz  +  d^O. 

L'equazione  ao?  +  ef  =  0  rappresenta  un  piano  parallelo  a  71.  E 
cosi  via. 

Se  nell'equazione  [i]  manca  il  termine  noto  d,  il  piano  passa  per 
Torigine. 

Se  un  piano  passa  per  un  punto  dato  ((vj/^Zi\  la  sua  equazione  può 
ricevere  la  forma 

a(x—x^)  +  6(j/— yj  +  c(j— 5: J  =  0  ; 

e  variando  i  coefficienti  abc^  0  meglio  i  rapporti  di  due  di  essi  al 
rimanente,  questa  equazione  può  rappresentare  i  singoli  piani  pel 
punto  (xj/^z^),  i  quali  formano  una  stella. 

Se  nella  [1]  i  coefficienti  abc  decrescono  indefinitamente  mentre  d 
resta  finito,  allora  pqr  crescono  indefinitamente,  cioè  tre  (non  in 
linea  retta)  e  quindi  tutti  i  punti  del  piano  vanno  all'infinito.  Ciò  si 
esprime  dicendo  che,  per  abc  nulli,  la  [1]  è  l'equazione  del  piano  al- 
l'infinito. 

Si  noti  che,  passando  da  tre  assi  cartesiani  a  tre  altri  loro  paralleli 
mediante  la  sostituzione  {x  =  X  +  x',  y  =Y-\-y\  z-=.Z  '\-  z% 
aa?  +  &y-f  ^^  +  ^  diviene  aX+&F+c^+(aa?'  +  2>y'4-c-2:'  +  flO;  e 
però  ì  coefficienti  delle  variabili  non  mutano,  e  il  termine  costante  di- 
viene il  valore  della  prima  funzione  quando  vi  si  sostituiscano  le  coor- 
dinate della  nuova  origine. 
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Fascilo  di  piani. 

19.  I  punti  della  retta  comune  a  due  piani  n  II',  di  equazioni 

aa>  +  l)y-\'Cz  +  d  =  0       a'x  +  Vy-^-dz  +  df  =  0, 

sono  quelli  le  cui  coordinate  soddisfanno  a  queste  due  equazioni.  Tali 
punti  soddisfanno  anche  ad  una  qualunque  combinazione  lineare  delle 
due  date  equazioni  (vedi  V,  29),  qual  ò 

X(aa?  +  &y  +  c^  +  (l)  +  M(a'a?  +  &V  +  c'^  4-^0  =  0 
ovvero 

(Xa  +  ]xa')x  +  (X&  +  0)y  +  (Xc  +  \3jcf)z  +  (\d  +  ^d')  =  0; 

la  quale,  essendo  di  l*"  grado,  rappresenta  pure  uìi  piano. 

Variando  il  rapporto  X  :  p,  questa  equazione  può  rappresentare  i 
singoli  piani  del  fascio  determinato  da  He  IV. 

InCaitti  passa  per  un  punto  dato  {po'  ^  z')  quel  piano  per  cui 

Mcut'  +  W  +  0Z'  -{■  d)  +  \i[a'(xf  +  Vyr  +  (fz'  ■\-a)==0, 

e  che  quindi  ha  per  equazione 

ax-\-ì>y-\'CZ-\-d     a'x  +  Vy  +  c'^  +  rf'     1  --.  0 
ax'  +  by'+cz'  +  d   a'a^'\'Vy' +  &z' +  d'  \ 

A  valori  opposti  di  Xrji  corrispondono  due  piani  del  fascio  armonici 
con  n  e  n'. 
Per  X  =  0  e  m4=0,  si  ha  TT'.  Per  X=nO  e  m  =  0,  si  ha  TT. 
È  parallelo  all'asse  x  quel  piano  del  fascio  per  cui 

aX4-«'M  =  0, 

ossia  il  piano  di  equazione 

U>a']y  +  [ca']z  +  [da^]  =  0; 

esso  projetta  la  retta  asse  del  fascio  secondo  la  direzione  x. 
Similmente  sono  paralleli  agli  assi  y  x  i  due  piani  di  equazioni 

[aò'yc  +  [Of^z  +  [(to']  =  0       [ac'yx!  +  [b&]y  +  [de']  =  0. 

£.  D*Oyidio,  Geometria  ancUitica,  ^ 
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90.  I  due  piani  n  n'  non  hanno  alcun  punto  comune,  ossia  sono 
paralleli,  quando  le  due  matrici 


b     e 


a     b     e     d 
a'     V     d     a 


non  hanno  una  stessa  caratteristica  {App,  %  13),  il  che  accade  quando 
la  caratteristica  della  1^  è  1  e  quella  della  2"  è  2.  Sicché  le  condi- 
zioni del  parallelismo  sono  due,  e  in  generale  possono  compendiarsi  nelle 

Di  qui  segue  che  i  rapporti  di  due  dei  tre  coefficienti  ahc  9X .ri- 
manente individuano,  non  un  piano,  ma  una  giacitura  ;  quindi  possiamo 
chiamare  quei  due  rapporti  le  due  coordinate  di  quella  giacitura. 

Quando  i  due  piani  n  n'  sono  paralleli,  essi  determinano  un  fascio 
improprio,  pel  quale  sussistono  le  cose  dette  per  un  fascio  proprio; 
salvo  che  un  piano  projettante  secondo  una  data  direzione  Tasse  del 
fascio  diviene  il  piano  ali*  influito  o  un  piano  indeterminato  del  fascio 
improprio,  secondo  che  la  direzione  non  è  od  è  parallela  ai  piani  del 


I  due  piani  TI  TI'  coincidono  quando  le  loro  equazioni  si  riducono 
ad  una  sola;  le  condizioni  relative  possono  compendiarsi  scrivendo 

,    ^,    ^    -.»    ==  ^    ovvero  -->  =  —,  =  -r  =  -^ . 
i^    b'    d    d'  \  (^      b'      e        df 


MquaMoni  d4  una  retta. 

91.  Le  equazioni  di  due  piani  n  e  n^  o  anche  due  combinazioni 
lineari  di  esse,  considerate  come  coesistenti,  sono  soddisfatte  da  tutti 
e  soli  i  punti  di  una  retta;  e  quindi  sono  le  equazioni  della  retta 
come  luogo  di  punti. 

In  particolare:  se  una  retta  è  individuata  da  due  punti  {oojy^z^) 
(^•VA)»  sì  ha  (§3) 


X  y  z  i 
X,  y^  z,  1 
x^    y,   z,    1 


=  0    ovvero  i^na^JLrSL 


Xt  —  Xi       Vi  — Vi       «1  —  «t 


e  due  di  queste  equazioni  costituiscono  le  equazioni  della  retta. 
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Di  qui  segue  che  le  equazioni  di  una  qualunque  retta  r  pel  punto 
(^sVi^i)  possono  ricevere  la  forma 

a?  — a?i_y  — yi_  z  —  zx 
l  m     ~      n      ' 

che  suol  dirsi  normale. 

Variando  Imn,  o  meglio  i  rapporti  di  due  di  essi  al  terzo,  si  hanno 
le  singole  rette  della  stella  che  ha  per  centro  il  punto  io(?J/^z^). 

Esprimeremo  ora  i  coseni  direitM  di  r,  cioè  cosxr  cosyr  coszr, 
mediante  Imn. 

Detta  p  la  distanza  dal  punto  fisso  {pc^y^zi)  al  punto  mobile  {xyz) 
di  r,  si  ha  (§§  6  a  9) 

^^^ pc08Xr_<t),(a;  — gt,  y—y^^z  —  Zj) 

VtlOA.r  M»  —————  __„  .  y  •  •  •  I 

P  ±  V^oo  -xxy  y  -  yuZ'-Zx) 

ove  il  +  corrisponde  ai  due  modi  in  cui  si  può  scegliere  il  senso  po- 
sitivo su  r;  e  qui  potendo  sostituirsi  a  ^ — oo^  y — y^  z  —  z^\  loro 
proporzionali  Imn^  risulta 

eos„  =  -^iiÌ^5L,       cosyr  =  -^i£^^,       cos«  =  -?^£^. 

±l/0ymn)  ±l/<t)pmn)  ±.V^^mn) 

Per  assi  ortogonali 

7  1^ 

cosxr  =  - — ; - ,   cosyr  = -— 7==r , 

±T/?  +  m«  +  n«  ±l/^  +  w«  +  n« 


coszr  = 


±l/?  +  m«  +  n«' 


Per  un  sistema  di  rette  parallele  non  variano  i  mutui  rapporti  di 
X  —  x^  y-^yi  z—z^y  e  quindi  Imn  mantengono  costanti  i  mutui 
rapporti.  Dunque  i  rapporti  di  due  dei  numeri  Imn  bA  terzo  si  pos- 
sono definire  come  le  due  coordinate  di  una  direzione  (*). 


(*)  Si  noti  che  (per  Tea.  1  §  10)  le  equazioni  della  retta  r  possono  scriversi 
anche  così: 

x-^xi^y—yi  _^  z  —  Zj  ^       p 
senryz      senrzx      senrxy      senxyz 
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Stella  dd  piani. 

Itft,  Tre  piani  TT  TT'  TT'^  di  equazioni 

hanno  comune  il  punto  le  cui  coordinate  soddisfanno  alle  tre  equa- 
zioni, cioè  il  punto  di  coordinate 

allorché  [aW^^^O;  quindi  determinano  una  stella  di  piani. 
Se  [aZ/c/'lsO»  cioè  ha  per  caratteristica  2  o  1,  mentre  la  matrice 


a 

b     e 

d 

a' 

V    d 

df 

a" 

b"    e" 

d" 

non  ha  la  stessa  caratteristica,  non  vi  è  soluzione  comune  alle  tre 
equazioni  {App.  §  13);  e  quindi  i  tre  piani  determinano  una  stella 
impropria,  oppure  sono  paralleli. 

Se  il  determinante  e  la  matrice  suddetti  hanno  entrambi  la  carat- 
teristica 2,  le  tre  equazioni  si  riducono  a  due  indipendenti,  ed  una  è 
combinazione  lineare  delle  altre  due;  i  tre  piani  n  ri'  TT''  allora  ap- 
partengono ad  un  fascio. 

Se  il  determinante  e  la  matrice  hanno  entrambi  la  caratteristica  1, 
le  tre  equazioni  si  riducono  ad  una,  e  i  tre  piani  TI  TT'  TI"  coincidono. 

98.  Se  i  tre  piani  TT  TT'  TT'  hanno  un  sol  punto  comune,  è  chiaro 
che  una  combinazione  lineare  delle  loro  equazioni,  cioè 

\{ax  +  . .  .)  +  \i{a'x  +• . . .)  +  v(a"^  + . , .)  =  o, 

rappresenta  un  piano  che  passa  pel  punto  comune  ai  tre  piani  dati; 
e,  variando  i  due  rapporti  X:v  m:v,  può  rappresentare  i  singoli  piani 
della  stella  determinata  dai  tre  dati  piani. 

Fra  questi  si  può  cercare:  quello  che  passa  per  una  retta  indivi- 
duata sia  da  due  punti  sia  da  due  piani  ;  quello  che  è  parallelo  a  un 
piano  dato;  ecc. 
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«€.  Quattro  plani  TT  TT'  TT"  TT'",  le  cui  equazioni  siano 

ax  +  ...  =  0     a'a?  +  ...  =  0     a"a?  +  ...=0     a'"a?  +  ...  =  0, 

appartengono  ad  una  stella,  ossia  hanno  un  punto  comune,  quando 
si  verifica  la  condizione 

e  precisamente  qaando  questo  determinante  ha  la  caratteristica  3. 

In  questo  caso  è  facile  dedurre  che  Tequazione  di  uno  dei  quattro 
piani  è  combinazione  lineare  delle  altre  tre. 

Se  i  quattro  piani  non  appartengono  a  una  stella,  ossia  se  [ol/c^ef '']  «pO, 
una  combinazione  lineare  delle  loro  equazioni,  cioè 

al  variare  dei  rapporti  di  tre  delle  quantità  X  ^  v  ir  alla  rimanente, 
può  rappresentare  tutti  i  piani  dello  spazio.  Poiché,  ordinata  questa 
equazione  rispetto  sl  xy  z,  noi  possiamo  identificarla  con  quella  di  un 
piano  acX  -f-  • .  •  =  0,  stabilendo  le  equazioni 

a\  +  a'M  +  a''v  +  a'^it  =  aa^      b\  +  6'^  +  &"v  +  ì/"n  =  ab^ 

cX  +  (/m  +  c"v  +  C"tt  =  (TCo        rfX  +  rf'M+  rf"v  +  (f  "tt  =  ad^, 

le  quali  individuano  X  :  (T,  ji  :  (T,  v  :  (T,  n  :  a,  e  quindi  X  :  n,  ^  :  ir,  v  :  ir. 

JEqutJMdone  normale  del  piano. 

It5.  Sulla  normale  n  condotta  per  Torigine  0  ad  un  piano  TT  sce- 
gliamo il  senso  positivo  da  0  verso  il  piano;  e  chiamiamo  a  p  r  i^ 
misure  degli  angoli  di  n  con  gli  assi,  p  quella  della  distanza  ÒÌT  fjra 
Torigine  e  il  piano.  Indicando  con  p  qr  \q  misure  dei  segmenti  che 
il  piano  stacca  dai  tre  assi,  avremo  p=2>cosa,  p  =  gcosp,  p  =  rcosT, 
ovvero 

_l^ cosa        X^ coBp        l_ C08T. 

l>""p'      ff""p'      r""p' 

onde  Tequazione  del  piano,  che  è  (§  17) 

P       2        r 
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diverrà 

ascosa  +  1/cosp  +  zcosj  —  p  =  0. 

Questa  dicesl  l'equazione  normale  del  piano  (V,  32). 

É  facile  vedere  che  essa  vale  anche  quando  il  piano  passa  per  To- 
rigine,  ossia  quando  p  =  0. 

Fra  cosa  cos^  cosy  passa  la  nota  relazione  (§  6  e  10) 

i|i  (cosa  cosp  cost)  =  sen'xyi. 

L'equazione  generale  di  un  piano 

aa)  +  by  +  cz  +  d=:0 

deve  potersi  ridurre  a  forma  normale,  moltiplicandola  per  un  fattore  a 
da  determinarsi;  avremo  quindi  le  equazioni 

co8a  =  aa    cosp  =  &(T    cost=c<t    p  =  —  da. 

Sostituiamo  queste  espressioni  dei  coseni  nella  citata  relazione  fra 
essi:  avremo 

<T*ip(^  6  e)  =  8en*xyB , 

onde 

^ Benxyg 

~±]/^{abe)  ' 
Noto  (T,  son  noti  cosa  cosp  cosr  P.  Brevemente,  può  scriversi 

a?cosa+yco8p+^co8T-p=a(a^+&y+c^+rf)==r^-^^^^^  • 

Dovendo  risultare  positivo  il  prodotto  — da  (perchè  eguale  a  p  sup- 
posto positivo),  il  segno  ±  dovrà  essere  opposto  a  quello  di  cfeenryi. 
Per  assi  ortogonali  co8*a  4-  cos'p  +  cos*t  =  i»  onde 

ove  d:  è  il  segno  opposto  a  quello  di  d,  se  senxjz  =  1. 
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IHgtanxa  fra  punto  e  piano. 

Cerchiamo  la  misura  della  distanza  Pfl  fra  un  dato  punto 
F{xyz)  e  un  dato  piano  TT,  pel  quale  a^rp  abbiano  il  significato  di 
dianzi. 

Sia  M  la  projezione  normale  di  P  su  TT.  La  spezzata  OAFP  delle 
coordinate  di  P  e  la  spezzata  OHMP  hanno  projezioni  normali  eguali 
su  r;  quindi 

X  coso  +  y  cosp  +  z  cosy  =  p  +  0  +  HP  =  p-|-TTP, 

onde  la  formala  della  distanza  fra  F  e  TJ  è 

—  PTT  =  tì?  cosa  +  y  cosp  +  z  cosr  —  p . 

Supponendo  che  P  cada  in  TT,  ossia  TTP=:0,  si  ritrova  Tequazione 
normale  del  piano  (con  un  metodo  che  non  esclude  più  il  caso  in  cui 
TI  passi  per  Torigine). 

Se  poi  Tequazione  del  piano  TT  è  data  nella  forma  generale  aw+  ...=0, 
conservando  a  (T  lo  stesso  significato  che  nel  §  precedente,  la  forinola 
della  distanza  fra  P  e  TT  sarà 

PTT  =  —  <T(aa?  +  &y  +  c^  -f-  d). 

Angolo  di  d/ue  piani. 

97.  Un  angolo  di  due  piani  TT  TT',  le  cui  equazioni  normali  siano 

a?cosa  +  VCOsp-}-zcosir  — p  =  0       a?cosa'  +  ...  — p'  =  0, 

equivale  a  quello  delle  loro  normali  n  n';  onde  (§  6  e  10)  la  formola 

sen'xjs      \cosa'    cosp'    cost'/ 
Quindi,  se  le  equazioni  date  dei  due  piani  sono 

flic  +  ^  +  c;ar  +  rf  =  0       a'a?  +  &'y  +  C^  +  d'  =  0 , 
chiamando  (3f  quella  funzione  di  a'  ìf  d  che  è  a  di  a  &  e,  e  sostituendo 
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a  cosa  cosp  cosr  cosa'  cosp'  cosy'  le  espressioni  trovate  nel  §  25,   si 
ottiene 

^  fa    h    e\ 

cosTTn'  =  -^Yf^,  ^    ^\=—j£ML== 

sen'xyi      \a'    V     dì      ±l/V(a6c).V(a'ò'c')  ' 

ove  ±  è  il  segno  di  ddH. 
I  due  piani  sono  perpendicolari  se  il  coseno  è  nullo,  cioè  se 


la'    V    c'ì 


Per  assi  ortogonali  si  ha 


CosTTH'  =  aa^^W  +  c^^ 


ed  anche,  giusta  la  [10]  §  7, 

I  a     6     e     « 

V      1.'      J 

La  condizione  di  perpendicolarità  è  allora 

ad +  W -^0(^  =  0. 

Metta  paraMéla  o  perpendicolare  o  appartenente 
a  un  piano. 

SS.  Sia  Tequazione  del  piano  TT 

ax  +  by-i-cz  -{-€1  =  0. 

Se  la  retta  r,  data  come  intersezione  di  due  piani  TT^  n^  di  equa- 
zioni 

a^x  +  h^y  +  c^z  +  d^  =  0       a^x  4-  b^V  +  c,^:  +  («,  =  0 , 

è  parallela  al  piano  n,  non  vi  sarà  alcun  punto  comune  ai  tre  piani 
n  n^  n, ,  e  però  sarà  (§  22) 

[a&,c,]  =  0. 
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e  la  sua  matrice  avrà  la  caratteristica  2;  mentre  la  matrice 

a     b    e    d 
a^    ^1   G\    ^i 
a,    &,  e,    d, 

non  avrà  la  caratteristica  2. 

Se  invece  la  retta  r  appartiene  al  plano  TT,  i  tre  TT  TT,  TT,  saranno 
piani  di  un  fascio,  e  però  ambedue  le  matrici  avranno  la  caratteri- 
stica 2. 

Se  invece  la  retta  r  è  perpendicolare  al  piano  TT,  saranno  TT^  e  TT, 
perpendicolari  a  TT,  ossia 

Yf«  ^^]=0    e  V(^  J^  )=0. 

Ma  è  frequente  il  caso  che  la  retta  r  sia  data  da  equazioni  nor- 
mali  (§  21) 

a?  — a?t  y  — yt  g  — gj 

{  m  n      ' 

e  vogliamo  trattarlo  direttamente. 


Allora,  posto 


X  —  ap|_ 


...=T,  si  ha  per  ogni  punto  (xyz)  della  retta  r 


x  =  x^  +  lT        y  =  y^^mi        z=zZi'{-nT; 
e  questo  punto  cadrà  in  TT  se 

a{x,  +  lr)  +  b{y,  +  mT)  +  c{z,  +  nT)  +  d=0 

(ax^  +  ìn/i  +  cz^  +  rf)  +  {al  +  &m  +  cn)T  =  0. 


ossia 


La  retta  r  sarà  parallela  a  TT  se  questa  equazione  non  dà  nessun 
valore  per  t,  cioò  se 

al+l)m+cn  =  0. 

Invece  la  retta  r  giacerà  tutta  in  n  se  la  medesima  equazione  è 
soddisfatta  da  ogni  valore  di  t,  ossia  se 

ax^  +  ày^  +  cz^  +  d  =  0    e    a/  +  &m  +  cn  =  0. 

Volendo  infine  che  la  retta  r  sia  perpendicolare  al  piano  TT,  si  os- 
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servi  che  la  normale  n  a  TI  sarà  allora  parallela  a  r;  onde  cosnx  = 
cosrx, ...;  e  siccome  è  noto  (§  25)  che 

cosnx  : cosnj : cosnz  =  a  :  b:c, 

e  (§  21)  che 

oosrx  :  cosry  :  cosra  =  0,(/  m  n)  :  <t>i{l  m  n)  :  <t>3(^  m  n) , 

cosi  sarà 

a:b:c  =  ^^{1  m  n)  :  <t),(/  m  n)  :  <l>8(/  m  n), 

e  potrà  assumersi 

ove  &  è  un  fattore  arbitrario  (4=*  0). 
Risolvendo  queste  equazioni  rispetto  a  Imn,  si  avrà 

,_  nabc)  ^ahc)  nabc) 

ossia 

/=V,(a6c)ft'    m  =  %{abc)k'    n  =  Vs(«&c)ft', 

ove  h'  è  un  fattore  arbitrario  (=#0). 
Per  assi  ortogonali  si  avrà 

a:b:c  =  l:m:n. 

EsKBcuio  1.  Equazione  del  piano  pei  centri  di  tre  stelle,  ovvero  pel  centro 
di  una  stella  e  per  Tasse  di  un  fascio. 

Es.  2.  Formola  della  distanza  tra  due  piani  paralleli. 

Es.  3.  Tra  i  piani  di  un  fiucio  determinare  quello  che  h  perpendicolare  a 
un  dato  piano. 

Es.  4.  Tra  i  piani  di  un  floscio  determinare  quello  che  è  parallelo  a  una 
retta  data. 

Es.  5.  Tra  i  piani  di  una  stella  determinare  quello  che  è  parallelo  a  due 
rette  date. 

Es.  6.  Tra  i  piani  di  una  stella  determinare  quello  che  é  perpendicolare  a 
una  data  retta. 

Es.  7.  Estendere  allo  spazio  la  notazione  abbreviata  esposta  al  §  81  del  cap.  V. 


I 
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Es.  8.  Determinare  gli  angoli  di  un  piano  cue-^by-^cz-^-d^O  con  i  piani 
coordinati. 
Es.  9.  D  volarne  del  tetraedro  di  quattro  piani  Oix  -|~  •  •  .=0,... ,  a^a?-)-...  =  0  b 

—  senXTz   [atVa<?J 

6  •  [«AcJ  [«1  Vi]  [oiVJ  [at^fCs]  ' 

Es.  10.  Le  equazioni  di  una  retta  si  possono  sempre  ridurre  alla  forma 

ossia 

{  m  1  ' 

Significato  geometrico  dì  l  m  p  q, 

Es.  11.  Equazioni  della  perpendicolare  da  un  dato  punto  a  una  data  retta. 

Es.  12.  Equazione  della  sfera,  come  luogo  dei  punti  aventi  una  distanza 
assegnata  da  un  punto  fisso.  È  di  2<*  grado. 

Es.  13.  Estendere  allo  spazio  i  luoghi  considerati  negli  Esercizi  che  seguono 
il  §  86  cap.  y. 

Es.  14.  Luogo  dei  punti,  le  cui  distanze  da  tre  punti  fissi  siano  proporzio- 
nali a  dati  numeri  (o  eguali  fra  loro).  È  un  circolo  (o  risp.  una  retta). 

Es.  15.  Luogo  dei  punti,  le  cui  distanze  da  un  punto  e  da  un  piano  fissi  siano 
in  dato  rapporto  (o  eguali). 

Es.  16.  Luogo  dei  punti,  le  cui  distanze  da  due  piani  fissi  siano  in  dato  rap- 
porto (o  eguali). 
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CAPITOLO  IX. 
Spazio   di  piani. 


Coordinate  plUckeriane  di  un  piano. 

§  fl.  Per  individuare  un  piano  nello  spazio,  possiamo  procedere  in 
modo  analogo  a  quello  tenuto  per  individuare  una  retta  nel  piano 
rigato. 

Consideriamo  tre  rette  fisse  x  7  z  di  una  stella  (non  appartenenti  ad 
un  fascio):  un  piano  seca  le  tre  rette  in  tre  punti,  i  quali  individuano 
il  piano;  e  però  tre  numeri,  che  individuino  rispettivamente  questi 
punti,  faranno  da  coordinate  del  piano.  P.  e.  si  possono  assumere  come 
tali  le  ascisse  p  qr  dei  tre  punti  contate  dal  punto 0  comune  alle  tre 
rette.  Ovvero,  posto 

si  possono  assumere  uvw  come  coordinate  del  piano;  e  le  diremo 
coordinate  Plùckeriane. 

Dunque  lo  spazio  di  piani  è  una  forma  di  5*  specie. 

Mentre  un  piano  si  move  parallelamente  a  sé  stesso,  i  rapporti  delle 
uvu)  non  si  alterano. 

Quando  il  piano  viene  a  passare  per  0,  le  p  q  r  divengono  nulle  e 
quindi  le  uvw  divengono  infinite.  Dicendo  soltanto  che  per  un  piano 
le  coordinate  uvw  sono  infinite,  non  s*  individua  il  piano;  ma  si  viene 
solo  a  significare  che  esso  passa  per  0.  Per  individuarlo  basta  dare 
inoltre  i  rapporti  che  hanno  le  uvw  per  un  piano  parallelo  ad  esso. 

Per  un  piano  parallelo  airasse  x  è  nulla  la  coordinata  u\  e  cosi  via. 
Per  un  piano  parallelo  al  piano  xy  son  nulle  u  e  v\  e  cosi  via.  Infine 
pel  plano  ali* infinito  son  nulle  tutte  tre  le  coordinate  uvu?. 
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Pel  piano  xy,  u  v  sono  indeterminate  e  u>  è  infinita  ;  ecc. 

9.  Considerando  lo  spazio  anche  come  punteggiato,  e  riferendone  i 
punti  ai  medesimi  assi  xyi  mediante  coordinate  cartesiane,  l'equazione 

del  piano  è  ~  +  '^  +  ~  —  i  =  0>«  quindi  ora  diviene 

ttfl7  +  t?^ -{-uj^r  + 1  =0. 

Dualmente,  se  son  dati  xyz,  questa  equazione  è  soddisftitta  dalle 
coordinate  uvw  ^  tutti  i  piani  passanti  pel  dato  punto  {(cyz),  e  però 
può  chiamarsi  Veguazione  del  punto,  considerato  come  centro  di  una 
stella  di  piani. 

Se  Tequazione  del  piano  è  data  sotto  la  forma  generale 


aa;  +  l)y  +  cz-\'d  =  0, 

si  ha  subito 

a                    b                     e 

8.  Due  piani  (uvtv)  (u'v'w')  in  generale  determinano  un  fttscio; 
e  un  piano  qualunque  del  fascio  è 

\   X  +  M  X  +  M  X  +  M    /■ 

Tre  piani  (uvto)  {u!  v'  uf)  {u"v"f4y^)  determinano  una  stella;  e  un 
piano  qualunque  della  stella  è 

[      X  +  n+v  X  +  n  +  v  X  +  Ji  +  v      /• 

Quattro  piani  (u  v  io)  (w'  v^  to*)  (w"  v"  w")  (w'"  t?'"  «?'")  appartengono 
a  una  stella,  se 

[uvWì"']  =  0. 

Facendo  variare  il  primo  piano,  mentre  gli  altri  tre  rimangono  fissi, 
questa  è  Fequazione  del  punto  comune  ai  tre  piani  fissi. 

Se  i  quattro  piani  non  sono  di  una  stella,  le  coordinate  di  un  piano 
qualunque  dello  spazio  potranno  scriversi 

iXu+uu'  +  yu'+rtu'''     Xv  +  }if/ ■}- vif' +  w^'     \^  +  ^^ +  y,uf'+vw'"\ 
\        X-+-M  +  v  +  it  X+^  +  v  +  l^  X  +  |i  +  v  +  if         /' 
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liquazione  di  un  punto  -  Inviluppi. 

4.  L'equazione  lineare  in  coordinate  di  piatii  uvtc 

at*  +  &t?  +  cu?  +  <i  =  0 

è  Vequazione  di  un  punto,  poiché  è  soddisfatta  da  tutti  i  piani  pas- 
santi pel  punto  di  coordinate  cartesiane  (  4-  ^  4  )  • 

Se  fra  le  tri; t^  passa  una  data  equazione  soddisfatta  da  una  serie 
continua  (doppiamente  infinita)  di  piani,  questi  costituiscono  un  invi- 
luppo. 

E  se  si  hanno  due  equazioni  soddisfatte  da  una  serie  continua  di 
piani,  questi  costituiscono  una  sviluppabile. 

Gl'inviluppi  e  le  sviluppabili  danno  di  nuovo  origine  a  quelle  serie 
di  punti  che  chiamammo  superficie  e  curve;  ma  qui  non  possiamo 
addentrarci  in  tali  argomenti. 

Tre  equazioni  fra  le  t^rt^  in  generale  determinano  per  uvio  \m 
gruppo  discreto  di  teme  di  valori,  e  quindi  un  gruppo  discreto  di 
piani. 

A  valori  complessi  delle  coordinate  faremo  corrispondere  pitini  com- 
plessi, ecc. 

EsKBOizio  1.  Estendere  allo  spazio  di  piani  gli  esercizi  del  §  5  cap.  VI. 
Es.  2.  Definendo  come  equazioni  di  una  retta  le  equazioni  di  due  punti  di 
essa,  svolgere  ciò  che  corrisponde  per  dualità  al  contenuto  del  cap.  YIU  §  21. 
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CAPITOLO  X. 

Coordinate  projettive  omogenee  ed  omografia 
nelle  forme  geometriche  di  1*  specie. 


Doppio  rapporto  e  coordinata  proiettiva 
neUa  retta  punteggiata. 

%  I.  Siano  À  B  C  D  quattro  punti  di  una  retta.  Si  formi  il  rapporto 
'==^  del  punti  À  B  C  e  il  rapporto  ^=-  dei  punti  A  B  D  :  il  rapporto 

BO  BB 

fra  questi  due  rapporti  è  =7  :  ^=,  che  si  dirà  doppio  rapporto  dei 

BG      BD 

-♦    quattro  punti  A  B  C  D,  0  hirapporto,  e  s'in- 
~ÌlTV      2    i     i       dlcherà  col  simbolo  (ABCD);  sicché 

/.BOpx_(ABC)_  AC  .  AD  _  AC.BD 
VAovif j  _  ^^jjj  —  BC  ■  BD  ■"  AD .  BC  ' 

Esso  è  positivo  se  le  coppie  AB  CD  non  si  separano,  negativo  se  si 
separano. 

Sebbene  le  permutazioni  di  quattro  punti  siano  24,  i  doppi  rap- 
porti che  ad  esse  corrispondono  non  sono  tutti  differenti.  Infatti  Te- 
AC   BD 
spressione  ^  '  ^^  non  si  altera  se  si  scambiano  contemporaneamente 

A  con  B  e  C  con  D,  ovvero  A  con  C  e  B  con  D,  ovvero  A  con  D  e  B 
con  C;  onde 

(ABCD)  =  (BADC)  =:  (ODAB)  =  (DCBA)  ; 

ossia:  un  birapporto  di  quattro  punii  non  si  altera,  se  si  scambiano 
due  pwnti  fra  loro  e  gli  altri  due  fra  loro. 
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Ck)n  uno  di  tali  doppi  scambi  si  può  portare  in  un  posto  assegnato 
quel  punto  che  si  vuole,  p.  e.  A,  in  primo  posto,  senza  alterare  il  bi- 
rapporto;  e  però  siamo  ridotti  a  considerare  i  seguenti  sei  birapporti: 

(ÀBCD) ,  (ÀCDB) ,  (ÀDBC) ,  (ÀBDG) ,  (AOBD) ,  (ÀDCB). 

Dal  P  si  deducono  il  2*  e  il  3^^  lasciando  ferma  la  lettera  A  e  per^ 
mutando  circolarmente  B  C  D;  e  dai  primi  tre  si  deducono  gli  altri  tre 
scambiandovi  le  ultime  due  lettere. 

Tra  questi  sei  birapporti  passano  ancora  delle  relazioni.  Infatti  è 
evidente  che 

(ABCD).(ABDC)=:1, 

ossia:  diùe  birapporti  differenti  per  Cordine  dei  due  ultimi  punti  (o 
dei  due  primi)  danno  per  prodotto  1.  Analogamente 

(AODB) .  (AOBD)  =  1 ,   (ADBG)  .  (ADCB)  =  1. 

Inoltre  dalla  (H,  2)  AB.OD  +  AC.DB-f- AD.BC  =  0,  dividendo  per 
—  AD.BC,  si  ha 

AC.BP    ,    AB. CD        ._^ 
AD.BC'^AD.CB        1  —  "» 

ossia 

(ABCD)  +  (A0BD)  =  1; 

dunque:  due  birapporti  differenti  per  l'ordine  del  secondo  e  terzo 
punto  (o  del  primo  e  quarto)  danno  per  somma  1.  Analogamente 

(ACDB)  +  (ADCB)  =  1 ,    (ADBC)  +  (ABDC)  =  1. 

9.  Queste  sei  relazioni  sono  più  che  sufficienti  a  mostrare  che:  / 
valori  dei  sei  birapporti  dipendono  da  un  solo  di  essi. 
P.  e.,  se  poniamo 

(ABCD)=rp. 

abbiamo  successivamente 

(ABDC)  =  i 


P 

1 


(ACBD)  =  1  — p,         (ACDB)=- 


P' 


(ADBC)  =  1  — L=  ?^ ,        (ADCB)  =  -^ 
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In  particolare:  se  p  =  0,  abbiamo  ÀC.BD=:0,  onde  10=0  o 
BB=:0.  I  sei  birapporti  divengono  allora 

(ABCD)  =  ±  0,        (ABDC)  =  ±00, 
(ACBD)=i,  (ACBB)=1, 

(ADBC)  =  =Foo,      (ABCB)  =  =FO; 

Tale  a  dire:  se  uno  dei  sei  btrccpporti  dMene  0,  o  oo,  o  1,  aUora 
due  divengono  0,  due  co,  due  1  ;  e  due  dei  quaUro punti  coincidono. 

Se  p  =  — 1,  si  ha  bc  ~~  BB  '  ^^^^  ^®  coppie  AB,  CB  sono  ar- 
moniche (n,  7).  Attnalmente 

(ABOB)=:  — 1,        (ABBC)  =  — 1, 
(ACBB)  =  2,  (AOBB)  =  i, 

(ABBC)  =  2,  (ABCB)=1; 

onde:  se  uno  dei  sei  ìrtrapporti  vale  — 1,  o  2,  o-,  allora  dueval- 

gono  —  1 ,  due  2  e  due  «  ;  ^  ^  quattro  punti  (In  un  certo  ordine) 

formano  un  gruppo  armonico. 

n  birapporto  nel  caso  dell'armonia  acquista  i  valori  particolari  de- 
terminati —  1,  2,  -  ;  perciò  in  generale   si  suole   anche  chiamarlo 

rapporto  anarmonico. 
È  evidente  la  relazicHie 

(ABCB)  (ABBB)  =  (ABOE), 

ovvero 

(ABCB)  =  (ABCE)  :  (ABBE), 

ed  altre  analoghe  se  ne  deducono  mutando  di  posto  alcune  lettere. 
Se  B  va  allontanandosi  airinflnito  sulla  retta  nel  senso  positivo  o 

n^ativo,  g^  tende  a  1,  e  però  (ABCB)  tende  al  limite  gg .  Ciò  si  esprime 

scrivendo 

(ABCoo)  =  4^  =  (ABC). 

B.  D'Otidso,  €homdiria  anaUtka,  10 
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S.  Fissati  in  una  retta  tre  punti  ABC, ogni  altro  punto  P  della  retta 
£a  con  essi  in  un  ordine  assegnato  un  birapporto  affatto  determinato. 

Viceversa:  fissati  i  tre  punti  À  B  0,  ad  ogni  valore  assegnato  del 
birapporto  (ÀBGP)  corrisponde  una  posizione  del  punto  P;  poiché, 
dati  A  B  G,  e  dato  (ABGP),  è  individuato  il  rapporto  (ABP),  e  quindi 
(n,  5)  il  punto  P.  Lo  stesso  vale  per  gli  altri  birapporti  dei  punti 
A  B  G  P  (potendo  sempre  portarsi  P  in  ultimo  posto). 

Dunque:  possiamo  assumere  come  coordinata  di  un  punto  varia- 
bile P  delia  retta  il  birapporto  che  esso  determina  con  tre  punti 
fissi  ABC  della  retta  in  un  ordine  assegnato.  Scegliamo  (ABCP). 

Diremo  projettiva  questa  coordinata  (per  ragione  che  spiegheremo 
in  seguito). 

I  punti  A  e  B  hanno  per  coordinate  oo  e  0,  e  si  dicono  fondamen- 
tali; il  punto  C  ha  per  coordinata  1,  e  si  dice  punto  unità.  Tutti 
tre  si  dicono  punU  di  riferimento. 

Se  supponiamo  che  C  sia  il  punto  medio  fra  A  e  B,  allora  (ABGP) 
diviene  — BP:AP,  cioè  — (BAP),  che  è  la  coordinata  baricentrica 
(n,  6)  di  P  rispetto  a  B  e  A. 

Se  supponiamo  che  A  sia  il  punto  air  infinito  della  retta,  (ABGP) 
diviene  BP  :  BO,  e  non  è  che  Tascissa  (II,  1)  del  punto  P  rispetto  airori- 
gine  B  ed  a  BG  come  unità  lineare  positiva. 

Dunque:  la  coordinata  proiettiva  comprende,  come  casi  particolari, 
rascissa  e  la  coordinata  baricentrica. 

4L.  Se  X  a/  af'  a'"  sono  le  ascisse  di  quattro  punti  P  Q  B  S  riferiti 
a  un'  origine  0,  la  formola  che  esprime  il  birapporto  (PQRS)  può 
scriversi 

[i]  ZZryr.^rzTì^    ovvero    ^^_^„^^^__^.y 

L'espressione  [1]  può  bene  chiamarsi  doppio  rapporto  o  birapporto 
0  rapporto  anarmonico  dei  quattro  numeri  x  af  af'  a/*\  e  indicarsi  con 
{xc^af'af"). 

È  chiaro  che  quattro  numeri  danno  24  birapporti,  che  si  ridt^ 
cono  a  tre  coi  loro  inversi,  e  che  sono  legati  dalle  stesse  relazioni 
che  quelli  di  quattro  punti. 

Se  di  uno  stesso  punto  P  a?  è  l'ascissa  e  y  la  coordinata  projettiva 
(ABCP),  indicando  con  a  p r  le  ascisse  di  ABC,  la  precedente  formola 
porge  subito 


t/  =  fABCP)  =  ^^-"^^<^""^^=.^  +  ^ 

^^         ^       (a^a:)(p-Y)        «c  +  d' 


ove  a  =  Y  — a, 
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ft.  Qui  è  opportuno  notare  che,  se  due  variatili  w  y  sono  legate 
dalla  equazione 

y  =  — ^,  owero  x  =  — ^^    , 

e  se  ad  —  ì)c^Q,  vi  è  corrispondenza  univoca  fra  le  due  variabili, 
e  il  btrapporlo  di  quattro  valori  qualunque  delTuna  è  eguale  a 
quello  dei  corrispondenti  valOìH  dell'altra. 

Invero  ò  chiaro  primieramente  che,  dato  x^  è  individuato  y,  e  che, 
dato  y,  è  individuato  x. 

Inoltre,  se  a  xaf...  corrispondono  y  i/'...,  'i  ha 

oof-f-ò     fir  +  i  I  |afr||«   1 

^j       ox-)rh      ax'-\'h         aae^'\-'b    ex-^-d]  \e  d\\a^  \ 

y  — y     =  : r-. =-. : -r~^ =Z  -. : ^-::— 


cx  +  d      e^  +  d        (cx  +  d)icaf  +  d)    ^  (cx  +  d)(aif  +  dy 
ossia 

e  però,  quando  ad  —  &C4»0,  se  x^af,  è  pure  i/=#i/',  e  viceversa; 
mentre,  quando  a4 — l>c  =  0,  a  ogni  x  corrisponde  un  unico  y,  e  ad 
ogni  y  un  unico  x. 

Da  ultimo  sostituendo  a  y  —  y'\  y'  —  y'",  y-^y'",  y' — y"  le  loro 
espressioni  conformi  a  quella  ora  trovata  di  y  —  y',  si  ottiene,  a  ridu- 
zioni (atte: 

(yyyy  )-  (y->y")(^-y")"~(:r-:r^'0(^'-*'')~^         ^  ^' 

Ne  segue  che  :  U  birapporto  di  quattro  punti  è  eguale  a  quello  delle 
loro  coordinate  projettive  (e  in  particolare  baricentriche  o  ascisse). 

La  teoria  dei  birapporti  è  dovuta  a  MObids  ed  a  Chablis  (1796-1880);  ma 
di  eflBÌ  (nonché  de*  grappi  armonici)  si  trova  fatto  uso  fino  in  Pappo  (CoUssùmi 
matematiche)  e  poi  in  Dbsarguxs  ed  altri. 

La  denominazione  di  doppio  rapporto  fu  introdotta  da  Mòbius  ed  adottata 
da  tutti  i  geometri  tedeschi.  Quella  di  rapporto  anarmonico  fu  introdotta  da 
Chaslbs  nel  suo  importantissimo  Apergu  historique  (1837),  e  seguita  dai  geo- 
metri francesi  e  da  molti  italiani  ed  inglesi. 

n  concetto  delle  coordinate  projettive  fu  suggerito  da  HObiub;  in  seguito  fu 
di  nuovo  proposto  da  Stacdt  {BeitrOge,  1858)  e  sviluppato  da  Fibolbb  {Dar- 
steUende  Geometrie). 
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Esnoizio  1.  Calcolare  i  birapporti  di  quattro  fra'  punti  dell'es.  1  §  6  oap.  II. 
Es.  2.  Se  A  B . . .  son  punti  di  una  retta,  si  ha 

(ÀBCD)  (ÀBDE) ...  (ÀBLC)  »  1 ,    (ABCD)  (ÀBEF)  »  (ÀBCF)  (ABED). 

Es.  8.  Posto  (ABCD)=>p,  si  ha 


Plll__P L 

AB  ~"  AC      AD  • 


Es.  4.  Le  frazioni 


oonservano  lo  stesso  yalore,  qualunque  sia  fra  i  birapporti  di  quattro  punti 
quello  denotato  da  p. 

Es.  5. 1  sei  birapporti  di  quattro  punti  sono  tutti  diseguali  ;  salyo  quando  due 
dei  quattro  punti  coincidono ,  o  quando  i  quattro  punti  sono  in  armonia,  o 

quando  uno,  e  quindi  altri  due  dei  birapporti  hanno  il  valore =^ ,  sicché 

gli  altri  tre  divengono ^ .  In   quest'ultimo   caso  i  quattro  punti  si 

dicono  equìanarmonici;  ma  non  son  tutti  reali. 

Es.  6.  Indicando  con  p  un  birapporto  delle  due  coppie  di  punti  date  dalle 
equazioni 

si  ha  

(p  + 1)  :  (p  -  1)= (oc' +  a'c  —  2W)  :  21^(6^- oc)  (ft*»  -  a'O. 


Doppio  rapporto  e  coordinata  precettiva 
nel  fascio  di  rette. 

•.  Si  definisce  per  doppio  rapporto^  o  birapporto,  o  rapporto  anar- 
monico  di  quattro  rette  a  b  e  d  di  un  fàscio,  e  si  rappresenta  con 
(abed),  il  numero 

y  1^  -X '(»fec) senac      senad 

Si  tiri  nel  piano  del  fascio  una  retta  r,  che  sechi  abed  in  ABCD: 
si  avrà  (III,  13) 

(ABC)  =  (abc)  (bar)        (ABD)= (abd)  (bar), 
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e  però 

(ÀBCD) = (ÀBC)  :  (  ABD)  =  (abe)  :  (aM)  =  (ab«d). 

Questo  risultato  è  indipendente  dalla  posizione  di  r;  dunque  pos- 
siamo enunciare  il  seguente  teorema  (che  trovasi  già  in  Pappo,  e  che 
dicesi  la  proprietà  proJetUva  del  birapporto):  quattro  rette  di  un 
fascio  secano  una  retta  qualunque  del  loro  plano  in  punti^  il  cui  bi- 
rapporto rimane  costante  mentre  la  retta  muta  posizione;  e  questo 
birapporto  è  ug%uile  a  quello  delle  quattro  rette. 

Quattro  rette  di  un  fascio  forniscono  24  birapporti,  che  si  riducono 
a  soli  6  distinti,  fra*  quali  passano  le  stesse  relazioni  esposte  pei  bi- 
rapporti  di  quattro  punti. 

Le  proprietà  dei  birapporti  di  rette  di  un  fascio  si  possono  dimostrare 
ripetendo  (talora  con  lieve  modiflcazione)  le  dimostrazioni  esposte  per 
le  punteggiate  ;  anzi  si  possono  dedurre  immediatamente  dalle  proprietà 
delle  punteggiate,  considerando  invece  di  ciascun  fàscio  di  rette  la 
punteggiata  che  esso  determina  su  una  retta  arbitraria  del  suo  piano, 
e  tenendo  conto  della  proprietà  projettiva  del  birapporto. 

Se  (abed)  =  ^l,  le  due  coppie  ab  ed  sono  armoniche.  Dato  a  e  b, 
ad  ogni  posizione  di  e  corrisponde  una  coniugata  armonica  d,  e  a  d 
corrisponde  e. 

È  facile  vedere  che  quattro  rette  fisse  di  un  fascio  improprio  se- 
cano una  loro  trasversale  variabile  in  quattro  punti,  il  cui  birapporto 
è  costante.  Esso  si  assume  come  definizione  di  birapporto  delle  quattro 
rette  parallele. 

V.  Date  tre  retto  a  b  e  di  un  fascio,  sarà  individuata  una  retta  qual- 
siasi p  del  &SCÌO,  se  è  dato  il  birapporto  di  essa  con  quelle  tre  in 
un  ordine  assegnato,  p.  es.  (abq>);  e  però  questo  birapporto  si  può 
adoperare  come  coordinata  della  retta,  e  dicesi  protettiva. 

La  denominazione  è  giustificata  dalla  proprietà  projettiva  del  bi- 
rapporto. 

La  coordinata  projettiva  comprende,  come  caso  particolare,  la  (III,  13) 
coordinata  baricentrica  — (abp),  bastando  supporre  che  e  bisechi 

rangole  ab.  E  quindi  comprende  anche  la  coordinata  tangente  (III,  12). 

EssBcino  1.  Se  a  b  e  d  sono  rette  di  an  fascio,  e  si  pone  (abed)  :»  p,  si  ha 

Pjzi^^P 1_ 

tgab  "^  tgao       tgad  * 

Es.  2.  Le  proprietà  contenute  negli  esercizi  2,  4,  5,  6  del  §  5  si  estendono 
a  rette  di  on  fascio. 
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Doppio  rapporto  e  coordinata  precettiva 
nel  fascio  d4  pian4. 

S.  Si  definisce  per  doppio  rapporto,  birapporto,  rapporto  anar- 
montco  di  quattro  piani  a  p  r  ò  di  un  fascio,  e  si  denota  con  (aPrò)» 
il  numero 

<«PTb)  =  lig:S^  =  (a3T):(aPb). 

Le  due  punteggiate  ABCD...,  À'B'C'D'...  siano  le  sezioni  del  fascio 
apr^...  mediante  due  rette  rr';  è  la  retta  AB'  sechi  il  fascio  nella 
punteggiata  JlWC'D"...  Allora  ABGD...  e  JlB'C"D".,.  sono  sezioni  di  uno 
stesso  fascio  di  rette  (quello  in  cui  il  piano  ABB'  seca  il  fascio  di 
piani  apT^...),  onde  (ABCD)  =  {ÀB'C"D");  e  ABT/'D"...  A'B'C'D'...  sono 
anche  sezioni  di  uno  stesso  fascio  di  rette,  onde  (AB'C''D")=:(A'B'G'D'); 
sicchò  sarà  (ABGD)  =(A'B'G'D').  Dunque  il  birapporto  dei  quattro 
punti,  in  cui  una  retta  seca  quattro  piani  di  un  fascio,  ò  indipendente 
dalla  posizione  della  retta. 

Anche  il  birapporto  delle  quattro  rette,  in  cui  un  piano  seca  quattro 
piani  di  un  fascio,  ò  indipendente  dalla  posizione  di  quel  piano;  poiché 
è  eguale  al  birapporto  dei  quattro  punti,  in  cui  una  trasversale  seca 
le  quattro  rette  e  quindi  i  quattro  piani. 

Scegliendo  il  piano  secante  normale  alleasse  del  fascio,  si  hanno 
quattro  rette  ab  ed  tali  che  ap  =  ab,...;  quindi  sarà  (a^rb)  =  (<^^^)- 
Possiamo  dunque  conchiudere  che:  Se  quattro  piani  ^^-^h  di  un 
fascio  secano  un  piano  qualsiasi  in  quattro  rette  a  b  e  d  e  una  retta 
qualsiasi  in  quattro  punti  ABGD,  rlstUteranno  eguali  i  birapporti 
dei  quattro  piani,  delle  quattro  rette  e  dei  quattro  punti,  cioè  sarà 

(aPTÒ)  =  (abod)  =  (ABGD). 

Questa  è  la  proprietà  proiettiva  del  birapporto  di  quattro  piani 

(MÒBIUS). 

Le  proprietà  dei  birapporti  dei  piani  di  un  fascio  si  possono  dimo- 
strare come  le  proprietà  analoghe  per  le  punteggiate  o  pei  fasci  di 
rette;  anzi  si  possono  ridurre  a  queste,  considerando  punteggiate  o 
fasci  di  rette  sezioni  dei  fasci  di  piani. 

Se  (aPTb)  =  — 1,  le  coppie  apro  sono  armoniche. 

Come  birapporto  di  quattro  piani  paralleli  si  definisce  quello  dei 
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quattro  ponti  in  cui  essi  secano  una  trasversale  qualunque,  il  quale 
è  lo  stesso  per  tutte  le  trasversali. 

9.  Dati  apT>  si  può  assumere  (aprp)  come  coordinata  proJetUva 
di  p,  mentre  p  varia  nel  fascio. 

Se  T  I)iseca  il  diedro  ap,  la  coordinata  diviene  — (<^PP)>  <^^^  ^  ^ 
baricentrìca  (IV,  5). 

EsBBdzio.  Le  proprietà  contenute  negli  eserciti  del  §  7  bì  estendono  a  piani 
di  nn  faedo. 


JSette  punteggiate  omografiche. 

flO.  Consideriamo  due  rette  punteggiate  r  r':  siano  A  B  C  tre  punti 
fissi  arbitrari  di  r  e  A'  B'  &  tre  punti  fissi  arbitrari  di  r'.  Sia  poi  P 

un  punto  variabile  di  r,  e      ^_       , ,  — »- 

sia  P'  quel  punto  di  r'  per  "^        ^  ^      '     «      '^     ^     *         ~ 
cui  risulta 


(A'B'C'F)  =  (ABOP). 

Ad  ogni  posizione  di  P  cor- 
risponde una  di  P^  e  viceversa  ;  quindi  i  punti  P  e  P'  di  r  e  r'  sono 
in  corrispondenza  univoca.  Ad  A  B  C  corrispondono  A'  B'  C.  Gotesta 
corrispondenza  dicesi  omografia  (Ghaslbs),  o  colUneazione  (Móbius). 

XJriomografia  è  determinata  da  tre  coppie  di  punti  carrispon' 
denti. 

Al  punto  air  infinito  di  r  corrisponda  in  r'  il  punto  I^  ed  al  punto 
airinflnito  di  r'  corrisponda  in  r  il  punto  J;  i  due  punti  J,  r  diconsi 
punti  di  fuga  o  limiti. 

Due  punteggiate  omografiche  a  una  terza  sono  omografiche  tra 
loro. 

Siccome  x  =  ( ABCP)  è  la  coordinata  projettiva  di  P  riferito  a  A  B  C, 
e  y  =  (A'B'C'P')  è  la  coordinata  projettiva  di  P'  riferito  a  A'B'C, 
cod  Tomografia  sarà  espressa  dalla  equazione  semplicissima 

[1]  x  =  y. 

Se  xx'  x"  af'*  sono  le  coordinate  di  quattro  punti  P  (|  B  8  di  r  e 
y  i/  ì/'  l/"  quelle  dei  loro  corrispondenti  P'  Q'  R'  8'  in  r',  si  ba  y =», 
y'=x\  y"  =  a/',  1/"  =  ^?"';  ma  è  noto  (§5)  che 

(pqB8)  ==  {xafa^'oo"')  (P'iJ'B'S')  =  (yy'y' V'O; 
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sarà  dunque 

(PQB8)=:(P'<l'R'8')» 

cioè:  saranno  egimU  i  bira^pporti  di  due  quaterne  qualunque  di 
punii  a  due  a  due  corrispondenti  nelVomografia. 

In  particolare,  sarà  (PQRoo)  =  (F'Q'RT),  (PQBJ)  =  (P'<yRoo),  e  di- 
videndo,  (PQJoo)=(P'<yooI'),  ossia  PJ:qj=:QT:F'r,  od  anche 

jp.rp'  =  jq.rQ'; 

dunque:  Il  prodotto  delle  distanze  dei  due  punti  limiti  da  due  punti 
corrispondenti  variabili  è  costante  (Steiner). 

Se  xaf  a^'  a/"  indicano  le  coordinate  projettive  di  P  Q  B  S  riferiti 
a  tre  punti  scelti  comunque  in  r,  e  y  y'  j/'  y'"  indicano  le  coordinate 
proiettive  di  P'  i^  B!  W  rìferiti  a  tre  punti  scelti  comunque  in  i^,  l'e- 
guaglianza (PQBS)  =  (FQ'A'S')  si  tradurrà  nella 

[2]  ixafaf'a^'')=iyy^y'V'%  ovvero  g5^g=^|=g^^^ 

la  quale,  liberata  da  fratti  ed  ordinata  rispetto  a  07  e  v>  prenderà  la 
forma 

[3]  aa!y  +  bx  +  cy  +  d  =  0. 

Lasciando  fissi  QBS  Q^H'S'  e  facendo  variare  P  e  F,  i  coefficienti 
ab  Cd  restano  costanti  e  xy  variano.  Dunque  :  se  due  punteggiate 
sono  omografiche^  le  coordinate  proiettive  di  due  punti  variabili 
corrispondenti  soddisfanno  ad  una  equazione  di  i*  graOo  rispetto 
a  ciascuna  coordinata  (equazione  bilinearej. 

Viceversa:  sia  x  coordinata  projettiva  di  un  punto  variabile  P  di 
una  retta  r,  y  coordinata  projettiva  di  un  punto  variabile  P'  di  una 
retta  r',  e  pongasi  fra  a?  e  v  una  equazione  bilineare  del  tipo  della  \Z\ 
Da  questa  si  ricava 

quindi  (§  5)  la  corrispondenza  fra  le  variabili  xy  h  univoca  quando 
od  — &c#aO,  e  sono  eguali  i  birapporti  di  due  quaterne  di  valori 
corrispondenti  ài  x  ^  y\  e  però  anche  la  corrispondenza  fra  i  punti 
variabili  P  P'  sarà  univoca,  e  saranno  eguali  i  birapporti  di  due 
quaterne  di  punti  corrispondenti.  Dunque  :  la  corrispondenza^  espressa 
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da  una  equazione  bUineare  fra  le  coordinate  projeltive  di  due  punti 
variàbili  di  due  punteggiate,  è  una  omografia. 

Noi  supporremo  i  coefficienti  ab  ed  reali.  Allora  a  punti  reali  cor- 
rispondono neiromografla  punti  reali,  e  a  due  punti  complessi-coniugati 
corrispondono  due  punti  complessi-coniugati. 

Per  07  =  0  è  y  =  —  d:c,  e  per  y  =  0  è  ir  =  —  d:b. 

Per  a?=ooèay-|-6=0  ossia  y= — &:a,  e  per  y=cx)  è  a?= — c:a. 

Per  a?  =  l  è  i/  = i^,         e  per  y  =  l  èa7  =  — ^-i^. 

Dunque  in  generale  i  punti  di  riferimento  non  si  corrispondono. 

È  notevole  ii  caso  che  i  punti  all'inQnito  si  corrispondano.  Allora 
(WJRoo)  =  (P'Q'a'oo),  ossia  PB:  P'R'  =  QR:Q'B',  e  quindi  la  distanza 
fira  due  punti  di  r  serba  un  rapporto  costante  alla  distanza  fra  i  due 
punti  corrispondenti  in  r';  e  però  le  due  punteggiate  sono  simili.  Esse 
divengono  eguali  se  il  rapporto  costante  è  + 1- 

Rimane  a  trattare  il  caso  che  sia  ad  —  bc  =  0.  Allora  per  x  diverso  o 
eguale  a  r]/  si  ha  (§  5)  sempre  y  =  y^\  sicché  a  tutti  i  punti  di  r  cor- 
risponde un  unico  punto  singolare  di  r',  dato  da  y  =  —  d:c  =  —  b',a. 
E  del  pari  a  tutti  i  punti  di  r'  corrisponde  un  unico  punto  singolare 
di  r,  dato  da  a?=— d:&  =  — c:a. 

Le  esposte  proprietà  valgono  naturalmente  in  particolare  per  coor- 
dinate baricentriche  e  per  ascisse. 

EsKBcuio  1.  Quando  ai  ponti  fondamentali  di  coordinate  0  e  00  corrispon- 
dono quelli  di  coordinate  CO  e  0,  l'equazione  dell'omografia  si  riduce  a 

Eb.  2.  Quando  al  punto  fondamentale  di  coordinata  00  corrisponde  quello  di 
coordinata  00,  l'equazione  dell'omografia  si  riduce  a 

e  la  [8]  a 

^  +  cy  +  d=0. 

Ciò  avviene,  in  particolare,  se  le  coordinate  sono  ascisse  e  le  due  punteg- 
giate sono  similL 

Es.  8.  Se  ai  due  punti  a«  +  ^  =  0,  ex^d^^(^  ài  una  punteggiata  corri- 
spondono «V  -4~  ^  =  0 ,  c'y  +  <^  =="  0  in  una  punteggiata  omografica,  le  equazioni 
di  due  punti  corrispondenti  qualunque  saranno 

X((Mr  +  6)  +  n((«  +  (0  =  0,        X'(aV  +  y)  +  J*'(yy  +  (r)  =  0. 
con  la  condizione  —  :  — }  =  costante,  che  pub  sempre  ridursi  a  —  =  -,- . 
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11.  Supponiamo  ora  che  due  punteggiate  omografiche  abbiano  per 
sostegno  una  stessa  retta.  Allora  sussistono  tutte  le  proprietà  dianzi 
esposte,  ma  ne  compaiono  pure  delle  nuove;  ad  esempio,  si  può  cer- 
care se  vi  sono  punti  che  coincidano  coi  loro  corrispondenti. 

Se  le  coordinate  projettive  dei  punti  variabili  delle  due  punteg- 
giate si  prendono  riferendoli  a  un*unica  terna  di  punti,  afBnchè  un 
punto  coincida  col  suo  corrispondente  dev'essere  y  =zx,  e  però  la  [3] 
diviene 

[5]  aa?»  +  (&4.c)a7  +  d  =  0. 

Quest'equazione  di  2^  grado  porge  per  x  due  valori,  reali  e  distinti, 
reali  ed  eguali,  complessi-coniugati,  secondo  che  (&+c)' — 4ad>=<0. 
Dunque:  per  due  punteggiate  omografiche  sulla  stessa  retta  esistono 
due  punti  ("reali  e  distinti,  o  reali  e  coincidenti,  o  complessi-coniu- 
gatij,  i  quali  hanno  per  corrispondenti  sé  stessi. 

Questi  punti  si  dicono  untti,  doppt,  tautologia  fuochi,  ecc. 

Siano  U  Y  questi  due  punti:  avremo  (§  10) 

PU     pv        P'U      PT 

(P(IUF)  =  (P'Q'UT) .  ossia  ^  :  ^  =  |J  :  |1 , 

onde  segue 

F?    FT^Ir    |t'  ^^'*  (PP'UT)  =  (Wiry); 

e  però  :  in  dite  punteggiate  omografiche  sulla  stessa  retta  è  costante 
il  birapporto  di  due  punti  corrispondenti  qualunque  coi  due  punti 
uniti  (reali  o  imaginarì). 

Esso  ò  uguale  a  (JooUF)  ossia  (UYJ),  ed  anche  a  (ool'UY)  ossia 
(YUr). 

Una  omografia  tra  i  punti  di  una  retta  è  determinata  dai  due 
punti  uniti  e  da  una  coppia  di  punti  corrispondenti  distinti,  oppure 
dai  due  punti  uniti  e  dal  birapporto  di  due  punti  corrispondenti  con 
essi  (purché  i  punti  uniti  non  coincidano,  cioè  quel  birapporto  non 
valga  1). 

Una  omografia  con  tre  punti  uniti  distinti  si  riduce  all'identità. 
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Involuziane  neUa  retta  punteggiata. 

nit.  Siano  distinti  i  ponti  uniti,  e  si  supponga  (PP'UY)  =  (PTUT). 
sarà  (PFUy)=±l,  e  sarà  pure  (qq'UY)  =  (Q'QUY)  =  zti,...  Allora 
la  corrispondenza  omografica  è  reciproca,  vale  a  dire  che  ai  punti 
P'it'..^  considerati  come  appartenenti  alla  prima  punteggiata,  corri- 
spondono FQ...  nella  seconda. 

Se  (PP'Uy)  =  l,  deve  P  coincidere  con  P',  Q  con  Q', ...,  e  le  due 
punteggiate  sono  identicìie. 

Invece,  se  (PP'UV)=—  i,  le  coppie  PP'  (|<y...  sono  tutte  armonic?ie 
rispetto  a  U  e  Y;  e  noi  diremo  (con  Desargues,  1509-1662)  che  esse 
costituiscono  una  involuzione  (di  2""  ordine  o  quadratica), 

I  punti  doppi  U  Y  dell* involu- 
zione si  sono  supposti  distinti  ;  ma      -j — jr-t; — j~± ^ ^=^ 

possono  essere  reali  o  complessi- 
coniugati  :  nel  1*  caso  Tinvoluzione  si   chiama  iperbolica ,  nel  2^ 
eUUtica. 

Nell'involuzione  i  due  punti  limiti  coincidono  col  punto  X  medio 
fra  i  punti  doppi  (detto  centro  dell*  involuzione),  e  si  ha  (§  10) 

MP  .  MP'  =  MQ .  MQ'  =. .  .  =  MU«  =  MY*  =  C05tante, 

la  quale  è  sempre  reale. 

Date  due  coppie  di  punti  di  un'involuzione,  questa  è  determinata  ; 
poiché  ciò  equivale  a  dare  tre  coppie  di  punti  corrispondenti  di  un*o- 
mografla.  Riferendo  tutti  i  punti  a  un'unica  tema  di  punti  di  riferi- 
mento, se  a/  y'  e  oo"  y^'  sono  le  coordinate  delle  due  coppie,  Fequa- 
zione  dell'involuzione  è 

[6]  (a?  X'  af'  y')  =  (y  y'  y"  x'), 

ossia 

(07  — a7'0(ì/  — a?')  (2/'  — !/")  +  («?— I/')(l/  —  l/")(a^'  — ^0  =  0; 

e  Vequazione  dei  punti  doppi  sarà 

m    (a?  — a7')(a7  — a?")(l/'  — y")  ■{■{po  —  y'){x  —  y''){x^  —  af')  =  0. 

L'equazione  dell*  involuzione  può  anche  ottenersi  esprimendo  che 
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la  [3]  non  si  altera  scambiando  a?  con  y,  il  che  òk  &=c;  sicché  Veotuz-^ 
zUme  deW  involuzione  è 

[8]  aa7i/  +  2<a?  +  y)  +  d  =  0. 

L'equazione  dei  punti  doppi  è 

e  nel  defluir  T  involuzione  si  è  supposto  che  questi  punti  siano  distinti, 
cioè  che  otf— 6'«4=»o. 

Ma  quando  ad — &'  =  0  Tomografla  [8]  offre  ii  punto  singolare  (§  10) 
di  coordinata  dib  (=  —  ì)ia\  nel  quale  cadono  pure  i  due  punti  uniti; 
e  siccome  allora  a  ogni  elemento  P  di  r  corrisponde  in  r'  questo 
punto  singolare  U,  e  a  U  come  elemento  di  r  corrisponde  ogni  ele- 
mento di  r'  e  fra  essi  P;  così  è  lecito  denominare  questa  particolare 
omografia  una  involuxi(me  con  due  punii  do]^  coincidenti ,  od  anche 
parabolica. 

18.  Si  scorge  che,  se 

è  Tequazione  di  due  punti  di  una  retta,  su  questa  retta  esistono  in- 
finiti sistemi  di  due  punteggiate  omografiche  per  cui  quelli  siano  i 
due  punti  uniti,  e  che  Tequazione  di  una  qualunque  di  queste  omo- 
grafie è 

Aivy  +  B'x  +  B"y  +  C  =  0, 

con  la  sola  condizione  B'  -f  B"  =  B. 

Vi  ò  una  sola  involuzione  che  abbia  per  punti  doppi  i  due  punti 
dati  dall'equazione  proposta,  e  la  equazione  di  questa  involuzione  è 

Axy  +  f(x  +  v)  +  C  =  0. 

Or  quest'involuzione  è  un  ente  geometrico,  la  cui  considerazione 
si  può  sostituire  a  quella  della  coppia  data  di  punti  quando  questa  è 
imaginaria,  e  che  fornisce  quindi  una  definizione  geometrica  della 
coppia  di  punti  complessi-coniugati,  mentre  quella  che  prima  (II,  9)  ne 
avevamo  data  era  soltanto  analitica.  È  chiaro  da  ciò  che  i  punti  com- 
plessi-coniugati sono,  non  altrimenti  che  i  punti  reali,  enti  geometrici 
indipendenti  dal  sistema  di  coordinate  che  si  adopra  ;  poiché  tali  sono 
le  involuzioni  da  cui  essi  sono  determinati. 
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Questa  definizione  tutta  geometrica  di  una  coppia  di  punti  complessi-coniu» 
gati  é  dovuta  a  Staudt. 

EsBBcuxo  1.  Per  due  punteggiate  omografiche  su  una  retta  le  coppie  l'J  e  UT 
hanno  lo  stesso  punto  medio. 

Es.  2.  Se  le  due  punteggiate  sono  simili,  uno  dei  punti  uniti  b  airinfinito. 

Es.  3.  Per  punto  medio  fra  due  punti  complessi-coniugati  si  pub  definire  il 
centro  delPinvoluzione  ellittica  che  li  determina.  E  per  prodotto  détte  dUtanate 
di  un  punto  reale  della  loro  retta  dai  punti  medesimi  si  pub  definire  la  dif- 
ferenza (sempre  reale)  tra  il  quadrato  delia  distanza  del  detto  punto  dal  punto 
medio  e  la  costante  deirinvoluzione. 

Es.  4.  Una  omografia  con  i  punti  uniti  coincidenti,  applicata  ad  un  punto 
della  retta  un  cony eniente  numero  di  volte,  dà  come  corrispondente  un  punto 
distante  dal  punto  unito  meno  di  qualsiasi  dato  segmento. 

F€Mei  di  rette  omografici  e  i/nvolutori. 

14.  Due  fàsci  di  rette  si  dicono  omografici  o  collineari^  se  a  tre 
rette  date  a  ]&  e  dell'uno  si  (knno  corrispondere  tre  rette  date  a'  V  ff 
deiraltro,  e  ad  una  qualunque  retta  p  del  primo  fascio  quella  retta 
p'  del  secondo  che  &  il  birapporto(a'bVp')  =  (aÌM5p)(').  Allora  il  btrap^ 
porto  di  quattro  rette  qualunque  delVun  fascio  è  eguale  a  quello 
delle  rette  corrispondenti  delfaltro. 

L'omografia  è  espressa  da  un'equazione  bUineare  in  coordinate 
proiettive  (o  baricentriche,  o  tangenti). 

Se  due  fasci  omografici  hanno  lo  stesso  sostegno  (centro  e  piano), 
ammettono  due  rette  unite  o  doppie  (reali  o  imaginarìe);  e  due  rette 
corrispondenti  qualunque  fanno  con  le  rette  unite  un  birapporto 
costante. 

Se  l'omografia  è  reciproca,  le  coppie  di  rette  corrispondenti  formano 
una  involuzione,  esse  sono  armoniche  con  le  due  rette  doppie  (reali 
0  ìmaginarie). 

Una  coppia  di  rette  complesso-coniugate  può  definirsi  come  un'in- 
voluzione. 

15.  In  un  fascio  proprio  di  rette  in  evoluzione,  o  esiste  una 
coppia  di  rette  coniitgate  e  perpendicolari  (le  quali  diconsi  princi- 
pali), o  tali  sono  tutte  le  coppie  (involuzione  di  angoli  rettf). 


(*)  L*osseryazione  fatta  al  §  6  &cilita  grandemente  la   dimostrazione   deUe 
proprietà  dei  fasci  di  rette  omografici  od  involutor!. 
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Infatti,  in  coordinate  tangenti  Tequazione  dell*  involuzione  è  della 
forma 

atgop  tgop'  -f  &(tgop  +  tgop')  +  d  =  0; 

ed  ora  si  vuole  che  sia  pp'  =  ±  ^ ,  ossia  op'  =  op±  ~ ,  onde  tgop'  = 
—  l:tgop,  tgop  tgop' =r  —  1;  e  però  l'equazione  diviene 
fttg'op  —  (a—d)  tgop  —  6  =  0. 

Essa  in  generale  dà  per  tgop  due  valori,  il  cui  prodotto  è  — 1,  e 
quindi  due  valori  reali.  Questi  valori  determinano  due  rette  reali  e 
perpendicolari,  a  ciascuna  delle  quali  corrisponderà  nell*  involuzione 
la  propria  perpendicolare,  cioè  Taltra  retta.  Si  ha  cosi  una  sola  coppia 
di  rette  coniugate  e  perpendicolari. 

Ma  si  noti  che  Tequazione  ultima  è  soddisfatta  da  più  di  due  rette 
p,  e  quindi  da  tutte,  se  b=0,  a  —  d  =  0.  Allora  l'equazione  dell*  in- 
voluzione si  riduce  a 

tgoptgop'  =  — 1, 
e  r  involuzione  è  ellittica. 

Eamouio  1.  Se  m  è  una  delle  due  rette  principali  di  un*invobizione,  ai  ha 

tgmp  tgmp'  a  costante = igHnm  =  tg^mv . 

indicando  con  m  T  le  due  rette  doppie. 

Efl.  2.  Se  le  due  rette  doppie  di  un'involuzione  sono  perpendicolari,  gli  an- 
goli di  due  rotte  coniugate  qualunque  sono  bisecati  da  esse,  e  si  ha  un*invo- 
luzione  simmetnea  od  ortogonale. 

Es.  3.  In  due  fasci  omografici  di  rette  vi  è  una  coppia  di  rette  perpendicolari 
deiruno  che  ha  per  corrispondente  nell'altro  una  coppia  di  rette  perpendicolari 
(coppie  principali).  Se  ij  e  i'J'  sono  queste  due  coppie  e  p  p'  due  rette  corri- 
spondenti variabili,  si  ha 

tglp  tgj'p'  =  costante. 

Fasci  di  piani  omografici  e  involutori. 

16.  Due  fasci  di  piani,  con  assi  diversi  o  con  lo  stesso  asse,  si  di- 
cono am(^ra/tc^  o  co^^n^ar^  quando,  scelti  tre  piani  a  Pt  delFun  fascio 
come  corrispondenti  a  tre  piani  dati  a'fi'f  dell'altro,  si  fanno  corri- 
spendere  due  piani  variabili  p  e  p'  che  determinino  con  quelli  birap- 
porti  eguali:  (aPrP)  =  (a'PYp')  ;  onde  segue  che  a  quattro  piani 
qualunque  deW  un  fascio  corrispondono  quattro  piani  delC  olirò 
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formanti  lo  stesso  birapporto,  e  che  reqtuxzione  dMofmografia  in 
coordinate  proiettive  è  bUtnearei^). 

Se  Tomografia  è  recìproca,  si  ha  una  involuzione  (QuadrattcaJ. 

Una  coppia  di  piani  complessi-coniugati  può  definirsi  come  un'in- 
voluzione. 

In  ogni  involuzione  di  piani  di  un  fascio  proprio,  esiste  una 
coppia  di  piani  coniugati  perpendicolari.  Tali  possono  essere  in  par- 
ticolare tutte  le  coppie. 

EsBBdsio.  Le  proprietà  contenute  negli  esercizi  del  §  14  si  estendano  a  £uci 
di  piani. 

Forme  geometriche  di  1'  specie  prospettive  e  projettive. 

19.  Se  due  sistemi  di  punti  si  corrispondono  univocamente,  e  in 
modo  che  le  rette  congiungenti  coppie  di  punti  corrispondenti  passino 
tutte  per  uno  stesso  punto,  quei  due  sistemi  si  dicono  prospettivi  mu- 
tuamente e  col  sistema  di  quelle  rette.  In  particolare:  due  punieg- 
giaie^  sezioni  di  uno  stesso  fascio  di  rette,  sono  prospettive  mutua- 
mente e  col  fascio. 

Due  fasci  di  rette,  sezioni  di  uno  stesso  fascio  di  piani,  si  dicono 
prospettivi  mutuamente  e  col  fascio  di  piani. 

Due  fasci  di  rette  projettanti  una  stessa  punteggiata  si  dicono  pure 
prospettivi.  Questa  posizione  dei  due  fasci  di  rette  è  identica  colla 
precedente,  salvo  quando  i  due  fasci  hanno  comune  il  centro  oppure 
il  piano. 

Due  fasci  di  piani  finalmente  si  dicono  prospettivi  qnAnào  projettano 
uno  stesso  fàscio  di  rette. 

Due  forme  di  i*  specie  prospettive  sono  omografiche;  poiché  dalla 
definizione  del  hirapporto  di  quattro  elementi  di  un  fascio  di  rette  o 
di  piani  segue  che  due  quaterne  di  elementi  corrispondenti  delle  due 
forme,  qualunque  siano  queste,  hanno  lo  stesso  birapporto.  E  si  noti 
che  Telemento  comune  alle  due  forme  corrisponde  a  so  stesso  in  quel- 
Tomografia. 

Viceversa:  se  due  forme  di  i*  specie  omografiche  si  dispongono 
in  modo  da  avere  due  elementi  corrispondenti  sovrapposti,  esse  sa- 
ranno prospettive.  Infatti,  abbiansi  ad  esempio  due  punteggiate  omo- 
grafiche ABGD...  e  À'B'0'^^..,  in  cui  i  punti  corrispondenti  A  A'  coin- 
cidano: esse  saranno  sezioni  di  uno  stesso  fascio  di  rette;  poiché  i 


(*)  Anche  qui  si  tenga  presente  Tosservazione  fatta  al  §  8. 
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due  fasci  concentrici  e  omografici  tra  loro,  che  projettano  le  due  pun- 
teggiate dal  punto  comune  alle  rette  BB'  CC,  avranno  tre  elementi 
uniti  (queste  due  rette  e  quella  che  passa  pel  punto  A  o  A.'),  e  quindi 
saranno  identici. 

itt.  Date  in  un  certo  ordine  varie  forme  fondamentali  di  1*  specie, 
se  ciascuna  produce  la  seguente  (elemento  per  elemento)  mediante 
una  projezione  od  una  sezione,  due  qualunque  di  esse  si  dicono  prO' 
jetltve.  Tali  sono,  p.  es.,  una  punteggiata  e  un  fascio  di  piani  chela 
projetti,  due  punteggiate  sezioni  di  un  fascio  di  piani,  due  fasci  di 
piani  projettanti  una  stessa  punteggiata,  ecc. 

Due  forme  di  i»  specie  prospettive  sono  proiettive;  ma  non  vice- 
versa, in  generale. 

Due  forme  di  i"  specie^  proiettive  con  una  stessa  forma,  sono  pro- 
iettive fra  loro. 

Proiettive  diconsi  quelle  proprietà  che  si  conservano  passando  da 
una  forma  ad  una  projettiva,  nonché  quelle  quantità  che  conservano 
lo  stesso  valore  passando  da  una  forma  ad  una  projettiva.  P.  es.:  il 
birapporto  di  quattro  elementi  di  una  forma  di  1^  specie  è  una  quan- 
tità projettiva;  la  relazione  di  armonia  ò  projettiva;  ecc. 

È  evidente  che  df^e  forme  di  i"  specie  omonime,  se  sono  proiet- 
tive, sono  omografiche. 

Viceversa:  due  forme  di  i*  specie  omonime,  se  sono  omografiche, 
sono  proiettive.  Infatti,  è  chiaro  primieramente  che  basta  dimostrarlo 
per  due  fasci  di  rette  abed...,  a'bVd'...  in  uno  stesso  piano.  Se  dal 
punto  aa'  si  conducono  due  rette  qualunque  in  questo  piano,  esse  ta- 
glieranno  rispettivamente  quei  fasci  in  due  punteggiate  ÀBCD..., 
À'B'C'D'...,  le  quali  saranno  omografiche  ed  avranno  i  punti  corrispon* 
denti  A  A'  coincidenti  ;  e  quindi  saranno  prospettive,  cioè  sezioni  di 
lino  stesso  fascio  di  rette.  I  due  fasci  dati,  essendo  dunque  a  loro 
volta  prospettivi  con  questo  terzo  fascio,  saranno  projettivi  fl*a  loro. 

EsKBCizio  1.  Se  A  B  G  . . .  L  sono  i  vertici  di  un  poligono  (piano  o  sghembo), 
e  sui  lati  AB  BG . . .  LA  son  presi  i  ponti  M  N . . .  R,  proiettando  A  B  . . .  M  N . . . 
da  un  punto  arbitrario  dello  spazio  mediante  le  rette  a  b . . .  m  n  ...,  si  ha 

(ABM)  (BGN) . . .  (LAB)  »  (abm)  (ben) . . .  (lar). 

n  1^  membro  fu  chiamato  rapporto  tnolUsezionale  da  MGbius.  Esso  h  proiettivo. 

Es.  2.  Esso  h  eguale  all'unità,  se  i  punti  M  N . . .  R  stanno  tutti  in  una  retta 
quando  il  poligono  ABG...L  ò  piano,  o  tutti  in  un  piano  quando  il  poligono 
è  sghembo. 
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Coordinate  projettive  omogenee 
nelle  forme  geometriche  di  1"  specie. 

19.  Sovente,  per  individuare  ciascun  elemento  di  un  sistema  o  di 
una  varietà  d'infiniti  elementi,  si  fa  uso  dei  rapporti  di  alcuni  numeri 
ad  un  altro  numero;  in  modo  che  ad  ogni  gruppo  di  valori  di  questi 
rapporti  corrisponda  un  elemento  e  viceversa.  Allora  quei  numeri  e 
questo  si  dicono  coordinate  omogenee  di  quelFelemento.  Coordinate^ 
perchè  servono  ad  individuare  Telemento;  omogenee,  perchè  moltipli- 
cando questi  numeri  per  uno  stesso  numero  arbitrario  i  loro  rapporti 
non  si  alterano,  e  però  non  cessano  d'individuare  lo  stesso  elemento; 
cosicché,  dato  l'elemento,  non  sono  determinati  essi  numeri,  ma  solo 
i  loro  mutui  rapporti. 

Facendo  uso  di  coordinate  omogenee,  si  viene  ad  introdurre  nna 
coordinata  più  del  necessario;  ma  Tomogeneità  e  la  simmetria  che  le 
formole  acquistano  compensano  questa  complicazione.  Che  anzi  talora, 
per  ottenere  Tomogeneità  e  la  simmetria,  s'introducono  due,  tre,... 
coordinate  oltre  il  necessario;  e  allora  fra  le  coordinate  bisogna  sta- 
bilire una,  due,...  relazioni  fisse  omogenee  (*). 

J&O.  Esporremo  il  più  notevole  sistema  di  coordinate  omogenee  per 
le  forme  geometriche  fondamentali  di  1*  specie. 

Si  è  visto  che  in  una  forma  di  !•  specie,  fissati  tre  elementi  A,  AjB(**), 
si  può  assumere  come  coordinata  di  un  elemento  variabile  P  il  doppio 
rapporto  determinato  da  P  coi  tre  elementi  fissi  A^  A,  B  in  un  ordine 


(*)  Nei  precedenti  Capitoli  ci  si  sono  presentati  spontaneamente  dei  sistemi 
di  coordinate  omogenee  per  individuare  gli  elementi  delle  singole  forme  geo- 
metriche fondamentali.  Cosi:  nella  retta  punteggiata,  nel  piano  punteggiato 
e  nello  spazio  punteggiato  abbiamo  incontrato  le  coordinate  baricentrìche  sotto 
forma  di  rapporti,  e  quindi  le  coordinate  baricentricbe  omogenee  (li,  6;  V,  13; 
YIII,  5),  ed  abbiamo  accennate  le  analoghe  coordinate  per  i  fasci  e  le  stelle 
ail,  13;  IV,  6;  VII,  1). 

Del  resto,  senza  escire  dal  sistema  cartesiano,  ci  è  occorso  di  esprimere  le 
coordinate  cartesiane  di  un  punto  in  un  piano  o  nello  spazio  mediante  i  rap- 
porti di  due  o  tre  numeri  ad  un  altro  (VI,  4;  IX,  4).  E  lo  stesso  dicasi  delle 
coordinate  plùckerìane  di  una  retta  in  un  piano  o  di  un  piano  nello  spazio 
(VI,  2;  IX,  2).  Aggiungasi  che  abbiamo  introdotto  la  nozione  di  coordinate 
di  una  direzione  e  di  una  ^acitura,  come  rapporti  di  due  numeri  tra  loro  o 
di  due  numeri  ad  un  terzo  (V,  24;  Vili,  20  e  21). 

(**)  Ci  serviamo  della  notazione  adottata  per  la  retta  punteggiata,  ma  inten- 
diamo che  rinterpretazione  si  estenda  anche  al  fascio  di  rette  ed  al  fascio 
di  piani. 

E.  D'Ovidio,  Geometria  analitica.  11 
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assegnato,  p.  es.  (i^A^BP).  Ora  esistono  infinite  coppie  di  numeri  x^x^ 
tali  che  sia  x^:Xi  =  (k^k^BF);  e  siccome,  se  M  è  un  elemento  arbi- 
trario della  forma,  ma  diverso  da  B  e  P,  si  ha 

(A,A,BP)  =  (Hi,BP)  :  (Mi^BP), 

cosi  si  può  assumere 

(T,  =  (Mi,BP)  IT,  =  (MÀ.BP) . 

Diremo  i  due  numeri  a?,  e  x^  coordinate  projetttoe  omogenee  dell'e- 
lemento P  rispetto  ai  tre  elementi  di  riferimento  À^  A,  B.  E  scrive- 
remo brevemente  ^{po^^  a?,). 

Per  l'elemento  fondamentale  A,  si  ha  a?,  =  0  e  x^  arbitrario  ma 
non  zero.  Per  l'altro  elemento  fondamentale  A^  si  ha  074  =  0  e  a?, 
arbitrario  ma  non  zero.  Per  l'elemento  unità  B,  x^  x^  sono  eguali 
a  1  ;  e  se  non  si  sta  all'ultima  ipotesi,  sono  eguali  ed  arbitrari  ma  non 
zero. 

Le  due  coordinate  x^  x^  di  un  elemento  P  possono  ricevere  tutti  i 
valori  possibili,  ma  non  essere  ambedue  zero. 

Inoltre  si  possono  supporre  x^  x^  sempre  finite,  essendo  M  diverso 
da  P  e  B  diverso  da  D^  e  D^. 

Basta  porre  07^  =  1  per  ricadere  nella  semplice  coordinata  projet- 
tiva  (A^AjBP). 

Se  B  è  l'elemento  medio  (punto  medio,  retta  bisettrice,  0  piano  bi- 
settore)  fra  A^  e  A,,  a?^:  a?^  è  la  coordinata  baricentrica,  e  x^  x^  si 
dicono  coordinate  haricentriche  omogenee. 

Se  A4  è  l'elemento  all'infinito  nella  punteggiata,  o  l'elemento  per- 
pendicolare ad  A,  in  un  fascio,  si  ha  rispettivamente 

x^  : x^  =  A,P  :  A,B,        x^:x^  =  tgA,P :  tgA,B; 

e  però  x^  :  x^  diviene  rispettivamente  l'ascissa  di  P  rispetto  ad  A,  come 
origine  e  A^  come  unità  lineare,  oppure  la  coordinata  tangente  di  P 
rispetto  ad  A,  come  origine  divisa  per  la  costante  tgA^B  (che  si  riduce 

ad  1  quando  B  biseca  l'angolo  A^AJ.  Allora  x^  x^  si  dicono  coordi- 
nate ascisse  0  tangenti  ed  omogenee. 
Due  elementi  F{x^x^)  (Ht/iV^  sono  distinti  se  a^iiXj^^Piiyj^,  ossia 


ocfiUt  —  ^tVi^^^O,    0 


Xi  x^ 

Vi  y% 


=#0,    0  [a?4i^J=#=0. 
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!SI.  Dati  quattro  elementi  P(a7,a7,)  (t^i/iV*)  Ri^i^t)  ^(iA)>  abbiamo 
(§  5)  immediatamente  le  seguenti  espressioni  del  btrapporto: 


(PQB8): 


X,           «1 

or,       <,  _ 

yt     ^ 

ar,    Xt 

Zi      Zt 

• 

a:,  «^ 
ti     h 

_  [ic,zj  .  [«,<J 

^L  — fi 

y%     ^ 

yx  y« 
«1  «* 

yt  yt 
ti    t% 

[yi^  '  [yi^ 

£^  coordtnaie  projetitoe  omogenee  d'ogni  elemento  di  una  forma 
geometrica  di  i"  specie  possono  esprimersi  come  combinazioni  li- 
neari delle  omonime  coordinate  di  dite  etementi  assegnati;  vale  a 
dire:  dati  ^{po^x^  Q(i/i2/«)  R(^i^t)>  ^^  possono  determinare  due  numeri 
X  e  M  tali  che  sia 

In&tti  questa  coppia  di  equazioni  lineari  in  X  e  ji  fornisce  una 
coppia  di  valori  di  X  e  m,  essendo  {x^y^^^O,  e  si  ha 


onde 


m:X  =  — [iFj^JrCl/^^rJ. 


In  particolare,  pel  punto  U  di  coordinate  w^  =  a?,  +  Vj ,  w,  =  a?,  +  y, 
si  avrà 

e  dividendo  questa  eguaglianza  per  la  precedente  risulterà 


X:m  = 


_  [iPi«J  .  [jp\^  _ 


[yiwj  '  [yi^ 


(PQUB), 


laonde  \:\x  è  la  coordinata  projeitiva  di  B  riferito  a  P  Q  U. 

Ne  segue  che  Teleroento  coniugato  armonico  di  B  rispetto  a  P  e  Q 
ha  per  coordinate  \x^  —  mi/,,  Xa?,  —  juj/,. 

Nel  caso  di  coordinate  non  omogenee  basta  porre  x^=^x,  x^=  1, 
y^=y,  y,  =  l,  Zì:z^  =  z,  e  si  ha 

Xg  +  My. 
cioè  si  ricade  nella  formola  già  stabilita  per  le  ascisse  (II,  6). 
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1È9.  Se  a;,  :  ìV,  è  coordinata  projettiva  in  una  forma  di  1*  specie, 
le  equazioni 

determinaDo  rispettivamente  uno  o  due  elementi  della  forma.  Molti- 
plicate rispettivamente  per  x^  e  a?,*,  queste  equazioni  divengono 

aa?4  -[-bw^  =  0,       am^  +  ^hxjx^  +  cx^  =  0, 

che  sono  omogenee,  e  precisamente  hanno  per  primi  membri  una 
forma  lineare  e  una  forma  quadratica  delle  variabili  x^  x^  (App, 
§§  1,  22,...). 

In  generale  :  Offni  equazione  cnnogenea  in  x^  x^  equivale  a  una 
equazione  in  x^:x^,  e  determina  tanti  elementi  quante  radici  ha 
questa. 

Tornando  airequazione  di  2^  grado,  le  sue  radici  sono  eguali  se 
ac  —  2)*  =  0.  Ora  questa  è  anche  la  condizione  affinchè  le  due  equa- 
zioni a2?4  +  &a7,  =  0,  ì)x^-{-cx^=^0  ammettano  un  medesimo  valore 
di  x^ix^.  Le  ax^-\--bX2,  bXi-\-cx^  sono  le  semiderivate  di  00?/  + 

+  2&a7,a7g  +  ^^«*  rispetto  a  a?^  e  a?^,  e 


b  e 


=  ac  —  &•  ne  è  il  discri- 


minante. 


Esercizio  1.  Ck)me  coordinate  proiettive  omogenee  nella  punteggiata  possono 

assumersi  .  «  »  "r»?  ©  nel  fascio  di  rette  o  di  piani  — rn ,  — t— »  • 
A|B     AiB  '^         senAgB     senAiB 

Es.  2.  In  queste  ipotesi,  per  due  elementi  P(a;i  x^  ({ (yi  ys)  bi  ba  nella  pun- 
teggiata 

e  nel  fascio  di  rette  o  di  piani 

„^      senAjB.senAjB    ^        i 
senPQ  =  — ^-^^^^— .[«.yj. 

Es.  3.  Dati  due  elementi  di  una  forma  di  1*  specie  mediante  le  equazioni 
axi  +  bxt = 0 ,  a^Ti  -\-  ì>x^  =  0 ,  ogni  altro  elemento  sarà  dato  da  una  equazione 
combinazione  lineare  di  esse,  cioè  del  tipo  X  {aXi  +  br^)  -h  m  {a'xi  +  b'x^  =  0 , 
ove  X  M  sono  anche  coordinate  projettive  omogenee  nella  forma. 
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E».  4.  Il  birapporto  di  4  elementi  dati  dtkOXi  +  bxt^^Q,  dm^  +  y»%  «>  0,...  è 

MI  M!3 

^3.  È  noto  (§  10)  che  ogni  omografia  Ara  due  forme  di  1^  specie  è 
rappresentata  da  an*equazione  bilineare  fra  le  coordinate  projettiye 
w^'.x^  Xy.X^  di  due  elementi  corrispondenti,  cioè  da  un'equazione 
del  tipo 

e  viceversa.  Ora  quest'equazione  può  scriversi 

[1]  aoD^X^  4-  ì>x^X^  +  cx^X^  +  (tetZg  =  0, 

in  cui  il  1*  membro  ò  una  funzione  di  l""  grado  omogenea  cosi  in 
a?j  x^  come  in  X^  X, ,  e  dicesi  forma,  Mfneare  in  x^  x^  e  X^  Z, , 
Dunque:  V equazione  di  un'omografia  fra  due  forme  geometriche  di 
i*  specie  è  costituita  daW annullar  si  di  una  forma  bilineare  neUe 
coordinate  projetitoe  omogenee  di  due  elementi  corrispondenti  va- 
riahili;  e  viceversa. 
La  [1]  porge 

Xi  eXj  4"  ^Xf 

x%  aXi  +  ftJTt' 

6  quindi  dà  le  altre  due  equazioni 

[2]  \x^=^cX^  +  dX^       va?,  =  —  aX^ — &X, , 

ove  V  è  un  numero  arbitrario  diverso   da  zero;  esse  equivalgono 
alla  [1]. 
Queste  [2]  possono  scriversi 

[3]  aji  =  a^^Z*!  +  a^jZ,       x^^-a^^X^  +  a^^X^'^ 

il  loro  sistema  costituisce  una  sostituzione  lineare  omogenea  {App.  §  19) 
fra  Xx  x^  e  X|  X^j  e  A  - 


*H   "i« 


è  il  determinante  o  modulo  della  so- 

stitttzione.  Dunque:  un'omografia  fra  due  forme  geometriche  di 
i*  specie  è  rappresentata  da  una  sostituzione  lineare  omogenea  (di 
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modulo  non  nullo)  fra  le  coordinate  projettive  omogenee  di  due 
elementi  variabili  delle  due  form^e;  e  viceversa. 

La  sostituzione  [3]  prova  che  agli  elementi  fondamentali  (1,0)  e  (0,1) 
della  2*  forma  corrispondono  nella  1*  gli  elementi  (a,^,  a^^  e  (a,,,  a„)^ 
e  che  all'elemento  unità  (1,1)  della  2*  forma  corrisponde  nella  1*  l'e- 
lemento (a^  I  +  flit  >  ^t  1 4"  ^»«)« 

La  sostituzione  inversa  della  [3]  è 

[4]  x,  =  ^x,-Jx,     x.  =  -5a?,  +  5^.; 

essa  prova  che  agli  elementi  fondamentali  ed  unità  della  1^  forma 
corrispondono  nella  2*  gli  elementi  (a,8,— «it),  (— ^ti»^n)»  (^m— ^«i» 

«il  —«!«)• 

Quando  i  due  elementi  fondamentali  dell'una  forma  hanno  rispetti- 
vamente per  corrispondenti  gli  elementi  fondamentali  delFaltra,  allora 
«44  =  0  e  aj,=0,  e  le  sostituzioni  [3]  e  [4]  si  riducono  alle 

ove  a,  e  a^  sono  diversi  da  zero. 

E  se  inoltre  si  suppone  che  gli  elementi  unità  si  corrispondano^ 
allora  a^^=a^y  e  le  sostituzioni  [3]  e  [4]  divengono  le  semplicissime 

a?|  =  aX^      x^  =  aX^ , 
y_l^      y_l^      (a«#0). 
*        a     *         'a     * 


ossia 


fl7|  •  ^j  •   *"  ■^i  •  ^f  " 


^4.  Gaso  particolare  deiromografla  è  T identità.  Dunque:  le  coor- 
dinate projettive  omogenee  di  uno  stesso  elemento  variabile  di  una 
fonna  geometrica  di  i*  specie,  riferito  a  due  diverse  teme  di  eie- 
menti,  sono  legate  da  una  sostituzione  lineare  omogenea,  di  modiUa 
non  nullo. 

Viceversa:  ogni  sostituzione  lineare  omogenea  di  modulo  non 
nullo  fra  dìie  coppie  di  variabili  si  può  considerare  come  quella 
che  lega  le  coordinate  projettive  omogenee  di  un  medesimo  elemento 
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qiuaunque  di  una  forma  di  i*  specie  riferito  a  due  teme  di  ele- 
menti, una  delle  quali  è  arbitraria.  Invero,  data  la  sostituzione  [3] 
e  la  tema  cui  è  riferito  Telemento  variabile  V(a)^x^\  cerchiamo  gli 
elementi  particolari  k\{a^^a^^)  !',(«««„)  ^'{a^^-^a^^  <^ti  +  ^n)»  * 
quali  sono  distinti  essendo  i4  4=0,  e  scegliamoli  per  elementi  fonda- 
mentali ed  unità  cui  riferire  Teleroento  variabile  P'(X|  X^).  Allora  è 
chiaro  che  neiromografla  espressa  dalla  [3]  alle  posizioni  A'^  k\  B' 
di  P  corrisponderanno  esse  stesse,  e  però  Tomografia  avrà  tre  punti 
nniti,  il  che  non  può  accadere  se  non  quando  si  riduce  alla  identità. 
Dunque  F  coinciderà  con  P. 

Ck)n  ragionamento  analogo  a  quello  del  cap.  II  §  4  si  dimostra  che: 
mediante  una  sostituzione  lineare  omogenea  di  modtilo  non  nuUo^ 
ogni  forma  algebrica  delle  w^  a?,  si  trasforma  in  una  forma  alge- 
brica  X^  X,  deUo  stesso  grado  della  primitiva. 


EsKBcuio  1.  L*equazione  della  omografia,  in  cui  agli  elementi  (a/|  a/|)  {af\  x"tl 
Wi  «'"s)  corrispondano  gli  elementi  (JTi  JT,)  ( J7'i  X"i)  {T"i  JC"',),  può  acriverBi 

Xilii  X\X%  ^Xi  ^^%X% 
a/iX',  (xfiXt  x%Tx  x'%X% 
7f,X*\     af\T\     af\T\     oé'^\ 

X    \JL     1     X    \JL     %     X    %JL     i     X    ]JL     I 

Es.  2.  L*elemento  coniugato  armonico  delFelemento  (a/i  a^s)>  rispetto  ai  due 
determinati  dalla  equazione 

ax^  +  2bXiX%  +  cx^  ^  0 , 
ha  per  equazione 

«^'i  «1  +  ^a?  «  iPi  "h  «'i  i»!*)  +  caft  aj^  =  0  . 
D  !•  membro  è  l'emanante  della  forma  ax^-\- . . . 

Es.  8.  L'equazione  dell'involuzione  determinata  da  due  coppie  di  elementi 
può  scrirersi 


'0, 


«iX,           «iXj  +  a^X, 

«iX, 

«'.X',        ar'.X'.  +  jr'^r, 

«'fX*. 

x\X\      AX',  +  «",X', 

«".X", 

1  raoi  elementi  doppi 

xi*                 2a!,a^ 

X,* 

a'.X',        ;.^.X'.  +  «'.X', 

ft^t 

*",X",      aZ-.X-'.  +  x^.X". 

«^'.X". 

=-0. 
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•X, 

—  {XxXx  +  Affi:,)      X^Xt 

oPi*  — a?ia5, 

^* 

e 

26                   a 

«0 

e           h 

a 

é 

2d'                  a' 

e        6' 

a' 

IdS  Gap.  X  -  §  24 

Es.  4.  Se  AA'  BE'  CC  sono  tre  coppie  di  elementi  in  involasione,  risulta  il 
triplo  rapporto 

(ABe)(BCA')(CAB')=l. 

Si.  5.  Paté  le  eqnasioni  di  due  coppie  di  elementi 

aa?i»  +  2fta4a:ii  +  «*»*==  0        dxf  +  26'ar,a?i  +  e  V  =  0 , 

l'equazione  deiriuToluziene  da  essi  determinata  e  Tequazione  dei  punti  doppi 
sono 


»0. 


Es.  6.  L'equazione  di  una  coppia  qualunque  di  questa  involuzione  pub  scrì- 
versi sotto  la  forma 

X  {flxf  +  ato,a?,  +  «»i*)  +  M  K'olxf + 2ò  «,«i  +  <lxÌ)  «  0. 

Es.  7.  Tre  coppie  di  elementi 

sono  in  involuzione  se 

[a6V']  =  0. 

Es.  8.  La  coppia  di  elementi 

Axf  +  2£a;|a^  +  ChP|*  =  0 

appartiene  all'involuzione 

a«iJf,  +  Hx^X^-\-x^XÒ  +  e  =  0 
se 

aC  +  «^  — 2è2>»-0. 

Es.  9.  La  coppia  di  elementi  armonici  con  le  due  axf  ■\-^ÌhxxX^'\' ex} ^=^ % 
«1*  +  «i*  =  0  Oa  2»  imaginarìa)  è 

ftjFi*  —  (a  —  e)  a^ifl^t  —  ^«*  =  0 , 

che  è  reale  se  a  6  e  son  reali. 

Es.  10.  Date  due  forme  di  1^  specie  omografiche  sovrapposte,  l'elemento 
coniugato  armonico  di  un  elemento  mobile  rispetto  ai  due  che  gli  corrispon- 
dono nelle  due  forme  è  coniugato  armonico  anche  rispetto  ai  due  elementi 
uniti,  e  si  ha  cosi  un'involuzione. 
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Es.  11.  AlFelemento  P  della  1^  forma  corrisponda  F  nella  2*,  ed  a  P' 
della  1^  P"  nella  2%  e  così  via.  In  quali  casi  si  ritornerà  a  P  dopo  n  ope- 
razioni? 

Allora  Tomografia  si  dirà  cicliea  di  ordine  n  —  1. 

Es.  12.  Date  in  una  forma  di  1^  specie  due  distinte  omografie  con  gli  stessi 
elementi  uniti  U  T,  di  un  elemento  qualunque  P  sia  P'  il  corrispondente  nella 
1*  omografia,  e  di  F  sia  P"  il  corrispondente  nella  1»  e  P"'  neUa  2*  :  sarà  il 
birapporto  (PFFT"0  costante  al  variare  di  P. 

Questo  birapporto  muta  se  muta  la  2^  omografia;  e  se  questa  diviene  Tin- 
Yoluzìone  che  ha  per  elementi  doppi  i  due  dati  U  e  T,  saranno  P'  e  V"  coniu- 
gati armonici  rispetto  a  P  e  P". 

Es.  13.  Assegnare  le  formolo  per  la  trasformazione  di  coordinate  projettive 
in  cartesiane,  e  viceversa. 
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CAPITOLO  XI. 

Coordinate  projettive  omogenee, 
omografia  e  correlazione 
nelle  forme  geometriche  di  2""  specie. 


Coordinate  prqjettive  ed  omogenee  nel  piano. 

§  I .  In  un  piano  punteggiato  siano  dati  tre  punti  i^  i.  A,  vertici  di 
un  triangolo  o  trilatero,  le  cui  rette  A, A,  AjA^  A^A^  indichiamo  con 
a^  a,  a,.  Sono  eoa  determinati  tre  £asci  di  rette  coi  centri  in  k^  A,  A,;  e 
se  B  è  un  quarto  dato  punto  del  piano,  esterno  a  a^  a,  a,,  in  ciascuno 
di  quei  fàsci  son  date  le  tre  rette  che  uniscono  il  suo  centro  agli  altri 
due  vertici  e  a  B.  Ora  per  ogni  punto  P  del  piano  passa  una  quarta 
retta  di  ciascun  fascio,  e  individuate  due  di  queste  mediante  due  coor- 
dinate projettive,  è  individuato  P;  e  però  possiamo  assumere  come 
coordinate  projettive  del  punto  P  due  dei  tre  birapporti  (*) 

A,(  A,  A,BP)  A^CA,  A,BP)  k,(k,k^BF) 
e  dei  loro  reciproci 

A,(A3A,BP)  A,(A,À3BP)  A3(A,A,BP), 
purché  non  si  prendano  due  reciproci. 


(*)  Se  A  B  G  D  E  son  punti  di  un  piano,  la  notazione  A(BGDE)  sta  pel 
birapporto  delle  rette  AB  AG  AD  AE. 

Analogamente  per  rette  a  b  e  d  e  di  un  piano,  se  ab  indica  un  punto;  per 
rette  di  un  punto,  se  ab  indica  un  piano;  e  per  piani  a  p  t  &  s  di  una  stella. 
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Possiamo  inoltre  trovar  sempre  tre  numeri  x^x^x^  tali  che,  pre- 
sone uno  ad  arbitrio,  sia 

a?,  :  x^  =  A,(A,Ì3BP)        x^:x,  =  A,(A3Ì,BP), 

e  definire  x^x^x^  coordinate  proJeUive  omogenee  di  P.  Scriveremo 
P(a?,rr,a?3). 

Basta  porre  073  =  1  per  ritornare  alle  coordinate  projettive  non 
omogenee  a?,=: AjfAjAgBP),  x^=^ k^(k^kJR^). 

Si  osservi  che,  denotate  con  b,  p^  le  rette  A^B  A^P,  e  cosi  via,  si 
ha  pure 

a?t  :  a?3  =  (aja^b^p,)        x^  :  x^  =  (a4a3b3P3); 

che,  denotati  con  B^  P,  i  punti  b^a^  p^a^,  e  così  via,  si  ha 

a;,  :  a?3  =  (A^AgB.PJ       x^  :  x^  =  (  A3  A.BjP,)  ; 

e  che,  se  la  retta  BP  seca  a^  a,  a,  in  D^  D,  D,,  si  ha 

a?,  :  a?3  =  (DjDjBP)        x^:x,=  (D,D3BP) . 

Moltiplicando  queste  ultime  eguaglianze,  risulta 

a?,  ;  a?3  =  (D,D,BP)  =  (  A,  A3B3P3)  =  (a^a.bjp,)  =  AjCA.A.BP) . 

Si  noti  che,  indicando  con  H  un  punto  qualunque  della  retta  BP 
diverso  da  B  e  P,  si  ha 

x^  :  a?3  =  (MD,BP)  :  (MD3BP) , . . .  ; 

cosicché  è  lecito  assumere 

a?4  =  (MD,BP)       a7,  =  (MD3BP)       a?3  =  (MD3BP). 

Pei  punti  di  a^  è  a?4=:0,  e  cosi  via.  Per  A^  è  a?3  =  0,  a?3  =  0, 
a?4  arbitrario  ma  non  zero;  e  cosi  via.  Per  B  è  a?4  =  a?3  =  a?3=:l  (0 
soltanto  x^=:x^=ix^^0  TUR  arbitrario,  se  non  si  sta  airuitima  ipotesi 
fotta). 

Per  nessun  punto  x^x^x^  possono  essere  tutte  nulle;  del  resto 
possono  ricevere  tutti  i  valori  possibili  e  supporsi  sempre  tutte  finite. 
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Sì  dicono  À,  A,  A3  a^  •,  a,  punti  e  rette  fondamentali  e  B  punto 
unità;  tutti  insieme  elementi  di  riferim^ento. 

Se,  in  particolare,  si  sceglie  per  B  il  punto  delle  mediane  del  trian- 
golo A^À^Àj,  risulta 

a?,  :  073  =  —  (As^t^i)       a?^  :  rra  =  —  (A3 A,P,) . 

che  sono  le  coordinate  baricentriche  di  P,  e  x^  x^  x^  si  dicono  coor» 
dinate  baricentriche  omogenee  di  P. 

Se  invece  A^A,  vanno  airinflnito  su  a^a^,  i  fasci  corrispondenti 
sono  di  rette  parallele  a  a, a^,  e  si  ha 

a?3  :  a?3  =  (ooAjB.P  J  =  A3P,  :  A3B, ,    x,  :  a?,  =  (ooAjB^P,)  =  A3P3  :  A3B,  ; 

cosicché,  quando  si  prenda  A3B^  =  A^B^  =  1 ,  x^:x^  e  x^:x^  non  sono 
che  le  coordinate  cartesiane  a?  y  di  P  rispetto  a  a^  a^  come  assi.  Al- 
lora x^:Xjt:x^  =  x:y:i,  e  x^x^Xi  si  dicono  coordinate  cartesiane 
omogenee. 

VequazUme  di  un  luogo  in  coordinate  omogenee  è  omogenea^  è 
viceversa. 

«.  Dati  due  punti  TXx\a/^x\)  ^'\x^\o(f\af'^,  consideriamo  il 
punto  V{x^x^x^),  supponendo 

[1]        x^  =  \w'^-\-ixx'\    a?,  =  Xr»/,  +  |LUi?%    a?,  =  Xa/j  +  ina/'j . 

Indichiamo  con  p^-.p^-.-p'^...  le  rette  A^P.-.A^P'^.A^P"...,  con  U 
il  punto  di  coordinate  {x\  +  x'\,  (xf^-{-a/\y  0^3 +  0?",),  e  con  u^.., 
le  rette  A^U... 

Nel  (lascio  A^  il  rapporto  a?,  :  x^=  {\x\  -f  M^"i)  •  (^^'«  +  V^'2)  '^d*- 
vidua  p, ,  e  i  rapporti  a/,  :  a/3,  x'\  :  a?",,  (a/^  +  a?"^)  :  (^^^3  +  ^'9)  indi- 
viduano p'^  p*\  n^  ;  inoltre  X  :  m  nel  fascio  A^  è  la  coordinata  projettiva 
(X,  21)  di  p^  riferita  a  p',  p'\  a^,  per  le  quali  sarà  rispettivamente 
X  :  |i  =00»  0 , 1.  Del  pari  nel  fascio  A,  X  :  m  è  la  coordinata  projettiva  di  p, 
riferita  a  p',  p'\  113,  per  le  quali  sarà  rispettivamente  X  :  ^=oo,0, 1. 

Or  dunque  :  variando  X  :  m  ,  le  p^  p,  descrivono  due  fasci  omogra- 
fici, nei  quali  a  p'^  p"^  a^  corrispondono  p',  p^',  a,,  e  ad  ag  corri- 
sponde essa  stessa  (come  si  vede  prendendo  X:m=:  —  x'\:x\);  co- 
sicché i  due  fasci  sono  prospettivi,  ossia  P'  P"  P  sono  in  una  retta  r. 
Dunque:  il  punto  P  percorre  la  retta  r  individuata  da  F'  e  P",  se 
le  sice  coordinate  proiettive  omogenee  si  esprimono  come  combina- 
zioni lineari  delle  omonime  coordinate  di  P'  P"  mediante  le  equor 
zioni  [i\\  ed  U  parametro  \:\x  è  coordinata  projettiva  di  P  nella 
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pufUeggiata  r,  riferita  a  P'  P"  come  punti  fondamentali  e  adV  come 
punto  unità. 

Od  altrimenti:  fra  le  coordinate  projetttve  omogenee  di  tre  punti 
P  P'  P"  di  una  retta  r  passa  la  relazione,  necessaria  e  sufficiente. 


[2] 


x^       x^       a?3 

afi      ^'«      a^'a 
af\     oo\     af\ 


=  0,  ossia  \oo^af^ocf^^  =  0\ 


poiché  questa  è  la  condizione  di  coesistenza  delle  tre  equazioni  [1] 
lineari  in  X  e  m- 

Se  P  percorre  la  retta  r  mentre  P'  e  P"  son  fissi,  la  [2]  sviluppata 
prende  la  forma 

[3]  Eia?j  +  E^,+  23a?5  =  0; 

dunque  l'equazione  di  una  retta  è  lineare  e  om/)genea  nelle  coor- 
dinate  projettfve  omogenee  di  un  sico  punto  variabile. 

Viceversa:  ogni  tale  equazione  rappresenta  una  retta;  polche,  se 
{af^  cp',  a/3)  {x'\  x"^  x''^)  sono  due  soluzioni  di  essa,  si  ha  come  con- 
seguenza la  [2]. 

Si  noti  che  le  equazioni  di  «i  a^  a,  sono  07^  =  0  x^  =  0  073  =  0; 
quindi  i^^  -f  i^^  =  0  è  Tequazione  della  retta  individuata  da  À^  e 
dal  punto  in  cui  la  retta  [3]  seca  a^;  e  cosi  via. 

Nel  caso  di  coordinate  non  omogenee  F\x'y')  F"(x"y")  ^{xy\  cioè 
supponendo  af^^=af,  x\^=-y\  aj'3  =  l,  af\z=c(f\  xf\=^y*\  af'^  =  i^ 
x^:Xf  =  x,  x^:x^  =  y,  le  [1]  [2]  [3]  divengono 

formolo  analoghe  a  quelle  già  stabilite  per  le  coordinate  cartesiane 
ordinarie  (V,  11,  12,  23). 

a.  Dati  tre  punti  V'(x^,x\  a/3)  P"(^"i  co\  cx/'^  r"{x"\  x"\  x'\) 
non  di  una  retta,  le  coordinate  di  un  punto  qualunque  ^{x^x^^ 
del  piano  si  possono  esprimere  come  combinazioni  lineari  delle  omo- 
nime coordinate  di  quei  tre  punti  mediante  le 
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a?4  =  Xx'i  +  jLia?'\  +  va?'"  4 

[4]  x^  =  \af^  +  MO?",  +  va?'", 

i^3  =  ^^8  +  Ma?"3  +  va/",, 

e  X  M  V  ^ono  coordinate  projeiitoe  omogenee  di  P  riferito  a  P'  P"  P'" 
come  ;?Mn/2  fondamentali  e  a  JS{x\  +  a?"i  +  x'*\,  x\  +  a/',  +  a/", , 
a?', +  ^'8 +  ^'"3)  come  punto  unità. 

Poiché  P  cade  certamente  su  una  retta  che  unisce  P'"  a  un  certo 
punto  (Xa/,  +M^"i»--0  della  P'P",  e  quindi  ha  coordinate  della  forma 
(Xa?',  +  Ma/'J  +  v^'"„... 

Nel  caso  di  coordinate  non  omogenee,  le  [4]  porgono 

-"—        X  +  M  +  v  ^~       X  +  M  +  v        ' 

formolo  analoghe  a  quelle  già  stabilite  in  coordinate  cartesiane  (V,  13). 

4.  Dualmente:  in  un  piano  rigato  siano  date  tre  rette  %^  ft,  a,  for- 
manti un  trilatero  0  triangolo  di  vertici  1^1,  A,,  e  una  retta  0  nou 
pei  vertici.  Definiamo  coordinale  projellive  di  una  retta  variabile  r 
del  piano  due  fra  i  birapportl 

•i(«t«3«»")       ««(«8*i«0       •8(*i««cr) 

e  i  loro  reciproci,  purché  non  reciproci;  e  definiamo  coordMatepro- 
jettive  omogenee  di  r  tre  numeri  u^  u,  u,  tali  che 

Basta  prendere  ^8  =  1  per  ritornare  alle  coordinate  proiettive  non 
omogenee. 

Indicati  con  C^R^...  i  punti  ea,  ra^...,  con  e^  la  retta  che  unisce  A ^ 
col  punto  cr,...,  sarà  pure 

w,  :  W3  =  (A,  ^«C^llJ  =  (a,n3c,r  J  =  (eje.cr) 
w,  :  w,  =  (A,  AjC.R,)  =  (a,a,c,r,)  =  (e^ejcr); 


onde 


Ui  :  w,  =  (e^e^cr)  =  (a  ACjr,)  =  (A,  A.CjU,)  =  agCa^a^cr)  ; 
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e  sarà  lecito  assumere,  detta  a  una  retta  qualunque  del  foscio  er, 
Uj  =  (Ee,cr)       u^  =  (ne^cr)        w,  =  (ae,cr) . 

Per  le  rette  per  1^  è  w^  =0,  e  cosi  via;  per  a^  è  w,  =  0,  w,  =  0, 
u^  arbitrario  ma  non  zero; e  cosi  via.  Per  e  è  u^=Ut  =  u^  arbitrario 
ma  non  zero  (l'unità  neirultima  ipotesi). 

Si  chiamano  fondamentali  le  rette  m^  a,  a,  e  i  punti  A^  À^  A,,  unità 
la  retta  e;  tutti  insieme  elementi  di  riferimento. 

Quando  e  è  la  retta  airinflnito,  risulta 

w,  :  w,  =  (A,  A3B  J       W4  :  W3  =  (A,  A3B,)  ; 

queste  possono  chiamarsi  coordinate  baricentriche  di  r,  e  u^  u^  ti, 
coordinate  baricentriche  omogenee. 
E  quando  a3  è  la  retta  ali*  infinito,  risulta 

«,  :  U3  =  A3C,  :  kJBi^       u^  :  m,  =  A3C3  ;  A3B3 , 

cosicché,  se  si  prende  AgC^  =  A3C3  =  —  1 ,  U|  :  u,  e  u^iu^  non  sono 
che  le  coordinate  pluckeriane  u  t?  di  r  rispetto  a  a^  a^  come  assi; 
allora  u^:u^:u9  =  u:v:i,  e  u^u^u^  si  chiamano  coordinate  plùC" 
nerume  omogenee  di  r, 

Veqiuizione  di  un  inviluppo  in  coordinate  omogenee  è  omogenea, 
e  viceversa. 

5.  Mentre  una  retta  T{u^u^u^)  percorre  il  fascio  individtuito  da 
due  rette  t^{u\  u\  w'3)  rf\u'\  u*\  w^j),  le  sue  coordinate  projettive 
omogenee  si  esprimono  mediante  le  equazioni 

U^  =  \U\  +  IXU'\         W,  =  \U\  +  IXU\         W3  =  Xu'3  +  ^w"8 , 

e  \:ix  è  coordinata  projettfoa  di  r  i%el  fascio. 

Fra  le  coordinate  projettive  omogenee  di  tre  rette  r  r'  r''  di  un 
fascio  passa  la  relazione 

[u,u\u\^  =  0, 
che  è  del  tipo 

n^W,  +112^3+  113^3  =  0. 

L'equazione  di  un  punto  è  lineare  e  omogenea  nelle  coordinate 
projetiioe  omogenee  di  una  sua  retta  variabile;  e  viceversa. 


Digitized  by  VjOOQiC 


176  Gap.  XI  -  §  5,  6 

Date  ire  rette  non  di  un  fascio^  le  coordinate  projetttoe  omogenee 
di  una  retta  qualunque  del  piano  si  possono  esprimere  come  com- 
binazioni lineari  delle  omonime  coordinate  di  quelle  tre  rette,  ecc. 

6.  Consideriamo  ora  un  piano  punteggiato  e  un  piano  rigato  so- 
vrapposti, anzi  riferiti  a  uno  stesso  triangolo  AiA^A,  o  trilatero  «t^t^^s 
fondamentale,  e  sia  B  11  punto  unità,  o  la  retta  unità. 

Le  coordinate  del  punto  C^  sono  (Gai),  supposto  a=:{k^k^Bfi^); 
e  le  coordinate  del  punto  0,  sono  (&  0 1),  supposto  b  =  (k^k^Bfi^)  ; 
quindi  le  coordinate  del  punto  C,  saranno  combinazioni  lineari  di 
quelle  di  C^  e  0,^,  cioè  avranno  la  forma  (|lì&,  Xa,  X  4-  m)-  Ma,  stando  C, 
su  aj,  dev'essere  la  sua  3*  coordinata  X  +  M  =  0,  cioè  X  =  —  ix;  sicché 
le  coordinate  di  C,  si  ridurranno  a  (&,  — a, 0),  e  però  sarà  —  b:a  = 
=  {k^kjìfi^).  Ciò  posto,  essendo  (AjijC^BJ  =  1  :  a,  (A8À4C,BJ  =  &, 
(AjAjCjBg)^!  — a:&,  risulterà 

{k,k,Cfi,) .  (A3A,C,B,) .  (1,A,C3B3)  =  - 1; 

e  però  potremo  determinare  influite  terne  di  numeri  h^  k^  k^,  tali 
che  sia 

k,:h,  =  -  (A^A^C.B,)    h,:h,  =  -  (A3A,C,B,)    A.  :  ft,  =  -  (A,A,C,B,). 

Sarà  allora 

M«  ••  ^^3^8  =  -  (A« A3C  A)  .  (A. A,0,R,)  =  —  (A3A AB,). 

Or  si  osservi  che,  se  H,a7<  +  Hja?^ -f  gjOJj  =  0  è  Tequazione  di  r, 
£,57,  +  gj^Pa  =  0  sarà  l'equazione  della  retta  A,R,  0  r^,  e  quindi  per 
ogni  punto  di  r^  sarà  x^:x^^=z — W-^s*  Ma  per  ogni  punto  di  r,  è 
pure  ri?3  :  a?8  =  (Ajà^BjRJ.  Dunque  si  avrà  H,:£3  =  — (AjA^B^B,);  e 
quindi  risulterà 

e  però  potrà  scriversi  sotto  la  forma 

K^x^u^  +  ^,«^8^8  +  'ts^sWs  =  0 

la  relazione  fra  le  coordinate  projetlive  omogenee  di  un  punto  P 
e  di  una  retta  r  che  si  appartengano. 
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Data  la  retta  r,  questa  è  la  equazione  della  retta  r  come  sostegno 
di  una  punteggiata;  dato  invece  il  punto  P,  questa  ò  Veguazione 
del  punto  P  come  sostegno  di  un  foscio. 

7.  Supponendo  0^  e  0,  armonici  con  B^  e  B,  rispetto  a  A^A,  e  1,A^^ 
cioè  {J^^^^fix)  =  —  i  e  (A3A^0,B^  =  — 1,  risulta  n^  =  h^  ^  n^=zh^, 
onde  ^1=^2  d  quindi  (A,A203B,)  =  —  1,  e  quindi  anche  G,  è  armonico 
con  B3  rispetto  a  A^A^;  allora  B  e  e  si  dicono  armonici  Ara  loro  ri- 
spetto al  triangolo  A^A^A,  e  al  trilatero  aiAs^s  (c^*  ^»  3^>  ^)* 

La  relazione  fra  un  punto  e  una  retta  che  si  appartengano,  se  il 
punto  e  la  retta  unità  sono  armonici^  è 

Segue  dalle  cose  dette  (§  2)  che  allora  come  coordinate  della  retta 
per  due  punti  P'  P''  si  possono  assumere  1  determinanti  della  matrice 
delle  loro  coordinate 

^1    oo'^    afs 
a^\  af\   (xi\ 

coi  debiti  segni,  e  precisamente 

u,=[^^y       w,=[a?'^\]       W3=[a/,a/g. 

Dualmente  (§  5X  come  coordinate  del  punto  comune  a  due  rette  r^r^' 
si  possono  assumere  1  determinanti  della  matrice  delle  loro  coordinate 

u\     u\     u\ 
u'\    u\   u^\ 

coi  debiti  segni,  e  precisamente 

X,  =  [u>'g       [a?3  =  u>"  J       a?3  =  [w\w"  J . 

Se  13  è  la  retta  all'infinito  e  A3B4  =  A3Bj  =  l,  onde  A3Cj=rA3C,= 
—  1;  allora  co^ico^,  00^: x^  divengono  le  coordinate  cartesiane  a?y,  e 
u^  rUg,  ^s'^3  divengono  le  coordinate  pliickeriane  ut?,  rispetto  agli 
assi  B3  a^;  quindi  la  precedente  equazione  diviene 

a?w  +  yt?  +  l  =  0, 


la  quale  coincide  con  quella  già  ben  nota  (VI,  §  2). 

E.  D'Oymio,  Qùountiria  anaUUca. 


Va 
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8.  Passando  da  un  sistema  cartesiano-plùckeriano  di  coordinate  a 
un  sistema  di  coordinate  projettive,  la  condizione  affinchè  un  punto 
e  una  retta  si  appartengano  conserva  dunque  la  proprietà  importan- 
tissima di  esser  lineare  cosi  nelle  coordinate  del  punto  come  in  quelle 
della  retta.  In  ciò  risiede  la  spiegazione  della  grandissima  analogia 
fira  le  formolo  in  coordinate  proJetUve  e  quelle  in  coordinate  carte- 
siane e  pluckeriane.  L'analogia  è  meno  appariscente  nelle  formolo  che 
si  riferiscono  a  relazioni  metriche,  ma  spicca  in  quelle  che  si  riferi- 
scono a  relazioni  graflche  o  di  posizione. 

EaiBcizio  1.  Come  coordinate  projettìve  omogenee  di  un  pnnto  P  possono 

PB|    PSf    Pa. 

assumersi  rapporti  di  distanze  ^^     g—     g—  . 

Es.  2.  Se  B  è  il  punto  delle  bisettrici  del  triangolo  fondamentalCi  come 
coordinate  projettive  omogenee  di  un  punto  P  possono  assumersi  le  distanze 
Pai  Pa^  Pag,  che  prendono  il  nome  di  coordinate  trUìneari  o  trimetriehe, 

Es.  3.  Come  coordinate  baricentriche  omogenee  di  un  punto  possono  assu- 
mersi i  triangoli  PA^Ai  PA3À4  PAiAi,  che  perciò  si  chiamano  coordinate 
triangolari. 

Es.  4.  Come  coordinate  projettive  omogenee  di  una  retta  r  possono  assumersi 

AtF     A,r    A^r 
A|0     A^c     A3C  * 

Es.  5.  Come  coordinate  baricentriche  omogenee  di  una  retta  possono  assu- 
mersi le  distanze  A|r  A^r  A,r ,  che  si  chiamano  coordinate  tripunte  0  trimetriche, 

Es.  6.  Come  coordinate  prqjettiye  omogenee  h  i%  l't  della  retta  all*infinito 
possono  assumersi 

JL     J_     J- 
A|0     A«c     A,o  ' 

Es.  7.  Due  rette  r  r'  sono  parallele  se  [uiii'iis]  =»  0. 


Coordinate  projettive  ed  omogenee  netta  stella. 

».  Per  definire  un  sistema  di  coordinate  projettive,  omogenee  o  no, 
nella  stella  di  rette  e  di  piani,  basta  ripetere  quel  che  si  è  detto  circa 
il  piano  punteggiato  e  rigato,  sostituendo  agli  elementi  punto  e  retta 
del  piano  gii  elementi  retta  e  piano  della  stella. 

Allora  il  luogo  rappresentato  da  un'equazione  di  i""  grado  in  coor- 
dinate projettive  di  rette  è  un  piano,  e  T  inviluppo  rappresentato  da 
un*equazione  di  1"*  grado  in  coordinate  projettive  di  piani  è  una  retta. 
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Se  Tequazione  ò  di  grado  n,  il  luogo  o  inviluppo  dicesì  di  grado  n. 
E  cosi  vìa. 

Nei  secoli  decìmoBettimo  e  decimottavo  la  geometrìa  analitica,  usando  quasi 
eBclusivamente  le  coordinate  cartesiane  (e  in  talune  rìoerche  le  coordinate 
polarì),  aveya  avuto  per  principale  scopo  di  applicare  il  grande  concetto  di 
Dbscàbtes  a  risolvere  sempre  nuove  questioni  spettanti  a  tutti  i  rami  della 
matematica  pura  ed  applicata.  Fatta  eccezione  per  pochi  scienziati,  segnata- 
mente per  Laokahge,  non  si  era  badato  ad  introdurre  eleganza,  simmetrìa  e, 
come  conseguenza  di  questa,  concisione  nei  calcoli.  Invece  nella  prima  metà 
dei  secolo  decimonono,  il  desiderìo,  anzi  per  qualche  riguardo  la  necessità  di 
far  acquistare  ai  ragionamenti  ed  ai  calcoli  della  geometrìa  analitica  queste 
doti,  e  nello  stesso  tempo  lo  sviluppo  della  geometrìa  projettiva,  condussero 
naturalmente  airintroduzione  delle  coordinate  omogenee. 

n  primo  sistema  di  coordinate  omogenee  di  punti  nel  piano  e  nello  spazio 
fa  il  sistema  barìcentrìco  dovuto  a  MdBxus  {Der  barycentrische  Calctd,  1827). 
Quasi  nello  stesso  tempo  la  notazione  abbreviata,  introdotta  anzitutto  dal  Bo- 
BiLuxB  (Annales  de  Mathématiquea  di  Geeoonkis,  t.  XYIII,  1827)  per  le  equazioni 
della  retta  nel  piano  e  del  piano  nello  spazio,  e  poi  rìpresa  ed  estesa  dal 
Plùcker  {Analytiseh'geofnetrische  Enttoickelungen^  182.8-81)  mediante  Fintrodu- 
zione  delle  coordinate  della  retta  e  del  piano  e  dell*equazione  del  punto,  con- 
dnceya  il  Pl^ckxb  ad  altrì  sistemi  di  coordinate  omogenee  pei  punti,  per  le 
rette  e  pei  piani  (loc.  cit.).  Questo  scienziato  assunse,  ad  esempio,  come  coor- 
dinate omogenee  di  un  punto  nel  piano  i  valorì  che  i  prìmi  membrì  delle 
equazioni  di  tre  rette  (non  di  un  fascio)  del  piano  riferìte  a  due  assi  carte- 
siani prendono  quando  vi  si  sostituiscono  le  coordinate  di  quel  punto  rìferìto 
a  questi  stessi  assi.  È  chiaro  che  tali  coordinate  diiferìscono  per  fattori  costanti 
dalle  distanze  fra  il  punto  e  le  tre  rette,  e  quindi  coincidono  con  un  sistema 
generale  di  coordinate  projettive  avente  le  tre  rette  considerate  per  rette  fon- 
damentali. 

In  seguito  THbssb  mostrò  come,  senza  cessare  in  sostanza  di  usare  le  coor- 
dinate cartesiane  di  punti,  si  potesse  introdurre  omogeneità  nelle  formolo, 
rappresentando  queste  coordinate  come  i  rapporti  di  due  o  di  tre  numerì  ad 
un  altro.  Con  questo  metodo  ingegnoso  e  semplicissimo,  THesse  raggiunse 
molti  dei  vantaggi  che  provengono  dall'uso  di  coodinate  omogenee  ;  anzi  fu  il 
primo  a  mettere  in  piena  luce  Teleganza  che  acquistano  i  calcoli  fatti  mediante 
queste,  e  l'appoggio  mutuo  che  possono  rendersi  la  geometria  projettiva  e 
l'algebra.  Le  sue  rìcerche  contengono  così  il  germe  di  quella  nuova  scienza 
che  lega  tra  loro  queste  due,  cioè  la  teoria  degli  invarianti  o  algebra  delle 
trasformazioni  lineari. 

Dopo  il  PlOckeb,  altrì  scienziati  rìtomarono  sulle  coordinate  projettive  ge- 
nerali, e  ne  fecero  applicazioni  :  citeremo  soltanto  Chasles  e  Clebsch.  Oggidì 
esse  costituiscono  il  sistema  più  usato  nelle  rìcerche  analitiche  di  geometrìa 
projettiva.  La  teorìa  di  esse ,  basata  sui  birapporti,  è  dovuta  sovratutto  al 
FiEDLBR  [Vierteljahreeehrift   der   Naturforsch,  Geselhehaft  zu  ZUrich,   Bd.    15, 
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oppure  DarHeUende  Geometrie,  §§  138-145),  il  quale  ritornò  sulla  definizione 
geometrioa  delle  coordinate  omogenee  projettive  della  retta  nello  spazio  in- 
trodotte dal  Catut,  studiandone  anche  la  trasformazione. 

L'esposizione  da  noi  presentata  nelle  precedenti  pagine  è  più  semplice  ed 
uniforme  di  quella  del  Fikdlxb. 

Ma  è  da  notare  che  già  il  MObius,  sotto  il  titolo  di  calcolo  haricentrico  ab- 
breviato, aveva  introdotto  come  coordinate  di  un  punto  (in  una  retta  o  in  un 
piano  0  nello  spazio)  i  rapporti  delle  sue  coordinate  baricentriche  a  quelle  di 
un  punto  fisso  ;  i  quali  rapporti  non  sono  che  le  coordinate  projettive  del  punto 
(il  punto  fisso  essendo  il  punto  unità).  Il  MGbius  aveva  anche  osservato  che 
tali  coordinate  si  possono  definire  come  birapporti,  ne  aveva  rilevata  Futilità 
per  lo  studio  di  quelle  proprietà  che  non  si  alterano  per  coUineazioni,  e  ne 
aveva  fatte  applicazioni,  mostrando  di  riconoscerne  la  grande  importanza. 

Nei  vari  trattati  deU'HsssE  i  giovani  studiosi  potranno  trovare  molte  appli- 
cazioni facili  ma  notevoli  della  notazione  abbreviata  e  delle  coordinate  omo- 
genee. In  questi  trattati,  in  quelli  del  Salxoh,  nelle  Trilinear  Coordinates  del 
Fbbbebs,  e  in  altri  trattati  posteriori,  essi  potranno  acquistare  una  conoscenza 
piii  completa  della  teoria  e  delle  applicazioni  delle  coordinate  omogenee. 


IHand  omografici, 

IO.  Siano  x^x^x^  coordinate  projettive  omogenee  di  un  punto  va- 
riabile P  di  un  piano  TT,  e  X^  X^  X^  coordinate  projettive  omogenee 
di  un  punto  variabile  P'  di  un  altro  piano  TT'  ;  e  poniamo  Ara  esse  la 
sostituzione  lineare  omogenea  (App.  §  19) 

07,  =  a^^X^  +  a„Z,  +  a^^X^ 

[1]  a?,=:a84-r4-fa„Xj  +  a„Xs 

^3  =  ^31-^1  +  a^%X^  4-  «ss^s 

di  modulo  A  =  [aiia^^a^^  #=  0. 
La  sua  inversa  è 

AX^  =  A^^x^  4-  Ai^x^  +  A^^x^ 

[2]  AX^  =  A^^X^  +  A„a7,  +  Aj,^x^ 

AX^  =  A,^^  +  A^^^  +  .133378 

di  modulo  -4-*. 
Fra  i  punti  variabili  PP'  sussiste  una  corrispondenza  univoca. 
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Se  P  si  muove  sulla  retta  r  individuata  da  due  punti  ^{(xf^cc^t^xf^ 
Kcc'\af\af\\  si  ha  (§2) 

a?4  =  Xa^'i  +  \xaf\       x^=\af^  +  \xa^\       x^  =  \af^  +  \xoo^\  ; 

quindi,  indicando  con  <f(X'^...)  ^\X*\...)  i  punti  corrispondenti  a  Q  B> 
si  ottiene  dalle  [2] 

AX,  =  KA^.x',  +  A,,a?\  +  ^3,0?',)  +  \i(A,,af\  +  A^,x^\  4-  A^,x^\) 
=  A{\X\  +  )iX^\). 

e  cosi  via;  dunque  sarà 

X,  =  \X\  +  mZ",       X,  =  XX',  +  \iX\       z,  =  xjr,  +  mX",; 

sicché  P'  si  muoverà  sulla  retta  r'  individuata  da  Q'  e  B',  la  quale 
diremo  corrispondente  a  r.  E  siccome  X  :  |i  ò  coordinata  projettiva 
tanto  per  P  sulla  punteggiata  r  quanto  per  P'  su  r',  cosi  le  due  pun- 
teggiate descritte  da  P  e  P'  saranno  omograQche  (X,  10). 

Inoltre»  se  r  descrive  un  fascio  intomo  a  un  punto  P  in  TT,  è  chiaro 
che  t'  descriverà  un  fascio  intorno  al  punto  P'  in  TT'.  E  siccome  r  r' 
incontrano  sempre  due  rette  corrispondenti  fisse  ss'  in  punti  corri- 
spondenti, e  questi  descrivono  punteggiate  omografiche  su  s  e  %\  coid 
anche  i  due  fasci  saranno  omografici. 

Dicesi  omografia  o  collineazione  la  corrispondenza  fra  due  piani 
espressa  dalla  sostituzione  [1]  ;  la  quale  corrispondenza  è  tate,  che 
ai  punti  di  ciascun  piano  corrispondono  univocamente  i  punti  del- 
ValtrOy  alle  rette  punteggiate  corrispondono  univocamente  le  rette 
punteggiate,  ai  fasci  di  rette  corrispondono  univocamente  i  fasci  di 
rette,  e  dice  punteggiate  o  fasci  corrispondenti  sono  omografici. 

Riferiamo  ora  nei  due  piani  TT  IT  le  rette  ai  medesimi  triangoli  cui 
sono  stati  riferiti  i  punti,  e  scegliamo  per  rette  unità  le  armoniche  dei 
punti  unità.  Siano  u^  w,  u^  e  U^  U^  U^  coordinate  projettive  omogenee 
di  una  retta  r  di  TT  e  della  retta  corrispondente  r'  di  TT'.  Se  P  e  r  si 
appartengono,  anche  P'  e  r'  si  appartengono,  e  viceversa;  quindi 
(§  7),  se  rp^Wi -f  ojjWj  +  r^sWg  =  0,  è  anche  X^U^-\-X^U^  +  X^U^  =  (^. 
Potremo  dunque  supporre  sempre  soddisfatta  la  relazione 

x^u,  +  x^u^  +  073^3  =  X^C^i  +  X^U^  +  Xj^/j , 

visto  che  è  permesso  moltiplicare  per  uno  stesso  fattore  arbitrario  le 
singole  terne  di  variabili. 
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Allora  avrà  luogo  la  sostituzianG  contraria  della  proposta,  cioè 

[3]  Au,  =  A,,U,  +  A,,U,  +  A,,U, 

Au,^A,,U,^A,,U,  +  A,,U^ 

di  modulo  j1"*;  e  quindi  la  sua  inversa 

[4]  U^  =  a,^,  -h  a,,ii^  +  a,^u, 

di  modulo  A. 

Scambiando  in  tutto  quanto  Si  è  esposto  gii  elementi  punto  e  retta 
(e  quindi  scambiando  nelle  formole  le  lettere  a;  e  u,  X  b  U,  o  almeno 
i  loro  significali),  nmi  si  giunge  evidentemente  ad  una  nuova  corri- 
spondenza; solo  che  questa  voUa  la  retta  figurerà  come  elemento  ge- 
neratore e  il  punto  come  centro  di  un  fascio  dì  rette. 

i  I .  Ai  punti  fondamentali  di  TT,  cioè  (1,0,0),  (0,1,0),  (0,04),  corrispon- 
dono in  Ti'  i  punti  {A^^A^^A,^\  (A^^A,^A^^\  {A^^A^^A^^,  ed  al  punto 
unità  di  nil  punto  (^j^-f^l^j-fA^t,  A^^^  A^^-\-A^^,  ^j3H-^„  + ^^a). 
Ai  punti  fondamentali  di  TT'  corrispondono  in  TT  i  punti  {o^na^^a^^, 
(^ii«it«3,)^   (a,3«j3<2a3)  ed  al  punto   unità   il    punto  (ì^h  +  ^4»  +  «in - 

Analogamente  alle  rette  fondamentali  ed  unità  di  TT  corrispondono 

in  TT'  le  rette  {a^^a^^a^^ (a^ -^««t  +  ^sn-)!  ed  allo  rette  fonda- 

mentalf  ed  unità  di  FT'  corrispondono  in  TT  le  rette   {A^^À^^A^^,*~~t. 

Quando  si  scelgono  per  punti  fondamentali  in  n'  i  tre  punti  corri- 
spondenti ai  punti  fondamentali  di  TI,  lo  sostituzioni  [1]  e  [2]  sì  ridu- 
cono alla  forma 

[5]  a^j^ajXi        x^^a^X^        x^^:a^X^, 

dove  a^  a,  a^  sono  arbitrari  ma  non  xero;  e  le  [3]  e  [4]  a 

[6]  a|t*i=P,       a^u^^U^       a^u^=U^. 
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E  quando  inoltre  si  suppongono  corrispondenti  i  punti  unità,  e 
quindi  anche  le  rette  unità  (che  si  erano  già  supposte  armoniche 
con  essi),  nei  due  piani  TT  TT',  le  sostituzioni  [1]  e  [2]  si  riducono  a 

[5y  x^  =  aX^  x^  =  aX^       x^  =  aX^f 

e  le  sostituzioni  [3]  e  [4]  a 

[&f  au^  =  U^  au^  =  U^       au^  =  U^, 

dove  a  4=0,  ma  arbitrario. 

19.  Dalle  cose  dette  emerge  la  seguente  proprietà  : 

Una  omografia  è  individuata  quando  son  date  quattro  coppie  di 
elementi  corrispondenti,  e  tutti  omonimi,  con  la  condizione  che  tre 
qucUunque  dei  quattro  elementi  dati  in  ciascun  piano  non  appar- 
tengano ad  una  stessa  formai  di  i»  specie.  Essapuò  sempre  tradursi 
in  una  sostituzione  lineare  omogenea  fra  le  coordinate  proiettive 
omogenee  di  due  qualunque  punti  o  rette  corrispondenti. 

Le  sostituzioni  [1]  e  [2]  conducono  all'altra  proprietà: 

Ai  punti  di  una  curva  corrispondono  univocamente  i  punti  di 
urCaltra  curva.  Se  l'equazione  della  prima  ha  un  certo  graOo  in 
coordinate  proiettive,  Veqiuizione  dell'altra  avrà  lo  stesso  grado;  il 
che  si  dimostra  come  al  cap.  V,  §  19. 

Dualmente,  le  [3]  e  [4]  provano  che: 

Alle  rette  di  un  inviluppo  corrispondono  univocamente  le  rette  di 
un  altro  inviluppo,  ecc. 

È  poi  fàcile  assicurarsi  che,  se  i  coefficienti  a^^...  sono  reali,  a 
punti  e  rette  reali  corrispondono  punti  e  rette  reali,  ed  a  punti  e 
rette  complessi-coniugati  punti  e  rette  complessi-coniugati. 

Infine  si  scorge  facilmente  che: 

Due  piani  omografici  a  un  terzo  sono  omografici  fra  loro. 

É  utile  notare  che,  quando  si  vogliano  adoperare  coordinate  non 
omogenee,  conviene  porre 

ar?  =  a7i:a?8    y  =  X2:x^,X  =  X^:X^    Y=X^:X^, 
u  =  u^:u^    v  =  u^:u^,U=U^:U^     V=U^:Uj^, 

ed  allora  alle  sostituzioni  intere  [1]  [2]  [3]  [4]  sottentrano  le  seguenti 
sostituzioni  fratte: 
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anX+anT  +  a„  a^X+ony+on  ' 

Y~  A^x  +  Afty  +  Aii       y_  Aj^  +  Anìf  +  An 
AiiX  +  A^  +  An  Ai^  +  Afi^  +  An  ' 

^_AuU+A^^V±At       ^_At,U+AnV  +  An 
AnV  +  AnV  +  A„       ""^A^iU+AnV+Au' 

jj^^    ^jU  +  OtiV  +  an         y__    «tit* +  ««<>  + q»    . 
ai,M  +  a»r  +  a«  atiU  +  OMP  +  OM    * 

e  quali  equivalgono  alle  precedenti,  ma  riescono  di  meno  agevole 
uso,  perchè  fratte  e  non  simmetriche. 
Del  pari  le  [5]  [6]  hanno  per  equivalenti 

a?  =  mZ       y  =  m'F, 
mu  =  V       m!v  =  F, 

e  le  [5]'  [ey  hanno  per  equivalenti 

u=U       v=V. 

18.  Neiromografia  si  chiamano  rette  di  fuga  o  limiti  quelle  che 
in  ciascun  piano  corrispondono  alla  retta  ali*  infinito  deiraltro  piano. 

Nel  caso  particolare  che  le  rette  airinfinito  dei  due  piani  siano  cor- 
rispondenti, Tomografia  prende  il  nome  di  affinità.  È  chiaro  che  dite 
punteggiate  corrispondenti  nelCafllnità  sono  simili  (X,  10). 

Dette  a?y,  7F  le  coordinate  cartesiane  di  due  punti  corrispondenti 
rispetto  a  due  coppie  di  rette  corrispondenti  xy  XT,  si  vede  facil- 
mente che  le  equazioni  deirafflnità  si  riducono  a 

x  =  mX       y  =  m'Y; 

ond*è  agevole  dedurre  che  nell'affinità  le  aree  di  due  triangoli  cor-- 
rispondenti  serbano  un  rapporto  costante,  che  è  mm'senxj  :  senXY. 
Si  ha  pure 

U=mu        V  =  m'v 

in  coordinate  pliickeriane  di  rette  rispetto  a  xj  XT. 
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L'affinità  diviene  stmilitudlne  sem  =  m\  xj  =  XT  ;  e  il  rapporto 
di  similitudine  è  m  per  i  segmenti,  m*  pei  triangoli  corrispondenti. 
Se  inoltre  m  =  +  l,  si  ha  Teguaglianza. 

La  similitudine  diviene  omotetia ,  se  i  due  piani  sono  paralleli  ed 
inoltre  le  due  punteggiate  corrispondentisi  sulla  retta  all' infinito  coin- 
cidono (•)• 

l'4.  Due  piani  omografici  possono  esser  distinti  o  sovrapposti.  Se 
sono  sovrapposti,  sorge  la  questione  di  cercare  i  punti  unUi,  cioè  coin- 
cidenti coi  loro  corrispondenti.  La  ricerca  è  facilitata  dal  supporre 
riferiti  i  due  piani  a  una  medesima  quaterna  di  elementi;  poichò  al- 
lora basta  esprimere  che  si  vuole 

X^=  —  pX^        27,  =  — pZ,        a?3  =  — PZj, 

ove  — p  è  un  certo  Attore,  onde  la  sostituzione  [1]  diviene 

— px,  =  a„X,  +  a„Z,  +  a^Xj 

— pZj  =  «34^4  4-  a^X^  +  ajaZa , 

ossia 

{a,,  +  p)X,  +  a„X,  +  «is^8  =  0 

[7]  a„X,  +  (a„  -I-  p)X,  +  a^^X^  =  0 

«31^1  +  «»S^f  +  («33  +  P)^3  =  0. 

Or  queste  tre  equazioni  lineari  omc^nee  in  X^  Z,  X^  coesistono  se 

«il  +  P      «12  «* 


[8] 


*18 
»3i  «82  «88+ pi 


0, 


ovvero 


P'  +  («li  +  «22  +  «88)P'  +  (ilii  +  ^22  +  ^88)P  +  ^  =  0. 


(*)  Per  la  teoria  della   similitadine   e   dell'  omotetia  si  può   consultare   gli 
*  EUmenH  di  Geometria  di  A.  Sahkia  ed  E.  D*Oyidio  ,  (11*  ed.,  libri  Y  e  IX). 
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Questa  equazione  di  3""  grado  fornisce  in  generale  tre  valori  di  p, 
per  ciascuno  dei  quali  il  determinante  [8]  assume  la  caratteristica  2, 
e  quindi  le  tre  equazioni  lineari  si  accordano  neir  individuare  i  mutui 
rapporti  di  X^  X^X^,e  per  conseguenza  un  punto.  Dunque:  esistono 
in  generale  tre  punti  uniti  in  due  piani  omografici  sovrapposti. 

Se  i  coefficienti  a^^...  sono  reali,  le  radici  deirequazione  in  p,  e  quindi 
anche  i  tre  punti  uniti,  possono  essere  reali  e  distinti,  reali  di  cui 
due  coincidenti,  reali  e  tutti  coincidenti,  uno  reale  e  due  complessi- 
coniugati.  Nel  1®  caso  i  punti  uniti  son  vertici  di  un  triangolo,  i  cui 
lati  saranno  le  rette  unite\  nel  4''  caso  anche  due  rette  unite  sono 
complesso-coniugate;  nel  2^  e  3<*  caso  anche  due  rette  unite  coincidono. 

Del  resto,  è  chiaro  che  la  ricerca  diretta  delle  rette  unite  condur- 
rebbe alle  tre  equazioni 

[9]  a^jW,  +  (aj2  +  p)Wj  +  aajt^s  =  0 

«is^i  +  «23W,  +  Ks  f  P)w,  =  0, 

e  quindi  alla  stessa  equazione  in  p.  E  però  in  generale  vi  sono  tre 
rette  unite. 

15.  Gaso  particolarissimo  dell'omografia  è  T identità.  Quindi  pos- 
siamo enunciare  che  :  se  i  punti  (0  le  rette)  di  un  piano  si  riferi- 
scono una  volta  ad  una  quaterna  di  elementi  ed  un'altra  volta  ad 
un'altra  quaterna,  le  coordinate  proiettive  omogenee  di  uno  stesso 
punto  (0  retta)  qualsiasi  rispetto  alle  due  quaterne  sono  legate  da 
una  sostituzione  lineare  omogenea  di  modulo  non  zero. 

Sussiste  anche  la  proprietà  inversa,  che  si  enuncia  e  si  dimostra 
come  nelle  forme  di  1^  specie  (X,  24). 

Quindi:  se  l'equazione  di  un  luogo  0  inviluppo  in  un  sistema  di 
coordinate  proiettive  ha  un  certo  gradxìy  avrà  quel  medesimo  grado 
in  ogni  altro  sistema  di  coordinate  proiettive. 

È  poi  chiaro  che  la  scelta  delle  coordinate  non  influisce  sull'essere 
un  punto  reale  o  imaginario,  e  in  particolare  sull'essere  due  punti 
complessi-coniugati  o  no.  B  cosi  per  le  rette. 

Esercizio  1.  Se  è  nullo  il  determinante  A  della  sostituzione  [1],  Tomografìa 
degenera.  Se  la  caratteristica  di  ^  è  2,  a  tutti  i  punti  di  TT  corrisponde  un 
unico  punto  {singolare)  in  IT,  le  cui  coordinate  annullano  i  secondi  membri 
delle  [1];  e  a  ciascun  punto  di  una  certa  retta  punteggiata  {eingoiare)  di  TT 
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corrispondono,  oltre  il  punto  singolare  di  TT',  tutti  i  punti  di  una  retta  di  TT\ 
le  cui  coordinate  annullano  i  secondi  membri  delle  [4],  e  che  descrive  intomo 
al  punto  singolare  un  fascio  omografico  a  quella  punteggiata.  A  una  retta 
qualunque  di  TT'  corrisponde  la  punteggiata  singolare  di  TT;  ma  se  quella  con- 
tiene il  punto  singolare,  allora  le  corrispondono  infinite  rette  formanti  fascio 
con  la  retta  singolare. 

Es.  2.  Se  la  caratteristica  dì  A  h  1^  a.  ogni  punto  di  TT  corrispondono  tutti 
i  punti  di  una  retta  singolare  di  TT',  e  ad  ogni  punto  di  TT'  un  punto  singolare 
di  TT.  A  ogni  retta  di  IT'  corrispondono  tutte  le  rette  pel  punto  singolare  di  TT, 
e  ad  ogni  retta  di  ÌT  una  retta  singolare  di  TT'. 

Es.  3.  Oltre  ai  casi  considerati  di  omografie  di  piani  sovrapposti,  ve  ne  sono 
ancora  due  notevoli. 

Quando  il  determinante  deirequazione  [8]  ha  la  caratteristica  1  per  un  certo 
valore  di  p,  questo  valore  è  radice  doppia  o  tripla  dell'equazione  ;  ed  inoltre 
è  tale  che,  sostituito  a  p  nelle  tre  equazioni  [7],  le  rende  identiche  tra  loro  ; 
sicché  una  qualunque  di  queste  equazioni  rappresenta  una  retta  s,  di  cui 
tutti  i  punti  sono  punti  uniti.  Dualmente,  le  [9]  diventano  identiche  fra  loro 
e  rappresentano  un  punto  T,  di  cui  tutte  le  retto  sono  unite.  La  retta  8  è 
pure  unita,  e  il  punto  T  h  pure  unito.  Due  rette  corrispondenti  non  passanti 
per  T  s*incontrano  su  s,  e  due  punti  corrispondenti  non  su  8  sono  in  una 
retta  per  T. 

Il  punto  T  non  appartiene  a  8,  se  quel  valore  di  p  è  solo  radice  doppia  della  [8]; 
ed  allora  la  rimanente  radice  individua  T  mediante  le  [7]  e  8  mediante  le  [9]. 
n  punto  T  appartiene  a  s  se  quella  radice  é  tripla. 

Nei  casi  qui  considerati  Tomografia  dicesi  omologia,  di  cui  8  è  Vasse  e  T 
il  eentro. 

È  costante  il  birapporto  di  due  punti  corrispondenti  rispetto  al  centro  T  ed 
al  punto  in  cui  la  loro  retta  incontra  Tasse  8,  come  pure  il  birapporto  di  due 
rette  corrispondenti  rispetto  al]*asse  s  ed  alla  retta  che  unisce  il  loro  punto 
comune  al  centro  T  ;  e  questi  due  birapporti  sono  eguali.  L*om  elogia  h  armo' 
nica  se  essi  sono  eguali  a  —  1.  E  se  sono  eguali  a  1 ,  si  ha  Tidentità. 

Se  Tasse  8  va  all'infinito,  si  ha  V omotetia-,  nella  quale  le  rette  corrispon- 
denti sono  parallele  e  il  rapporto  delle  distanze  del  •  centro  T  da  due  punti 
corrispondenti  è  costante.  Se  questo  rapporto  h  —  1,  si  ha  la  simmetria  rispetto 
a  T.  Se  è  1,  si  ha  Tidentità. 

Se  il  centro  T  va  all'infinito,  si  ha  Vomologia  affine,  che  riunisce  le  proprietà 
delTomologia  e  dell'affinità.  Essa  diviene  la  simmetria  obliqua  od  ortogonale 
rispetto  a  una  retta,  se  é  armonica. 

Se  per  un  valore  di  p  la  caratteristica  è  zero,  la  radice  è  tripla,  e  si  ha 
Tidentità. 

Es.  4.  Se  A  B  G  sono  i  tre  punti  uniti  di  un'omografia,  e  sulle  BC  CA  AB 
si  prendono  tre  coppie  qualunque  di  punti  corrispondenti,  il  prodotto  dei  tre 
birapporti  (costanti)  di  queste  coppie  con  le  rispettive  coppie  BG  GA  AB  è 
Tunità.  E  dualmente. 
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Es.  5.  Due  punti  corrispondenti  qualunque,  e  due  dei  tre  punti  d'intersesione 
della  loro  congìungente  colle  tre  rette  unite,  hanno  birapporti,  che  non  variano 
col  variare  della  coppia  di  punti  corrispondenti.  E  dualmente. 

Eb.  6.  Una  equazione  bilineare  fra  le  coordinate  projettive  di  un  punto  e  di 
una  retta,  variabili  in  due  piani,  determina  un'omografia  fra  i  due  piani;  e 
ciascuno  di  due  elementi  che  soddisfanno  l'equazione  appartiene  airelemento 
corrispondente  all'altro  nell'omografia. 

Ogni  omografia  è  esprimibile  con  una  tale  equazione. 

Es.  7.  Assegnare  le  formole  per  la  trasformazione  di  coordinate  projettive 
in  cartesiane,  e  viceversa. 


Piani  cùrrelaHvi. 

•©.  Dati  due  piani  TT  e  TT',  siano  x^  a?,  a?,  e  U^  U^  K,  rispettlya* 
mente  coordinate  projettive  omogenee  di  un  punto  P  deiruno  e  di 
una  retta  r'  delPaltro,  e  si  ponga  la  sostituzione  lineare  omogenea 

[1]  or,  =  a,,U,  +  a^U^  +  a,^U,       (r  =  1,2,3) 

di  modulo  A^(i,  e  quindi  T  inversa 

[2]  AU,=  A^,x^  +  A^x^  +  A^,x^ 

di  modulo  A"^. 

Noi  qui  possiamo  ripetere  dò  che  è  stato  detto  innanzi  circa  1  plani 
omografici,  ma  scambiando  fra  loro  nel  piano  TT'  gli  elementi  punto 
e  retta.  Per  tal  modo  potremo  concludere  che  :  posta  la  sostituzione 
[1],  ha  luogo  fra  il  piano  Ti  e  il  piano  TT'  una  corrispondenza,  per 
la  quale  ai  punti  P  deWuno  corrispondono  univocamente  le  rette  r' 
dell'altro,  alle  rette  r  punteggiate  deWuno  i  punti  P'  dell'altro  come 
centri  di  fasci,  e  una  punteggiata  e  un  fascio  cosi  corrispondenti 
sono  projettivi. 

Dette  Wi  «,  Wj,  X^  Z,  X,  le  coordinate  omogenee  di  r  e  di  P',  è 
chiaro  (come  al  §  10)  che  possiamo  tener  sempre  soddisfatta  la 

x,u^  +  x^u^  4-  a^aW,  =  XiU^  +  X^U^  +  X^U^  ; 

onde  la  sostituzione  contraria  della  [1] 

[3]  Au,=  A,,X,  +  A^X^  +  A,^X^ 
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di  modalo  A~\  e  la  inversa  di  questa 
[4]  X,  =  a^,  u,  +  a,,  w,  +  a^  u, 

di  modulo  A. 

Quindi  segue  che:  alle  rette  r  del  piano  n  corrispondono  untoo- 
camente  i  punii  P'  del  piano  n',  alle  rette  di  un  fascio  deWun  piano 
i  punti  di  una  punteggiata  dell'altro^  e  un  fascio  e  una  punteggiata 
così  corrispondenti  sono  projettivi.    ' 

Codesta  corrispondenza  prende  il  nome  di  correlazione  o  reciprocità. 

Scelti  come  elementi  di  riferimento  due  quaterne  di  punti  e  di  rette 
corrispondenti,  le  sostituzioni  si  riducono  a 

x^  =  aUr        au^  =  X^, 


w^ : x^:x^=U^:  U^ :  U^,     u^: u^ : u^  =  X^:X^:X^. 

Ond'è  fàcile  vedere  che:  quando  nelTun  piano  sono  dati  quattro 
punti  (di  cui  tre  qiuzlunque  non  in  una  rettaj,  e  neWaltro  piano 
sono  date  come  corrispondenti  a  quei  punti  qtuittro  rette  (di  cui 
tre  qualunque  non  per  un  puntojy  allora  è  determinata  una  cor- 
relazione fra  i  dice  piani.  Essa  è  traducibile  in  una  sostituzione  li- 
neare omogenea  fra  le  coordinate  projettive  omogenee  di  dice  ele- 
menti corrispondenti. 

A  un  luogo  di  punti  nelVun  piano  corrisponde  nell'altro  un  in- 
vtìuppo  di  rette.  E  se  Ceqicazione  dell'uno,  in  coordinate  projettive, 
ha  un  certo  grado,  lo  stesso  avrà  quella  dell'altro. 

Due  plani  correlativi  a  un  terzo  sono  omografici  fra  loro. 

E  dv^  piani,  Vuno  omografico  e  Valtro  correlativo  ad  un  terzo, 
sono  correlativi  fra  loro. 

Lasciamo  al  lettore  di  formare  le  sostituzioni  fratte  equivalenti  alle 
precedenti,  quando  si  adoperino  coordinate  non  omogenee. 

19.  Due  piani  correlativi  sovrapposti  danno  luogo  alia  ricerca  di 
quegli  elementi  dell'uno  che  appartengono  agli  elementi  corrispondenti 
dell'altro.  Perchè  P  e  r'  si  appartengano,  riferendo  i  due  piani  agli 
stessi  elementi,  dev'essere 
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e  quindi 

+  x^{A,^x^  +i4„a?,  +  ^43,073)  =  0 
e 

+  U,{a,,  U,  +  a^U,  +  a33^3)  =  0, 


ossia 


I.4„ir,ir.  =  0  e  Za„C/,C/,  =  0       (r, 5  =  1, 2.3); 


dunque:  il  luogo  dei  punti  di  TT  appartenenti  alle  rette  corrispon- 
denti di  TT',  e  l'inviluppo  di  queste  rette^  sono  di  2""  grado. 
Partendo  dalla 

X,u,  +  X^u^  +  X^u^  =  0 

si  giunge  similmente  alle  equazioni 

ZA„X^X,  =  0    e    Za„M,u,  =  0, 

che  non  differiscono  dalle  precedenti  (essendo  ora  indifferente  denotare 
le  coordinate  con  lettere  minuscole  0  maiuscole).  Dunque:  il  luogo  dei 
punti  di  TT'  appartenenti  alle  rette  corrispondenti  di  TT,  e  l'inviluppo 
di  queste  rette,  coincidono  coi  precedenti. 

Nel  caso  che  il  determinante  A  sia  simmetrico  (a^^  =  a„)^  a  un 
punto  considerato  sia  in  'H  sia  in  Ti'  corrisponde  una  stessa  retta 
sia  in  TT'  sia  in  TT,  e  viceversa;  ossia  la  correlazione  è  reciproca  0 
involutoriay  e  prende  il  nome  di  polarità. 

Esercizio  1.  Se  il  determinante  A  delia  sostituzione  [1]  ha  la  caratteristica  2, 
la  correlazione  degenera.  Allora  a  tatti  i  punti  di  TT  corrisponde  un*unica  retta 
singolare  di  TT' ;  e  a  ciascun  punto  di  una  certa  puntesTSTÌata  singolare  di  TT 
corrisi^ffg'Tr^p^tift^  ^*  ^^^  di  un  fascio  di  TT,  il  cui  ceni^)^  ^eiodvB  sulla  retta 
singolare^^P'*^  -L*/»  punteggiata  omografica  alla  singolare  di  1  iT  A  un  punto 
qualunque  di  TT'  corrisponde  la  punteggiata  singolare  di  TT  ;  ma  se  quel  punto 
è  sulla  retta  singolare  di  TT,  allora  gli  corrispondono  infinite  rette  formanti 
fascio  con  la  singolare  di  TT. 

Se  inoltre  è  a„  =  —  a«. ,  Orr  =  0 ,  ossia  se  -4  è  emisimmetrico,  a  ogni  punto  con- 
siderato sia  in  TT  sia  in  TT^  corrisponde  una  stessa  retta,  e  la  corrispondenza 
è  reciproca;  ma  questa  retta  ò  quella  che  unisce  quel  punto  a  un  punto  fisso. 
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Questo  ponto  corrisponde  a  ogni  retta,  mentre  ad  ogni  retta  per  esso  cor- 
risponde ogni  punto  della  medesima. 

Es.  2.  Se  la  caratteristica  di  ^  è  1,  a  ogni  punto  di  IT  corrispondono  tutte 
le  rette  di  un  fascio  singolare  di  IT,  e  ad  ogni  retta  di  IT'  un  punto  singolare 
di  TT.  A  ogni  punto  di  IT'  corrispondono  tutte  le  rette  pel  punto  singolare 
di  IT,  e  ad  ogni  retta  di  IT  un  pimto  singolare  di  TV, 

Es.  3.  Se  una  correlazione  fra  due  piani  sovrapposti  è  involutoria,  il  deter- 
minante A  è  simmetrico  o  emisimmetrico;  e  però  la  correlazione  o  è  una 
polarità  o  è  quella  singolare  accennata  in  fine  dell*es.  1. 

£b.  4.  Una  equazione  bilineare  fra  le  coordinate  projettive  di  due  punti  o 
di  due  rette,  variabili  in  due  piani,  determina  una  correlazione  fra  i  due  piani; 
ciascuno  di  due  elementi  che  la  verifichino  appartiene  alFelemento  corrispon- 
dente all'altro  nella  correlazione. 

Ogni  correlazione  è  esprimibile  con  una  tale  equazione. 

Stette  omografiche  e  correlative. 

1 S.  Vomografia  e  la  correlazione  tra  due  stelle  si  stabiliscono  in 
modo  affatto  analogo  a  quello  tenuto  per  i  piani:  basta  cambiare  sol- 
tanto gli  elementi  punto  e  retta  del  piano  negli  elementi  retta  e  piano 
della  stella.  La  corrispondenza  fra  gli  elementi  delle  due  stelle  si  tra- 
duce in  una  sostituzione  lineare  omogenea  fra  le  coordinate  projet- 
tive omogenee  di  essi. 

Del  resto,  due  piani  omografici  o  correlativi  sono  projettati  da  due 
punti,  o  da  uno  stesso  punto,  secondo  due  stelle  omografiche  o  corre- 
lative; e  viceversa,  due  stelle  omografiche  o  correlative  hanno  per 
sezioni  due  piani  omografici  o  correlativi. 

Forme  geometriche  oùi-4i"\  ffpefiie 
projettive,  omografiche,  correlative.  \ 

é 

IO.  Quando  una  stella  di  rette  (o  di  piani)  è  secata  da  un  piano, 
a  ciascun  elemento  della  stella  corrisponde  ciascun  elemento  del  piano 
punteggiato  (o  rigato),  e  viceversa.  Dicesi  allora  che  il  piano  è  se- 
zione della  stella,  e  che  la  stella  prcjetta  il  piano.  La  stella  ed  il 
piano  si  dicono  anche  prospettivi;  e  prospettivi  si  dicono  pure  due 
sezioni  di  una  medesima  stella,  o  due  stelle  che  projettino  un  mede- 
simo piano. 

Se  una  serie  di  piani  punteggiati  (o  rigati)  e  di  stelle  di  rette  (o  di 
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piani)  è  tale,  che  ciascuna  di  queste  forme  si  possa  dedurre  dalla  pre- 
cedente mediante  una  projezione  o  una  sezione,  od  anche  che  due 
consecutive  siano  sempre  prospettive  ;  allora  due  qualunque  di  queste 
forme  si  dicono  projettive. 

Due  forme  di  2^  specie  prospettive  sono  projettioe;  ma  non  vice- 
versa, in  generale. 

Due  forme  di  2^  specie  projetttoe  a  una  terza  sono  prQjettii>e  fra 
loro. 

Una  stella  di  rette  (o  dì  piani)  e  un  piano  punteggiato  (o  rigato) 
possono  porsi  in  tale  corrispondenza,  che:  1""  a  quattro  dati  elementi 
della  stella  corrispondano  quattro  dati  elementi  del  piano,  con  la  con- 
dizione che  tre  qualunque  dei  quattro  elementi  dati  in  ciascuna  forma 
non  appartengano  a  una  stessa  forma  di  1""  specie;  2""  ad  elementi 
costituenti  una  forma  di  1^  specie  nella  stella  corrispondano  nel  piano 
elementi  costituenti  una  forma  di  1*  specie  proiettiva  a  quella  forma. 
Infatti,  la  cosa  avviene  evidentemente  quando  la  stella  è  prospettiva 
al  piano;  altrimenti  è  airuopo  necessario  e  sufficiente  che  la  sezione 
della  stella  con  un  piano  riesca  omografica  al  piano  dato. 

La  stella  e  il  piano  dati  si  dicono  allora  omografici  (o  collinearf). 

»0.  È  chiaro  che  due  forme  di  2^  specie  projeitfve  sono  omogra- 
fiche. Se  sono  due  piani  prospettivi,  hanno  infiniti  punti  uniti  sulla 
retta  comune;  e  se  sono  due  stelle  prospettive,  hanno  infiniti  piani 
uniti  per  la  retta  che  unisce  i  due  centri. 

Dice  piani  omografici  distinti  TT  e  TT',  aventi  una  retta  di  punti 
uniti  (pel  che  basta  che  essi  abbiano  tre  punti  uniti),  sono  prospet-- 
tfoi.  Infatti,  se  AÀ'  BB'  sono  due  coppie  qualunque  di  punti  corrispon- 
denti, le  rette  A.B  A'B'  saranno  corrispondenti,  e  quindi  taglieranno 
in  uno  stesso  punto  la  retta  di  pm  M  uniti  comune  ai  due  piani  TT  e 
TT';  onde  le  rette  khl  BB'  sil^glier  ;ino.  Poiché  adunque  tutte  le  rette 
congiungenti  copiai  i  vii  pu^i  corrispondenti  dei  due  piani  si  tagliano 
mutupnaeriio  (senza  stare  evidentemente  in  uno  stesso  piano),  esse  pas- 
seranno per  uno  stesso  punto;  sicché  quei  due  piani  omografici  sa- 
ranno sezioni  della  stella  avente  questo  punto  per  centro. 

Analogamente  si  dimostrerebbe  che  due  stelle  omografiche,  aventi 
un  fascio  di  piani  uniti,  sono  prospettive. 

Due  forme  di  2^  specie  omografiche,  in  qualunque  loro  posizione, 
sono  projetttoe.  È  chiaro  che  basterà  dimostrare  questa  proposizione 
per  due  piani  omogi*afici.  Siano  dunque  TT  e  TT'  questi  piani.  Dicendo 
A  A'  due  loro  punti  corrispondenti  qualunque,  consideriamo  la  stella 
avente  per  centro  un  punto  qualunque  S  della  retta  A  A'  e  projettante 
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il  piano  TT'.  Questa  stella  taglierà  an  piano  qualunque  '^^  condotto  per 
À  secondo  una  forma  omografica  (prospettiva)  a  TT'  e  quindi  anche 
a  TT;  e  i  due  piani  omografici  TT  e  TT^  avranno  un  punto  unito  A. 
Ck>nsideriamo  in  TT  una  punteggiata  qualunque  r  passante  per  A.:  le 
corrisponderà  nel  piano  omografico  TT^  una  punteggiata  r^  passante 
per  A  e  prospettiva  a  quella,  cioè  sezione  di  uno  stesso  fàscio  di  rette. 
Sia  S^  il  centro  di  questo  fascio,  e  conduciamo  per  r  un  piano  qua- 
lunque TT,:  la  stella  di  centro  8^  projetta  TT^  su  IT,  secondo  un  piano, 
che  sarà  omografico  a  TT  ed  avrà  comune  con  questo  la  retta  di  punti 
uniti  r;  onde,  come  abbiamo  veduto  pocanzi,  i  due  piani  TT^^  e  TT  sa- 
ranno prospettivi.  In  conseguenza,  dei  piani  TT'  TT^  TT,  TT  essendo  due 
consecutivi  qualunque  prospettivi,  TT'  e  TT  saranno  projettivi. 

91.  Consideriamo  da  una  parte  un  piano  punteggiato  e  una  stella 
di  rette,  dairaltra  un  piano  rigato  e  una  stella  di  piani.  Una  forma 
dell'una  coppia  e  una  dell'altra  possono  essere  poste  in  tale  corrispon- 
denza,  che:  1*  a  quattro  dati  elementi  dell'una  forma  corrispondano 
quattro  elementi  dell'altra,  con  la  condizione  che  tre  qualunque  degli 
elementi  dati  di  ciascuna  forma  non  appartengano  a  una  forma  di 
1»  specie;  2*»  ad  elementi  costituenti  una  forma  di  1*  specie  corrispon- 
dano elementi  di  una  forma  di  1*  specie  proiettiva  a  quella.  Infatti 
ciò  fu  provato  per  un  piano  punteggiato  ed  uno  rigato;  ora  ogni  altro 
caso  si  riduce  a  questo  mercè  una  o  due  sezioni. 

Due  forme  di  2^  specie,  cosi  riferite  Tuna  all'altra,  si  dicono  cor- 
relative 0  reciproche. 

Due  forme  di  2^  specie  correlative  a  una  terza  sono  omografiche 
fra  loro.  E  due  forme,  di  cui  una  sia  omografica  e  l'altra  corre- 
lativa a  una  terza,  sono  correlative  fra  loro. 

La  teoria  completa  delFomografia  o  projettività  delle  forme  di  1%  2*  e  3* 
specie  è  dovuta  principalmente  a  ì/Lóbiub,  Steiner  e  Ghasles.  Quest'ultimo 
espose,  £Eu;endone  applicazioni  svariate,  U  principio  di  omografia^  il  quale  con- 
siste in  ciò,  che  *  le  proprietà  projettive  di  una  figura  non  cessano  di  valere 
quando  a  questa  si  sostituisca  una  sua  figura  omografica  ,.  Tale  principio  è 
assai  importante;  poiché  permette  di  dedurre  immediatamente  dalle  proprietà 
projettive  di  una  figura  dotata  di  particolarità  tnetriche  quelle  di  una  figura 
omografica  più  generale,  cioè  non  avente  quelle  particolarità  ;  così  dalle  pro- 
prietà projettive  del  rettangolo,  del  circolo,  dei  cilindri,  della  sfera,  si  dedu- 
cono immediatamente  le  proprietà  del  quadrilatero,  deUe  sezioni  coniche,  dei 
coni,  delle  superficie  di  2*  grado. 

Si  osservi  però  che  già  prima  dei  tre  geometri  nominati  si  conosceva  una 
teorìa  delle  projezionì,  cioè  di  quel  caso  particolare  deiromografia  che  costi- 
E.  D'Ovidio,  Geometria  anàUtica.  18 
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tuisce  Vofnologia  o  prospettività  di  due  forme;  anzi  il  Poncelet  aveva  deatinato 
il  suo  Tratte  dee  propriétés  projectives  des  figures  a  mostrare  appunto  come 
questa  corrispondenza  tra  due  forme  desse  un  metodo  fecondo  per  dedurre  da 
proprietà  di  figure  particolari  quelle  di  figure  più  generali. 

A  Chàsles  ed  a  Pluckbb  ò  poi  dovuta  una  teoria  completa  delle  correlazioni 
0  reciprocità  tra  due  piani  o  tra  due  spazi.  Questa  teoria,  e  Tintroduzione  che 
il  Plùckjeb  fece  delle  coordinate  della  retta  nel  piano  e  di  quelle  del  piano 
nello  spazio,  parallelamente  alle  coordinate  del  punto  nel  piano  e  nello  spazio, 
posero  in  piena  lace  la  legge  di  dualità,  che  governa  tutta  la  geometria  proiet- 
tiva (1,  7).  La  legge  di  dualità  si  può  enunciare  così:  '  1*  ogni  teorema  di 
geometria  projettiva  relativo  al  piano  non  cessa  di  valere,  se  vi  si  scambiano 
le  parole  punto  e  retta  (e  quindi  punteggiata  e  fascio,  luogo  e  intiluppo,  ecc.); 
2®  ogni  teorema  di  geometria  projettiva  in  generale  non  cessa  di  valere,  se 
vi  si  scambiano  punti  con  piani  (e  quindi  piani  punteggiati  con  piani  rigati, 
stelle  di  piani  con  stelle  di  rette,  rette  punteggiate  con  fasci  di  piani,  ecc.)  .. 

Di  questa  legge  già  vari  casi  ci  si  sono  presentati.  E  non  è  difficile  persua- 
dersi che  essa  vale  in  generale,  se  si  pon  mente  al  fatto,  che  in  tutte  le  dimo- 
strazioni analitiche  di  teoremi  projettivi  si  potrebbero  scambiare  le  coordinate 
di  punti  colle  coordinate  di  rette  o  di  piani. 

Una  teoria  più  ristretta  che  quella  delle  correlazioni,  la  teoria  cioè  delle 
polari  reciproche  (polarità  rispetto  ad  una  curva  o  superficie  di  2®  grado),  aveva 
condotto  sul  principio  del  secolo  i  geometri  della  Scuola  politecnica  di  Parigi, 
e  segnatamente  il  Poncelxt,  ad  applicare  il  metodo  enunciato  per  dedurre  da 
teoremi  noti  altri  nuovi  teoremi  mediante  scambi  di  parole.  Ma  al  (}KBGK>inra 
(Annales  de  Mathématigues,  XVI  e  seg.)  spetta  il  merito  di  avere  esposta  la 
legge  di  dualità  in  tutta  la  sua  generalità,  indipendentemente  da  qualsiasi 
trasformazione  delle  figure. 

Dalle  cose  esposte,  e  da  quelle  che  esporremo  studiando  le  forme  di  3*  specie, 
apparisce  che  le  proprietà  projettive  delle  figure  si  possono  definire  sia  come 
quelle  che  si  conservano  in  ogni  trasformazione  omografica  delle  figure  stesse, 
aia  come  quelle  che,  espresse  in  coordinate  projettive  omogenee,  si  conservano 
quando  le  coordinate  si  trasformano  mediante  una  sostituzione  lineare  omo- 
genea; cosicché  (da  un  certo  punto  di  vista)  la  geometria  projettiva  coincide 
con  Valgébra  deUe  sostituzioni  lineari,  e  quindi  con  la  teoria  degVinvarianH.  A 
questo  concetto  fecondo  son  dovuti  molti  progressi  fatti  negli  ultimi  tempi 
daUa  geometrìa  e  dall'algebra. 
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CAPITOLO  xn. 

Coordinate  proiettive  omogenee, 
omografia  e  correlazione  nelle  forme  di  8*  specie. 


Coordinate  projettive  ed  omogenee  nello  spazio. 

§  1.  Dati  nello  spazio  punteggiato  cinque  punti  A^  A,  A,  A^  B,  di  cui 
auattro  qualunque  non  in  un  piano,  consideriamo  il  tetraedro  AiA,43A^, 
le  cui  facce  indichiamo  con  a^  a,  a,  a^ .  Si  hanno  sei  fasci  di  piani 
intorno  agli  spigoli  A^A,...,  e  di  ciascun  fascio  sono  dati  tre  piani. 
Per  un  punto  qualunque  P  passa  un  piano  di  ciascun  fascio  ;  ma  tre 
di  questi  piani  hanno  una  retta  comune  se  gli  assi  dei  (lasci  cui  ap- 
partengono passano  per  uno  stesso  vertice,  e  però  non  individuano  P; 
mentre  tre  piani  di  tre  fasci,  i  cui  assi  siano  in  una  stessa  faccia,  in- 
dividuano P.  Quindi  possiamo  assumere  come  coordinate  projetUve 
del  punto  P  tre  fra  i  birapporti  (♦) 

A,A,(A,A,BP)         A3A,(A,A,BP)         A,A,(A3A,BP) 

e  i  loro  reciproci,  purché  due  non  siano  reciproci;  e  possiamo  assumere 
per  coordinale  projeitive  omogenee  quattro  numeri  cc^  x^  x^  x^ ,  dei 
quali  uno  arbitrario,  tali  che 

a7,:iP,  =  A,A3(A,A^BP),  x^:x^=k^k,[k^kfil^\  x^\x^  =  k^k^{k^kfiV). 


(*)  AB(CDEF)  denota  il  birapporto  dei  piani  ABC  ABD  ABE  ABF.  Analo- 
gamente per  i  piani  a  P  t  ^  €  q). 
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Scriveremo  V(x^x^(v^^). 

Basta  prendere  x^  =  i  per  ritornare  alle  coordinate  projettive  non 
omogenee. 

Se  P|4  TT^4  denotano  i  piani  1,A,B  A,!,?,  B^^  P^^  le  loro  intersezioni 
con  A^A^,  e  cosi  via,  si  ha  pare 

x^:x^  =  (0i4Oi3i4'Ti4)      ^,  :  a?4  =  (a^a^pj^n^)      x^  :  x^  =  (a^a^^^n^^) 

^1:^4  =  (^1^14^14)    ^.:a?4  =  (^MMPt4)    a?,:a?4  =  (A3A4B3,P3^); 

e  se  la  retta  BP  seca  a^  in  D^,  e  cosi  via, 

x^:x^  =  (D^DjBP)        x^:x^  =  (D^D^BP)        x^:x^=  (D^DjBP)  ; 

onde  segue,  dividendo, 

X,  :  X,  =  (D,D,BP)  =  (A,A,B,,P„)  =  (a,a,p,,iT,,)  =  A3A,(A,A,BP) 
a?,  :  a?3  =  (DjD.BP)  =  (A,A3B,3P,3)  =  (a^afi^^ii,^  =  A^A.CA, A.BP) 
x^  :  x^  =  ip^f^^BJ>)  =  (A,A3B„P33)  =  (ajO^pj^n^)  =  A^  A^CA,  A3BP) . 

Preso  ad  arbitrio  sulla  BP  un  punto  H  diverso  da  B  e  P,  è  lecito 
anche  assumere 

it?i  =  (!ID,BP)    ir3  =  (MD3BP)    a?3  =  (MD3BP)    a?^={MD^BP). 

Pei  punti  di  a^  è  a;^  =  0;  e  cosi  via.  Pei  punti  di  A^A,  ossia  a^a^  è 
a?3  =  0  e  ^^4= 0;  e  cosi  via.  Per  A^  ossia  0^03 a^  è  £t?i  H=  0  ed  arbitrario, 
073  =  0,  378  =  0,  074  =  0;  e  cosi  via.  Per  B  ò  a?,  =07^  =  073  =  0?^  =  i  ; 
anzi  arbitrario,  ma  non  zero,  se  non  si  ritiene  Tultima  ipotesi. 

Per  nessun  punto  le  coordinate  x^  x^  x^  x^  possono  essere  tutte 
nulle;  del  resto  possono  acquistare  tutti  i  valori  possibili  e  supporsi 
sempre  tutte  finite. 

Il  dato  tetraedro  e  i  suoi  elementi  si  dicono  fondamentali,  e  B 
punto  unità;  tutti  elementi  di  riferimento. 

Se  B  è  il  centro  delle  medie  distanze  dei  vertici,  viene 

a?,:a?4  =  — (A^A.PJ    a?,:a74  =  — (A^A^P,,)    a?,  :  a?^  =  -  (A^A3P3,) , 
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che  sono  le  coordinate  bariceniriche  di  P,  e  x^  x^  x^  x^  si  dicono 
coordinate  baricentriche  omogenee. 
Se  A,  Aj^  Àf  vanno  ali'in&nito  sugli  spigoli  uscenti  da  A^,  viene 

a?4 : a?^  =  A^P^^ :  A^B,^     x^\x^  =  k^V^^ :  kfi^     a?, : x^  =  A^P^ :  A^B^, 

che  divengono  le  ordinarie  coordinate  cartesiane  quando  si  prenda 
A^B^^  =:  A^B,^  =  A4B34  =  1  ;  allora  a?i  x^  x^  x^  si  chiamano  coordinate 
cartesiane  omogenee. 

Le  equazioni  dei  luoghi  in  coordinate  omogenee  sono  omoge/nee^ 
e  viceversa. 

«.  Dati  due  punii  l^'iaf^x'^jfio^)  ^\af\x^\  o(}"^'\),  le  coordinate 
projettive  omogenee  di  un  punto  ^(x^x^^x^)  variabile  della  retta 
P'P"  si  esprimono  come  combinazioni  lineari  delle  omonime  coor- 
dinate di  F'  e  F*'  mediante  le 

x^=\x'^+}xx'\  a?,=Xa?'j+M^'«  ,^8=^^'3+M^'8  x^=A\x\+^x^\f 

ed  U  parametro  \\\i  è  coordinata  proiettiva  di  P  nella  punteg- 
giata P'  P"  riferita  a  P'  P''  come  punti  fondamentali  ed  al  punto 
V{x\  +  x'\ ,  a/j  +  a?", ,  a?'3  +  ^'3  »  ^4  +  ^'a)  come  punto  unità. 

E  invero,  il  punto  {\x\-\-iiaf\,...)  è  projettato  da  A^  su  o^  in  un 
punto,  il  quale  (in  virtù  di  quel  che  fu  esposto  circa  il  piano,  XI,  2) 
al  variare  di  X  :  ^  percorre  la  retta  individuata  dalle  analoghe  proje- 
zioni  di  P'  e  P";  e  lo  stesso  vale  rispetto  a  A,,...;  dunque  il  punto 
(X;^;'^  +^\,...)  percorrerà  la  retta  P'P". 

Può  dirsi  altrimenti  che:  le  due  condizioni  necessarie  e  sufficienti 
perchè  tre  punii  P  P'  P"  siano  in  una  retta  son  date  da 


=  0, 


la  quale  esprime  che  questa  matrice  ha  la  caratteristica  due. 

8.  Doli  tre  punti  P'(a?'i...)  P''(a?'\...)  P'"(^"', ...)  non  posti  in  una 
rettaj  le  coordinate  di  un  punto  qualunque  P{Xf^...)  del  piano  p'p"p"' 
si  esprimono  linearmente  mediante  le 

X,  =  Xo/,  +  MO?",  +  yfxr        {r  =  1, 2, 3, 4) 


X^ 

^% 

a^s 

<^K 

af. 

af. 

<, 

af. 

af\ 

x\ 

^\ 

cd\ 
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in  funzione  dei  parametri  X  :  v  e  ili  :  v,  i  quali  sono  coordinate  proiet- 
tive nel  piano  punteggiato  P'PT'".  Poiché  i  punti  del  piano  p'p'^p'" 
sono  distribuiti  sulle  rette  projettanti  i  punti  della  P'P^'  da  F",  e  però 
hanno  coordinate  della  forma  (Xo?',  +  ^a?"J  +  vo/''^ ,  ... 

Altrimenti:  la  condizione  perchè  quattro  punti  P  P^  P''  P'"  siano 
in  un  piano  è 

Ne  segue  che  l'equazione  di  un  piano  in  coordinate  proiettive  omo- 
genee di  un  suo  punto  variabile  è  lineare  omogenea: 

l^x^  + 1^^  +  £3073  -f  l^x^  =  0. 

Si  noti  che  l^x^  +  l^x^  +  l^x^  ==  0  è  il  piano  che  projetta  da  A^  la 
retta  comune  a  a^  ed  al  precedente  piano;  e  cosi  via.  Ancora: 
^3^3  +  ^4^4  =  0  è  il  piano  che  projetta  da  A^i,  il  punto  comune  a 
A3À4  ed  al  precedente  piano;  e  cosi  via. 

4.  Dati  quattro  punti  P'  P"  P'"  P"^  vertici  di  un  tetraedro,  le  coor- 
dinate projettfoe  omogenee  di  qtutlunque  punto  P  dello  spazio  si 
possono  esprimere  come  combinazioni  lineari  delle  omonime  coor- 
dinate di  quei  quattro  punti  mediante  le 

X,  =  Xo?',  +  Ma/;.+  vx'\  +  9x^\  (r  =  1,  2,  3, 4) , 

e  X  ^  V  p  sono  coordinate  prof  ettive  omogenee  di  P  riferito  ai  quattro 
punti  F'  P"  P'"  P'^  come  fondamentali  e  al  punto 

V{x\-}-x\+x^\  +  x^\,...) 

come  punto  unità. 

Poiché  P  cade  certamente  su  una  retta  projettante  un  punto 
(Xa^'^  +  M^'i  +  vo/'^,...)  del  piano  P'p''P'"  da  P'^  e  però  ha  coordi- 
nate  della  forma  {Xoc'f^  +  M^\  +  vo/'^)  +  P^^^'t  »  - 

5.  Dualmente:  siano  a^  a,  a,  a^  r  cinque  piani  fissi,  di  cui  quattro 
qualunque  non  di  una  stella,  e  i  vertici  del  tetraedro  a^a^aja^  siano 
A^  A^  A3  i^.  Sia  p  un  piano  variabile.  Detti  O^^  R^4  i  punti  cifa^r  ottOtsPf 
Ti4  6  Pi4  ì  pi&i^i  che  lì  projettano  dalla  a^a^^  e  cosi  via,  e  detti  e,  ... 
i  piani  projettanti  A^...  dalla  tp>  assumiamo  tre,  di  cui  due  non  re- 
ciproci, fht  i  numeri 
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u,:u^  =  o^aaCo.a^TP)  =  (Mi^u^ii)  =  («i^^ìTiìPiì)  =  (MiTP) 

u^  :  u^  =  a3a,(a,a^TP)  =  (^^^t^u^u)  =  (a204TMpM)  =  (M»TP) 

Ws  :  W4  =  OACctsOérP)  =  (^4  ^sCj^B J  =  (a3a4T34p84)  =  (MsTP) 

e  ì  loro  reciproci»  come  coordinate  projettfoe  ài  p,  e  u^  u^  u^  u^  come 
coordinate  proJetOve  omogenee. 

Basta  prendere  ti^  =  1  per  ritornare  da  coordinate  omogenee  a  non 
omogenee. 

È  pure 

u,:u^  =  (€,6jp)  '-^  (a.QjTijPia)  =  i^K^it^it)  =  (^M^fitr?) 
u,:u^  =  (c^e  jp)  =  (a.aaTisPis)  =  (^s^fOis^is)  =  aia4(aia8TP) 
w,  :  W3  =  (CgCjTP)  =  (ajOgTssPisl  =  (^B^2^t9^2t)  =  ^M^t^ifQ)' 
Si  può  supporre,  v  essendo  un  piano  arbitrario, 

^1  =  (V€iTP)  W«  =  (V€,TP)  Ws  =  (vCaTp)  W4  =  (VC^TP). 

Per  ogni  piano  passante  per  k^  h  u^=o,  e  cosi  via. 

Per  ogni  piano  del  fascio  di  asse  A^À,  ossia  a^a^  è  u^=0  e  t^,  =  0  ; 
e  cosi  via. 

Per  a^  è  ti|  #3  0  ma  arbitrario,  e  w,  =:  0,  u,  =  0,  w^  =  0;  e  così  via. 

Per  T  è  Wj=w,  =1^3  =  ^4  4=0. 

Per  nessun  piano  sono  nulle  tutte  quattro  le  u^u^u^u^. 

Elementi  di  riferimento  si  dicono  quelli  del  tetraedro  fondamen- 
tale afl^aji^  e  il  piano  unità  r- 

Se  T  è  il  piano  airinflnito, 

u,:u^  =  (A,  A^R,  J     w.  :  w,  =  (A,A,B,  J     u^u^=  iK^,^) 

sono  le  coordinate  haricentriche  di  p,  e  u^  u^  u^  u^  le  coordinate  ba- 
ricentriche  omogenee. 
Se  a^  è  il  piano  air  infinito, 
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si  riducono  alle  coordinate  plùckerlane  prendendo  1^0^^  =  i^O^^ 
=  k^C^^  =  —  1,  e  u^u^u^u^  sono  le  coordinate  plùckeriane  omo- 
ffenee  di  p. 

Le  equazioni  degt  inviluppi  in  coordinate  omogenee  sono  omogenee^ 
e  viceversa, 

O.  Per  un  piano  variabile  f{u^ ...)  del  fascio  determinato  dai  due 
9\u\.,.)  p'\u\..,)  si  ha 

essendo  X  :  ^  coordinata  pr0ettiva  nel  fascio. 
E  le  condizioni  perchè  tre  piani  p  p'  p"  siano  di  un  fascio  sono 


=  0, 

cioè  che  questa  matrice  abbia  caratteristica  due. 

9.  Pei  piani  p  della  stella  determinata  dai  tre  piani  p'  p"  p'"  si  ha 

t^,  =  XuV  +  ^u'V  +  vw%       (r=l,2,3,4), 

X  :  V  e  ^  :  V  essendo  coordinate  projettive  nella  stella. 
E  si  ha  la  condizione 

[w,u»'"J  =  0 

perchè  quattro  piani  siano  di  una  stella. 

Quindi  :  Vequazione  di  un  punto  in  coordinate  projettive  omogenee 
di  un  suo  piano  variabile  è  lineare  omogenea: 

ni^i  +  n^U^  +  TlaWa  +  14^4  =  0. 

S.  Dati  quattro  piani  formanti  un  tetraedro,  le  coordinate  prò- 
jettfoe  omogenee  di  ogni  piano  dello  spazio  sono  combinazioni  li- 
neari deUe  omonime  coordinate  di  quei  quattro  piani,  ecc. 
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O.  Consideriamo  ora  nello  spazio  i  punti  e  i  piani  insieme,  riferen- 
doli a  un  unico  tetraedro.  Pongasi 

ft,:/t,=-(A,i,C,A,),  h,:k,=-(k^kfi^B^,\  K'K=-(^s^Su^u)' 

Poiché  in  a^  le  A,B,^  k^B^^  A^B,,  passano  per  un  punto  e  C,^  C,^  0,, 
sono  in  una  retta,  e  cosi  via,  sarà  (XI,  G) 

^.•A,  =  -(A,ÀaC„B^),  ft3.-'^i=-(Mi<3siB8i),  K'^^=-(^i^^it^it)' 
Sarà  anche 

Or  se  i^x^  + ...  =  0  è  Tequazione  di  p,  sarà  i^^  +  i^^A  =  ^  quella 
del  piano  A^A^B^,  e  quindi  pei  punti  di  questo  piano  risulterà 
Es  :  £4  =  —  a?4 : 0?,  ==  —  ( A^ AjB^^Bj^) ,  onde  Hj  :  E4  =  h^u^  :  h^u^  ;  e  così 
yia.  Dunque  la  relazione  fra  le  coordinate  cU  un  punto  V  e  di  un 
piano  p  cìie  si  appartengano  è 

K.x^u,  +  frjiTjW,  +  ftjOJsWj  +  n^x^u^  =  0. 

Dato  il  piano  p,  questa  è  VeqiMzUyne  di  p  come  piano  punteg- 
giato; invece  dato  P,  è  l'equazione  di  P  come  centro  di  una  stella 
di  piani. 

Se  ^u^u^u^^u^i4^sA  Separano  armonicamente  A^A^  A,A^  AgA^, 
risulta  h^  =  h^  =  h9=h^y  e  però  B^B^g  Bj^  e  C,g  C„  0,^  anche  sepa- 
rano armonicamente  A^ A,  A, A3  AjA^:  allora  il  punto  B  e  il  piano  r 
si  dicono  armonici  rispetto  al  tetraedro  A^A^AgA^. 

La  relazione  fra  un  punto  e  un  piano  che  si  appartengano  di- 
viene 

X{il^  +  X^U^  +  ^8^8  4-  ^4^4  =  0 

quanido  U  punto  e  il  piano  unità  sono  armonici. 
Allora  il  piano  p'p"p'"  ha  per  coordinate 

u,=^[x'^7:''^'\lu^^'^x\x'',x'\lH,^lx\x^'^'\lu^^^ 

e  il  punto  p'p"p'"  ha  per  coordinate 

a?,=[w'X3U'"J,  x^='-^u\u\u'\l  x^=^w,u'\u"\l  x,=^u\u\u'\l 
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Della  relazione  di  appartenenza  ora  trovata  è  caso  particolare  la 
già  nota  (IX,  2) 

am '\- yv -{- zw -{-  i  =0 

in  coordinate  cartesiane  e  pliìckeriane. 

Grandissima  è  l'analogia  fra  le  formole  in  coordinate  projettive  di 
punti  e  piani  e  quelle  in  coordinate  cartesiane  e  pliìckeriane,  quando 
si  tratta  di  proprietà  gra&che  o  di  posizione. 

EssBcizio  1.  Come  coordinate  projettive  omogenee  di  nn  punto  P  si  possono 
assumere 

POi       Po,       POj      JPOi 

Bai      Bos      Ba,      Ba4' 

Es.  2.  Se  B  è  il  punto  dei  piani  bisettori  del  tetraedro  fondamentale,  come 
coordinate  projettive  omogenee  di  P  si  possono  assumere  Poi  Pa^  Paj  Poi,  e 
si  chiamano  quadriplanari  o  tetratnetriehe, 

Es.  3.  Come  coordinate  baricentriche  omogenee  di  P  si  possono  assumere  i 
.tetraedri  Fk^k^k^,  — PÀ1A3À4,   Fklk^k^f   — Vk^k^k^,  e  si  chiamano  anche 
tetraedrcUi, 

Es.  4.  Come  coordinate  projettive  omogenee  di  un  piano  p  si  possono  assumere 

pA|      pAj     pA,      p^ 
tAj     tA,     TA3     ta*' 

Es.  5.  Come  coordinate  baricentriche  omogenee  di  un  piano  p  si  possono 
assumere  pk^  pAj  pAs  PA4,  e  si  chiamano  quadripunte  o  ietrametriche, 

Es.  6.  Come  coordinate  projettive  omogenee  f'i  ts  «s  ««  del  piano  airinfinito  si 
possono  assumere 

1111 

tAi    ta,    ta,    ta** 

Es.  7.  Due  piani  p  p'  son  paralleli  se 

«1       «1      «3       t*4 

i\       H      H      n 
Es.  8.  Tre  piani  p  p'  p"  son  paralleli  a  una  retta  se 
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Spazi  omografici. 

■O.  Fra  x^  x^  x^  x^y  X^  X^  X^  X^^  coordinate  projettive  omogenee 
dì  due  punti  P  P'  di  due  spazi  (S)  (SO  (*),  pongasi  la  sostituzione  li- 
neare omogenea  {App,  §  19) 

[1]  x,  =  a,,X,  +  a^X^  +  a^jX,  +  a,^X^       (r  =  1, 2, 3, 4) 

di  modulo  il^^o,  e  quindi  l'inversa 

[2]  AX^  =A^^,+  A^t  +  ^3r^8  +  ^4t^4 

dì  modulo  A"^. 

Si  dimostrano,  in  modo  analogo  a  quello  tenuto  nel  piano  (XI,  10), 
le  seguenti  proprietà: 

Posta  la  sostituzione  [1],  ad  ogni  punto  P  di  (S)  corrisponde  uni- 
vocamente un  punto  P'  di  (8'),  a  punti  di  una  retta  corrispondono 
punti  di  una  retta,  a  punti  di  un  piano  punti  di  un  piano;  e  due 
rette  o  piani  così  corrispondenti  sono  omografici.  Inoltre,  a  ogni 
forma  di  i"  o  2^  specie  ne  corrisponde  un'altra  omonima  ed  omo- 
grafica. E  i  due  spazi  si  diranno  omografici  o  coUineariy  ed  anche 
projettivi. 

A  una  superficie  corrisponde  punto  per  punto  un'altra  superficie. 
Se  l'equazione  dell'una  ha  un  grado,  l'equazione  dell'altra  avrà  quel 
grado. 

Se  u^u^u^u^y  U^  U^  U^  U^  sono  coordinate  projettive  omogenee  di 
due  piani  corrispondenti  pp',  si  può  tener  sempre  soddisfatta  la 

^l^i  +  ^2^t  +  ^3^8  +  «^4^4  =  ^i  ^i  +  -^2  ^«  +  ^8  ^3  +  ^4  ^4  5 

sicché  avrà  luogo  la  sostituzione  contraria  della  [1] 
[3]  Au^  =  A,,  U,  +  A,,U^  +  Ar,U,  +  A,,U, 


(•)  L*uoino  può  concepire  rette  o  piani  o  stelle  differenti;  ma,  come  essere 
a  tre  dimensioni,  non  può  concepire  due  spazi  (a  tre  dimensioni)  indefiniti  e 
differenti,  i  suoi  sensi  dandogli  il  concetto  di  un  unico  spazio.  Tuttavia,  quando 
si  considerano  nello  spazio  due  o  più  diverse  figure,  e  se  ne  studiano  quelle 
mutue  relazioni  che  non  dipendono  dalla  loro  reciproca  posizione,  si  trova 
spesso  conveniente  di  parlare  di  due  o  più  spazi  in  cui  esse  siano  contenute, 
astraendo  (sinché  si  può)  dal  fatto  che  questi  spazi  coincidono. 
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di  modulo  A"^,  e  la  sua  inversa 

[4]  U^  =  a,,u,  +  a,,w,  +  a^,u^  +  a^.t/, 

di  modulo  A. 

Scambiando  fra  loro  gli  elementi  punto  e  piano  (e  quindi  retta  pun- 
teggiata e  retta  asse  di  un  fascio  di  piani);  od  altrimenti,  scambiando 
a>  con  u  e  X  con  U  (o  almeno  i  loro  significati),  si  ottiene  rom(^afla 
di  due  spazi  di  piani  (£)  (!');  la  quale  non  differisce  dalla  precedente, 
salvo  neirelemento  generatore,  che  là  era  il  punto  mentre  qui  ò  il 
piano. 

É  facile  calcolare  le  coordinate  di  quegli  elementi  di  ciascuno  spazio 
che  corrispondono  agli  elementi  di  riferimento  deiraltro  spazio  (XI,  11). 

Quando  si  scelgono  per  elementi  fondamentali  quattro  coppie  di  ele- 
menti corrispondenti,  le  precedenti  sostituzioni  si  riducono  a 

ove  gli  a^  sono  arbitrari  ma  non  zero. 
Se  anche  gli  elementi  unità  sono  corrispondenti,  si  ha 

ove  a#sO  ma  arbitrario. 

Assegnati  ad  arbitrio  dnqtie  punti  Co  piani)  dell'uno  spazio  e 
cinqice  dell'altro  spazio  come  corrispondenti  a  quelli,  con  la  condi- 
zione  che  né  quattro  qu^unque  di  quelli  né  quattro  qucUunque  di 
questi  appartengano  a  un  piano  (o  punto),  tomografia  è  indivi- 
duata. Essa  si  traduce  in  una  sostituzione  lineare. 

Due  spazi  omografici  ad  un  terzo  sono  omografici  fra  loro. 

Lasciamo  al  lettore  di  formare  le  sostituzioni  fratte  equivalenti  alle 
precedenti  quando  si  adoperano  coordinate  non  omogenee. 

11.  Piani  di  fuga  o  limiti  sono  quelli  che  nei  due  spazi  corrispon- 
dono al  piano  all'infinito  (XI,  13). 

Se  il  piano  ali*  infinito  corrisponde  a  so  stesso,  si  ha  Yaffinità.  Al- 
lora due  punteggiate  corrispondenti  sono  simili,  e  due  piani  pun- 
teggiati corrispondenti  sono  affini. 

Riferendo  i  due  spazi  a  teme  corrispondenti  xjt  X  T  Z  di  assi  car- 
tesiani, si  ha 

cc  =  mX       yzzzm'V      z=m"Z; 
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onde  segne  che  /  volumi  di  due  tetraedri  corrispondenti  serbano  un 
rapporto  costante^  che  è  wm'm''senxyi:senXTZ. 
Si  ha  pure 

U  =  inu        V^=rriv        W  =  m"tD, 

Se  inoltre  m^m'^m"  e  xy  =  XT,    xb  =  XZ,  yi=:TZ,  i  due 

spazi  affini  divengono  simili,  e  il  rapporto  di  similitudine  ò  m  per  i 
segmenti ,  m*  per  i  triangoli,  m*  per  i  tetraedri  corrispondenti.  Se 
inoltre  m  =  l,  si  ha  Teguaglianza  ;  ^  se  m  =  ~l  si  ha  Tc^^o^^òne, 
di  cui  ò  caso  particolare  la  simmetria  rispetto  ad  un  punto  o  ad  un 
piano  (♦). 

19.  Due  spazi  omografici  (essendo  sempre  sovrapposti)  ammettono 
in  generale  quattro  punti  uniti  e  quattro  piani  uniti,  i  quali  (XI^  14) 
sono  determinati  rispettivamente  dalle  equazioni 

[5]        —  pX,  =  a,,X,  +  a^X,  +  a^X^  +  a,,X,       (r  =  1,2,3,4) , 

[6]       —pu^  =  a,,u,  +  a^,u^  -f-  a^,u^  +  a^,u, , 

combinate  con  la 


m 


«li  +  P       «18 


«t«  +  P       «2 


«38  +  P      «; 


34 


«44  +  P 


=  0  ossia  p*  +  ...  +  ^  =  0. 


I  punti,  i  piani  e  le  rette  uniti  sono  vertici,  fiacce  e  spigoli  di  un 
medesimo  tetraedro.  Essi  possono  non  esser  tutti  reali,  ecc. 

13.  Nel  caso  particolare  dell*  identità  di  due  spazi  (cioè  di  due 
punti  o  piani  corrispondenti  qualunque),  abbiamo  che,  se  i  punti  (o 
i  piani)  dello  spazio  si  riferiscono  a  due  diversi  gruppi  di  elementi, 
le  due  quaterne  delle  loro  coordinate  prò jettive  omogenee  son  legate 
da  una  sostituzione  lineare  omogenea  di  modulo  non  zero.  E  vice- 
versa (XI,  15). 

II  grado  (se  vi  è)  deU'eqiMzione  di  un  luogo  o  inviluppo  in  coor- 


(•)  Vedi  Elementi  di  Geometria  di  A,  Sàiwia  ed  E.  D'Ovidio  (11*  ed.,  libro  VII). 
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dinate  projetttve  è  indipendente  dalla  scelta  degli  elementi  di  rife- 
rimento. 

L'essere  un  punto  o  un  piano  reale  o  imaginario,  Tessere  due  punti 
0  due  piani  complessi-coniugati,  sono  fatti  che  permangono  mentre  si 
cambia  il  sistema  di  coordinate  projettive. 

Esercizio  1.  Se  Tequazìone  [7]  in  p  ha  una  radice  doppia  o  tripla  o  qua- 
drupla, accadrà  in  generale  che  due  o  tre  o  quattro  punti  uniti  vengano  a 
coincidere. 

Es.  2.  Se  vi  è  un  valore  di  p,  ed  un  solo,  per  cui  il  determinante  [7]  aia  di 
caratteristica  2,  sostituendo  quel  valore  nelle  [5]  e  [6],  esse  si  ridurranno  a 
due  coppie  di  equazioni  lineari  indipendenti;  e  queste  coppie  individueranno  una 
retta  r  tutta  composta  di  punti  uniti,  ed  una  retta  S  asse  di  un  fascio  di  piani 
uniti;  sicché  refi  sono  rette  unite.  Quel  valore  di  p  sarà  radice  almeno  doppia 
della  equazione  [7].  Se  le  altre  due  radici  sono  semplici,  individuano  due  punti 
uniti  À  B  su  s  e  due  piani  uniti  a  p  per  r,  e  i  due  punti  A  B  appartengono 
rispettivamente  ai  due  piani  a  p.  Se  invece  vi  è  un'altra  radice  doppia,  i  due 
punti  A  B  coincidono,  come  anche  i  due  piani  a  p. 

La  retta  per  due  punti  corrispondenti  incontra  la  retta  fissa  8,  e  la  retta 
intersezione  di  due  piani  corrispondenti  incontra  la  retta  fissa  r. 

Es.  3.  Se  vi  sono  due  valori  di  p  che  rendano  di  caratteristica  2  il  deter- 
minante [7],  essi  saranno  radici  doppie  delTequazione  [7];  e  sostituiti  nelle 
equazioni  lineari  [5]  e  [6],  determineranno  due  rette  r  8,  ciascuna  delle  quali 
conterrà  infiniti  punti  uniti  e  sarà  intersezione  di  infiniti  piani  uniti. 

La  retta  per  due  punti  corrispondenti  incontra  r  e  8,  e  i  due  punti  d'incontro 
foKnano  con  quelli  un  birapporto  fisso;  e  dualmente. 

Es.  4.  Se  vi  è  un  valore  di  p  che  renda  di  caratteristica  1  il  determinante  [7], 
esso  sarà  radice  almeno  tripla  deirequazione  [7];  e  sostituito  nelle  equazioni 
lineari  [5]  e  [6],  le  ridurrà  rispettivamente  ad  una  sola;  la  quale  rappresen- 
terà dunque  un  piano  TT  tutto  composto  di  punti  uniti,  e  rispettivamente  un 
punto  C  centro  di  una  stella  di  piani  uniti;  sicché  TT  è  piano  unito  e  C  punto 
unito.  Se  la  detta  radice  ò  tripla,  vi  sarà  anche  una  radice  semplice,  la  quale, 
sostituita  nelle  [5]  e  [6],  individuerà  rispettivamente  lo  stesso  punto  C  e  lo 
stesso  piano  TT,  e  C  non  apparterrà  a  TT.  Se  invece  la  detta  radice  h  quadrupla, 
G  appartiene  a  TT.  I  piani  corrispondenti  si  tagliano  su  TT  e  le  coppie  di  punti 
corrispondenti  stanno  in  rette  passanti  per  C  ;  e  quindi,  se  TT  e  0  non  si  appar- 
tengono, ha  un  valore  costante  il  birapporto  di  due  punti  corrispondenti  qua- 
lunque  con  C  e  col  punto  in  cui  la  loro  retta  incontra  TT,  come  pure  il  birap- 
porto di  due  piani  corrispondenti  qualunque  con  TT  e  col  piano  che  projetta 
da  C  la  loro  retta  comune. 

Questo  caso  particolare  assai  importante  delFomografìa  dicesi  omoloffia:  C 
dicesi  centro  e  TT  piano  d'omologia. 

Es.  5.  Se  in  un'omologia  il  piano  d'omologia  è  airinfinito,  i  piani  corrispon- 
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denti  sono  paraUeli,  e  la  corrispondenza  è  definita  da  ciò:  che  due  punti  cor- 
rispondenti qualunque  sono  in  linea  retta  con  un  centro  fisso,  ed  hanno  da 
questo  distanze  le  quali  serbano  un  rapporto  costante  dato.  Tale  corrispon- 
denza dicesi  omotetia,  È  chiaro  che  il  rapporto  di  due  segmenti  corrispondenti 
qualunque  è  pure  costante  ed  eguale  al  detto  rapporto. 

Spostando  una  delle  due  figure  rispetto  all*altra,  in  generale  si  perde  Tomo- 
tetia,  ma  rimane  la  similitudine. 

Due  figure  omotetiche  sono  simili  e  similmente  poste.  Quando  il  rapporto 
dato  vale  —1,  esse  si  riducono  a  due  figure  simmetriche  rispetto  a  un  centro. 

Es.  6.  Se  in  un'omologia  il  centro  va  all'infinito  in  una  direzione  assegnata, 
si  ottiene  Vamologia  affine.  La  corrispondenza  è  determinata  da  ciò:  che  il 
segmento  compreso  tra  due  punti  corrispondenti  qualunque  ha  la  direzione 
assegnata  ed  ò  diviso  dal  piano  fisso  TT'  in  un  rapporto  costante.  Il  piano 
all'infinito  è  un  piano  unito;  quindi  due  punteggiate  corrispondenti  qualunque 
sono  simili,  e  due  piani  corrispondenti  sono  affini. 

Come  caso  particolare  si  ha  la  simmetria  obliqua  od  ortogonale  rispetto  a 
un  piano. 

Es.  7.  Se  di  due  figure  omologiche-afiGni  una  si  sposta  in  modo  qualunque, 
alcuni  dei  caratteri  che  presentava  la  loro  corrispondenza  si  perderanno  con 
l'omologìa;  ma  non  cesserà  di  sussistere  l'affinità.  Sul  piano  all'infinito  sta- 
ranno tre  dei  quattro  punti  uniti,  ed  il  quarto  starà  fuori. 

Es.  8.  Un'equazione  bilineare  fra  le  coordinate  projettive  di  un  punto  di 
uno  spazio  e  dì  un  piano  di  un  altro  spazio  determina  un'omografia  fra  i  due 
spazi,  E  viceversa. 

Es.  9.  Assegnare  le  formolo  per  la  trasformazione  dì  coordinate  projettive 
in  cartesiane  e  viceversa. 


Spazi  correlativi, 

14.  Fra  gli  elementi  di  uno  spazio  di  punti  (S)  e  di  uno  spazio  di 
piani  {Z')  si  può  stabilire  una  corrispondenza,  ponendo  Ara  le  coordi- 
nate projettive  omogenee  x^x^x^x^  di  un  punto  P  di  (S)  e  quelle 
U^  U^  U^  U^  di  un  piano  p'  di  (F)  la  sostituzione  lineare  omogenea 

[1]  a)r  =  ariU,  +  ...  +  a,,U,       (r  =  l,...,4) 

di  modulo  ^4=0,  e  quindi  l'inversa 

[2]  AUr  =  A,^,  + ...  +  A^^ 

di  modulo  A-^.  Come  nel  piano  (XI,  16),  è  facile  dimostrare  che: 
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Posta  la  sostituzione  [i],  sarà  determinata  tra  i  punti  P  di  (S)  e 
i  piani  p'  di  (I')  una  corrispondenza  univoca;  ad  osmi  punteggiata 
di  (8)  corrisponderà  in  (!')  un  fascio  di  piani  projetttoo  ad  essa 
(IX,  18),  ed  ai  punti  di  un  piano  di  (8)  corrisponderanno  in  iX)  i 
piani  di  una  stella  correlativa  al  piano  (Xr,  21). 

Inoltre,  posta  la  [1],  sussiste  la  contraria 

[3]  Au,  =  A,,X,  + ...  +  Ar,X^ 

di  modulo  A-^  e  la  sua  inversa 

[4]  X^  =  a^,u^  + ...  +  a^u^ 

di  modulo  A  ;  cosicché  si  stabilisce  una  corrispondenza  univoca  fra 
i  piani  p  di  (8)  e  i  punti  P'  di  (I')»  dotata  delle  stesse  proprietà  che 
la  corrispondenza  considerata  fra  i  piani  di  (Z')  e  i  punti  di  (8). 
Inoltre ,  alle  rette  per  un  punto  (o  in  un  piano)  di  (8)  corrisponde- 
ranno le  rette  nel  piano  (o  pel  punto)  corrispondente  di  (F);  a  un 
fascio  di  rette  in  (8)  corrisponderti  un  fascio  projettivo  di  rette  in  (Z'); 
ecc.  Insomma:  ad  ogni  forma  di  i^  o  2^  specie  contenuta  nelTuno 
spazio  corrisponderà  nell'altro  una  forma  di  i^  o  2^  specie  rispet- 
tivamente projettiva  o  correlativa  a  quella.  Una  tale  corrispondenza 
fra  due  spazi  dicesi  correlazione  o  reciprocità. 

Una  correlazione  è  determinata^  quando  in  uno  dei  due  spazi  si 
danno  ad  arbitrio  cinque  punti  di  cui  quattro  qualunque  non  ut 
un  piano,  e  nell'altro  spazio  si  danno  come  corrispondenti  a. quelli 
cinque  piani  di  cui  quattro  qtcalunque  non  in  una  siella;  o  vice- 
versa. Allora  sono  determinate  le  sostituzioni  che  rappresentano 
analiticamente  la  correlazione. 

A  una  superficie  luogo  di  punti  dell*  uno  spazio  corrisponde  nelFaltro 
spazio  un  inviluppo  di  piani,  a  una  curva  luogo  di  punti  una  svilup- 
pabile; e  viceversa. 

Dice  spazi  correlativi  a  un  terzo  sono  om^ografici  fra  loro.  Due 
spazi,  uno  omografico  e  l'altro  correlativo  a  un  terzo,  sono  corre- 
lativi fra  loro. 

Lasciamo  al  lettore  di  formare  le  sostituzioni  fratte  equivalenti  alle 
precedenti,  quando  si  adoperano  coordinate  non  omogenee. 

15.  Dati  due  spazi  correlativi,  cerchiamo  quali  elementi  apparten- 
gano ai  loro  corrispondenti. 
Riferendo  tutti  gli  elementi  a  un  unico  gruppo  di  elementi  fonda- 
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mentali  ed  unità  (in  modo  che  il  punto  unità  e  la  retta  unità  siano 
armonici),  perchè  P  e  p'  si  appartengano  dev'essere 

e  quind\ 

^lUu^i  +  -  +  ^41^1)  +  -  +  ^4(^14^1  +  •••  +  ^44^4)  =  0, 

ossia 

ZA,^^,  =  0,    la„U,U,^0       (r,5  =  1,2,3,4); 

e  del  pari,  perchè  p  e  P'  si  appartengano,  dev'essere 

Dunque  :  il  luogo  dei  punti  delTuno  spazio  che  appartengono  ai 
piani  loro  corrispondenti  nelV altro  spazio,  e  V  inviluppo  di  questi 
pianij  sono  di  2°  grado.  E  non  si  alterano  permutando  i  dice  spazi. 

Quando  il  determinante  A  è  simmetrico  (a„  =  a„),  la  correlazione 
è  reciproca  0  involutoria;  giacché  a  un  punto  considerato  sia  nel- 
l'uno spazio  sia  nell'altro  corrisponde  uno  stesso  piano,  e  viceversa. 
Essa  prende  il  nome  di  polarità. 

Anche  quando  A  è  emisimmetrico  (a„= — a„,  a„  =  0)  la  corri- 
spondenza ò  reciproca  0  involutoria.  Ma  allora  tutti  i  coefficienti  di 
Ta„UrU,  son  nulli;  e  però  ogni  piano  passa  pel  punto  corrispondente, 
ossia  ogni  punto  sta  nel  piano  corrispondente;  inoltre  ai  punti  di  una 
retta  corrispondono  i  piani  che  li  proiettano  dalla  retta  corrispon- 
dente, e  reciprocamente  ai  punti  di  questa  i  piani  che  li  projettano 
da  quella;  ecc. 

Questa  particolare  corrispondenza  s'incontra,  oltre  che  in  geometria, 
in  importanti  questioni  di  cinematica  e  di  statica.  Essa  fu  scoperta 
quasi  simultaneamente  dal  Mòbius,  che  la  chiamò  NvMsystem  {Statih^ 
1837)  0  sistema  nullo,  dallo  Ghasles  e  dal  Qiorgini. 

EssBCizio  1.  Se  una  correlazione  fra  due  spazi  è  involutoria,  essa  è  un  sistema 
polare  o  un  sistema  nullo. 

Es.  2.  Una  equazione  bOineare  fra  le  coordinate  projettive  di  due  punti  (o 
piani)  yariabili  in  due  spazi  determina  una  correlazione  fra  i  due  spazi.  E 
viceversa. 


S.  D*Oyn>io,  Qwmebria  analUica,  14 
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CAPITOLO  xin. 
spazio    rigato. 


Coordinate  di  una  retta  nello  spazio. 

%  i.  Una  retta,  considerata  come  punteggiata,  prende  il  nome  di 
raggio,  ed  è  individuata  da  due  punti.  Scegliendo  i  punti  in  cui  essa 
seca  due  piani  fissi,  ciascuno  dei  due  punti  è  individuato  da  due  coor- 
dinate, e  quindi  si  hanno  quattro  numeri  per  individuare  la  retta; 
ma  tre  di  essi  non  basterebbero. 

Dunque  to  sj^azio  rigato  è  una  forma  di  4"  specie. 

Scelti  tre  assi  cartesiani,  e  dette  x^y^z^  oojy^^  le  coordinate  di  due 
punti  P^  P,  di  una  retta  r,  consideriamo  i  sei  binomi 

x^  —  x^y  y^—Vi,  z^  —  z^,  VA  — VA»  ^i^t  —  ^t^i^  a?il/2  —  a^tVi » 
che  sono  i  determinanti  di  2°  ordine  della  matrice 

^1    Vi    ^1   i 
oct    y^    z^  1 

Se  con  le  coordinate  di  due  altri  punti  della  retta,  cioè 

l\Xi+\UDt     ^i+\^yt    >^i+V^\  /V«i+m'^     XVt+MV»     >!z^+\i!zt\ 

i  X  +  n        X+n        X  +  n   /'       \    V  +  n'         V  +  n'        x'  +  ^'j' 

formiamo  i  binomi  analoghi  ai  precedenti,  noi  otteniamo  (com'è  focile 
verificare)  i  precedenti  moltiplicati  per  (X^'  —  V\k)  :  (X  +  \xX\'  +  ^')  ; 
e  però  i  mutui  rapporti  dei  detti  binomi  non  si  alterano  mentre  i  due 
punti  Pf  P,  cambiano  posizione  sulla  retta  r. 
Inoltre  fra  i  sei  binomi  passa  la  relazione  quadratica  e  omc^enea 
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la  quale  si  può  dimostrare  osservando  che  il  1^  membro  non  è  che 
lo  sviluppo  secondo  la  1*  orizzontale  del  determinante 

a?, -a?,    !/i  — 1/t    -a^i  — ^« 
X,  y,  z, 

x^  y,  z^ 

il  quale,  quando  alla  1^  orizzontale  si  aggiunga  la  3\  viene  ad  avere 
la  1*  identica  alla  2*,  e  quindi  è  nullo. 

Data  una  retta  r,  non  sono  determinati  due  punti  P^  P^  di*  essa;' 
ma  sono  individuati  i  mutui  rapporti  dei  sei  binomi  formati  con  le 
coordinate  dei  due  punti.  Anzi  i  rapporti  di  cinque  binomi  al  rima- 
nente non  sono  indipendenti  fra  loro;  poichò  la  relazione  precedente 
(divisa  pel  quadrato  di  uno  dei  binomi)  mostra  come  uno  qualunque 
di  tali  rapporti  si  esprìma  razionalmente  mediante  gli  altri  quattro. 

Viceversa:  dati  solamente  i  rapporti  di  quattro  fra  i  sei  binomi  a 
uno  degli  altri  due,  è  noto  il  rapporto  di  questi  due.  Ciò  non  basta 
a  individuare  le  sei  coordinate  x^y^Zy^  e  x^y^z^\  ma  fra  le  influite 
coppie  di  punti  per  cui  i  sei  binomi  hanno  i  rapporti  che  abbiamo 
supposti  dati,  possiamo  individuarne  una,  composta  di  un  punto  nel 
piano  XI  e  di  un  punto  nel  piano  yz.  Infatti  per  i/^  =  0  e  a?,  =  0  i 
sei  binomi  divengono 

^i»  — l/j»  z^  —  z^,  —Vi^xy  —^2^1»  a?il/«; 

ora,  se  son  dati  i  loro  mutui  rapporti,  i  rapporti  del  &"  e  A*  al  2*  in- 
dividuano a?i  e  ^1,  e  quindi  un  punto  nel  piano  xz;  e  i  rapporti  del 
6^  e  S""  al  i"*  individuano  y^  e  jar^,  e  quindi  un  punto  nel  piano  yi. 
Conosciuti  cosi  due  punti,  è  individuata  la  retta  r  per  essi;  e  questa 
retta  contiene  tutte  le  coppie  di  punti,  per  cui  i  sei  binomi  hanno  i 
rapporti  assegnati. 
Segue  da  queste  premesse  che,  se  un  gruppo  di  sei  numeri 

Imn  L  M N 

soddisfa  alla  condizione 

/L  +  mM+nxV  =  0, 

i  rapporti  di  quattro  di  tali  numeri  a  uno  degli  altri  due  si  possono 
assumere  come  coordinate^  che  diremo  radiali,  di  una  certa  retta  r 
nello  spazio,  per  la  quale  quei  numeri  sono  rispettivamente  propor- 
zionali ai  sei  binomi  considerati.  Anzi  nulla  vieta  di  chiamare  quei 
sei  numeri  le  coordinate  radiali  omogenee  della  retta  r. 
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Per  ogni  coppia  di  punti  P^  P,  della  retta  r  si  ha  dunque 

l  m  n  L  M  N        ' 

Per  rette  parallele,  fìi  già  osservato  che  i  rapporti  delle  Imn  sono 
rispettivamente  eguali  (Vili,  21).  In  altri  termini:  fira  le  sei  coordinate 
radiali  omogenee  di  una  retta  r,  le  tre  Imn  sono  le  coordinate  omo- 
genee della  direzione  della  retta  r. 

*  9.  Una  retta,  considerata  come  sostegno  di  un  fascio  di  piani,  prende 
il  nome  di  asse,  ed  è  individuata  da  due  piani.  Siano  u^  v^  u^^  e  u^v^w^ 
le  coordinate  pliickeriane  di  due  piani  TT^  IT^  per  la  retta  r:  allora  i 
sei  binomi 

cioè  i  determinanti  di  2^  ordine  della  matrice 

j  u^    t?i     ^o^     1 
I  Wj    t?,     w^     1 

serbano  rapporti  costanti  mentre  TT^  e  n,  variano  nel  fascio  che  ha 
per  asse  r,  e  son  legati  dalla  relazione 

(t*i— w»Xf  iM'.— «^««'t)  +  (Vi— t?2)(M'iW«— «'jWi)  +  (t^  — «7j)(Wit?8— «2rJ=  0. 

Dati  i  rapporti  di  quattro  tra  questi  sei  binomi  a  uno  degli  altri 
due,  è  individuata  la  retta  (ad  esempio:  mediante  i  due  piani  che  la 
projettano  parallelamente  a  due  dei  tre  assi  coordinati);  cosicché  si 
possono  assumere  come  coordinate,  che  diremo  assiali,  della  retta  r 
i  quattro  rapporti  suddetti. 

E  sei  numeri  Imn  LMN,  tali  che  lL  +  mM-\-nN=0,  possono 
sempre  assumersi  come  coordinate  assiali  omogenee,  di  una  retta 
individuata. 

8.  Queste  coordinate  assiali  non  differiscono  in  sostanza  dalle  ra- 
diali. Infatti,  il  piano  che  projetta  la  r  secondo  la  direzione  dell'asse 
delle  X  ha  l'equazione  [2/^il2]  =  0  ossia 

(^,— ^,)y  — (y,  — l/^-2r  +  (2/i^,  — l/2^i)  =  0; 

ma  d'altra  parte  esso  ha  coordinate  pliickeriane  omogenee  propor- 
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zionali  a  \u^  +  ^WJ,  Xt?^  +  Mt?j ,  Xw?^  +  ixu/^,  X  +  M»  con  la  condizione 
che  la  1^  sia  nulla,  cioò  X:^  =  —  u^iu^;  sicché  ha  coordinate  pro- 
porzionali a  0,  u^Vf  —  u^v^,  WiM'g  — Wgir^,  u^  —  u^;  dunque  risulterà 

Gonfirontando  questa  relazione  colle  analoghe,  che  si  ottengono  pro- 
jettando  la  r  secondo  gli  assi  delle  y  e  delle  z,  si  troverà 

""     Xi-'Xt    ~     yi— jfj      ~     Zi— Zi     • 

le  quali  eguaglianze  esprimono  appunto  che  le  coordinate  assiali  di 
una  retta  sono  proporzionali  alle  coordinate  radiali  (prese  in  un  certo 
ordine)  della  retta  stessa. 

4L,  è  focile  scorgere  che  è  reale  la  retta  per  due  punti  (o  in  due 
piani)  complessi-coniugati. 

A  valori  imaginarì  dei  rapporti  di  quattro  fra  i  sei  numeri  Imn 
ZAfiV  a  uno  dei  rimanenti  (con  /L  +  wM+niV=0)  diremo  che 
corrisponde  una  retta  imaginaria. 

Lametta  è  imaginaria,  se  le  appartiene  un  punto  (o  piano)  com- 
plesso, ma  non  il  coniugato.  In  questo  caso  i  punti  (o  piani)  complessi 
della  retta  hanno  i  loro  coniugati  appartenenti  ad  un*altra  retta,  e  le 
due  rette  si  dicono  complesse-contugate.  Esse  in  generale  sono 
sghembe;  ma  possono  in  particolare  avere  un  punto  comune  e  quindi 
un  piano  comune  (o  viceversa),  che  saranno  allora  runico  punto  reale 
e  runico  piano  reale  appartenenti  alla  retta. 

Il  primo  ad  usare  il  concetto  di  coordinate  dì  nna  retta  nello  spazio  fa  il 
Catx^bt  (1859),  il  qaale  si  servì  a  tal  fine  di  coordinate  omogenee  di  punti  e 
piani,  come  si  vedrà  in  seguito.  Ma  al  Plùckbb,  che  introdusse  le  coordinate 
della  retta  definite  come  ora  abbiam  fatto,  spetta  il  gran  merito  di  esser  par- 
tito da  questo  concetto  per  fondare  (1865)  una  nuova  Geometria  dello  spazio, 
in  cui  la  retta  è  (per  così  dire)  l'elemento  primordiale,  da  cui  tutti  gli  altri 
enti  geometrici  derivano  ;  in  altri  termini,  una  Geometria  dello  spazio  rigato. 
Veggasi  specialmente  la  Neue  Geometrie  dea  Raumea  del  FlOckeb,  pubblicata 
nel  1868. 
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Dtie  rette  in  un  piano. 

5.  Siano  ImnLMN  le  coordinate  di  una  retta  r,  e  f  m' n^ 
L' M' N*  quelle  di  un'altra  retta  r';  vale  a  dire,  indicando  con 
^i(^il/i^i)  ^«(^il/«^t)  due  punti  di  r,  e  con  ^^ix^y^z^  ^aÌ^J/ì^Ù  ^^^ 
punti  di  r',  poniamo 

/  m  n  L  M        '^        N        ' 


r    ~  m'   ■"  »'   ~     V     •"     If' 


.a?iy4— g4y» 


La  condizione  perchè  le  due  rette  r  r'  siano  in  un  piano,  ossia 
perchè  abbiano  un  punto  comune  (sia  pure  ali*  infinito),  sì  ottiene 
esprimendo  che  i  quattro  punti  P^  P,  P,  P^  sono  in  un  piano,  cioè 
(Vili,  4) 

^1  l/i  ^1  1 
^t  1/j  z^  1 
a?3    Vz    -2^8    i 

^4   y*   ^4  i 


=  0. 


Sviluppando  questo  determinante  secondo  i  prodotti  de*  determinanti 
delle  due  matrici  che  lo  compongono 


X,    y,    z,    1 
07,    1/,    z^    1 


a?s      l/s      ^3      i 

^4    y*    -^r^    ^ 


si  ha 


(a?i  —  a?^(y3^4  — 1/4^3)  +  (y ,  —  y^{z^^  —  z^x^) + {z^  —  z^jf^xjy^ — x^y^) 
MyiZt—y^z,tx^—x^^-{z,x^—z^xXyt—yò^<^iyt^^  =  0  ; 

or  essendo  questa  equazione  omogenea  nei  determinanti  di  ciascuna 
matrice,  è  lecito  sostituire  a  quelli  della  prima  i  numeri  loro  propor- 
zionali Imn  L MN  Qà  a  quelli  della  seconda  i  numeri  loro  propor- 
zionali LI  M^  N*  f  m!  ri  ;  dunque  avremo 

W  +  mAf  +  nZV'  +  //  +  Mm'  +  Nn'  =  0, 

e  questa  è  la  condizione  cercata. 
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Angolo  di  due  rette. 

6.  n  coseno  dell'angolo  delle  dne  rette  r  r'  si  determina,  osservando 
che  si  ha  (Vni,  9) 

PjP, .  P.P-  cosnr'  =  O  f  ^*""^«  '     ^i~^*'     ^'^^*  ] 
e  ricordando  che  si  ha  pure 

Sostituiti  nella  1^  equazione  i  valori  di  P^P^  e  P3P4  ricavati  dalla 
2^  e  3%  è  chiaro  che  la  i^  equazione  diviene  omogenea  in  00^  — x^, 
1/4— t/»f  ^i — ^t»  ®  *^'®  diviene  anche  in  a?, — x^,  y^ — y^,  z^ — z^\ 
perciò  possiamo  sostituire  a  a?)  —  a?,,  y^  —  i/^,  2:^  —  z^  le  quantità  pro- 
porzionali Imn  ed  a  073  —  x^^  y^  — 1/4,  z^  —  z^  le  proporzionali 
V  Tri!  riy  ed  otteniamo 


008^  = 


^  Il    m    n\ 


±\r^(lmn).<^l'nin') 


TA  qui  si  trae  la  condizione  d^ortogonalità  delle  due  rette  r  r'. 
In  assi  ortogonali  si  ha 

C08rr^  =  ^  ,JL±''''!Ì±^'^. 

±  V^(P  +  m«  +  »•)  (r«+m'« +n'«) 

Il  seno  dell^angolo  di  due  rette  r  r'  si  ottiene  fàcilmente,  suppo- 
nendo per  poco  che  le  due  rette  abbiano  un  punto  comune  ^{xyz). 
Infiatti,  se  P^  è  un  altro  punto  di  r  e  P^  un  altro  punto  di  r',  si  ha 
(Vni,  11) 

PP,*.PP3«sen*rr'=4(PP,P,)«  =  Y([y^,lJ    [^a?,lj    [a?i/,lj; 

ma 


Vt—V    x%—^ 
PP,«  =^(x^  —x,y^^ y,  z^  —  z),   PPg*  =  «(ir,  —  ^,  V» -  V,  z^^z); 


quindi  si  può  sostituire  a  x^  —  x,   yt  —  y,   Zi—z  le  proporzio- 
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nali  Imn  ed  a  x^  —  a?,  y^  —  y,  z^  —  z  le  proporzionali  t  rri  n\  e  si 
trova 

0(Tm  n) .  <t>(r  ni  W) 

Se  le  due  rette  r  j!  non  s'incontrano,  basterà  sostitaire  ad  esse  due 
loro  parallele  condotte  da  uno  stesso  punto  ;  sicché  è  chiaro  che  questa 
formola  vale  anche  nel  caso  generale. 

In  assi  ortogonali  si  ha 


Momento  e  distanza  di  d/ae  rette. 

V.  Vogliasi  determinare  quello  che  il  Gatlby  chiama  momento  di 
due  rette  r  r',  ossia  il  prodotto  del  seno  del  loro  angolo  per  la  loro 
distanza  (contata  sulla  retta  r^  perpendicolare  comune  a  r  r').  Se  P^Ps 
e  P3P4  sono  due  coppie  di  punti  rispettivamente  su  r  e  r',  per  un 
teorema  di  Ghasles  {*)  avremo  in  valore  assoluto  (Vili,  13) 


P^P,.P,P^,momrr' = eP^PjPgP^ = 


^i    Vi    ^1    1 
x^    2/2    z^    1 

X^       2/4       ^4,      ^ 


senxjs  ; 


onde  si  deduce,  scegliendo  convenientemente  i  segni , 

momrr'  =  (^i-^)(y3^*-y^^)+-+(yi^-y«^tX^-^J+-)  senxyi . 

VMxi-Xi ,  ...j     FO(a:8-ar4 , ...) 

Grazie  airomogeneitè  rispetto  ai  sei  binomi  x^  — x^,...,  è  ora  lecito 
sostituire  ad  essi  i  numeri  proporzionali  /, ... ,  e  cosi  si  ottiene 

n,omrr>  =  W  +  n.M^±f^+Lr  +  Mn.^  +  NW 


(*)  Tirando  i  vettori  PiQ  QB  eguali  a  PfPs  P3P4,  si  determina  il  prisma 
di  basi  PtQB  PtPyP^;  il  quale  (com'è  noto)  è  triplo  del  tetraedro  PiPtPtPt. 
Questo  prisma  è  metà  del  parallelepipedo  che  ha  per  base  il  parallelogramma 
QP^^B  e  per  altezza  la  distanza  fit^  Pi  e  il  piano  del  parallelogramma.  Ora 
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L'annullarsi  del  momento  è  la  condizione  perchè  r  e  r'  siano  in  un 
piano;  e  cosi  ritroviamo  la  condizione  già  ottenuta  nel  §  5. 

La  distanza  fra  due  rette  r  r'  vale  momrr'rsenrr';  e  però  potremo 
assumere 

|/V(m»'  —  m'n ,  n/  —  Wl ,  W  ~  tm) 

H,  Per  determinare  le  coordinate  ^o  ^o  ^o  ^o  ^^o  -^o  <1^U^  ^^^  ^o 
perpendicolare  comune  alle  r  r',  si  osservi  che,  essendo  r^  ortogonale 
a  r  e  r',  si  ha  (§  6) 

dalle  quali  equazioni  lineari  omogenee  si  ricavano  l^  mo  n^  a  meno 
di  un  fattore  arbitrario.  Inoltre,  incontrando  r^  le  r  r',  si  ha 

/Lo  +  mM.  +  nJVo  -\-U.  +  Mm^  +  JVrio = 0 
r^o  +  m'Mo  +  n'iSTo  +  L\+  Afm,  +  i^T'/to  =  0; 

dalle  quali  equazioni  e  dalla 

lineari  in  Lo  ilfo  ^o>  ^^  ricavano  quindi  Lo  Mo  N^  a  meno  di  quel  me- 
desimo fattore. 
In  assi  ortogonali 

^0  :  m^  :  n,  =  {7nn'  —  m'n)  :  {nV  —  n'I)  :  (Im'  —  tm). 

Distanza  fra  una  retta  e  un  punto. 

9.  La  distanza  Pr  fra  un  punto  F{xyz)  e  una  retta  r{lmnLMN)  si 
deduce  dalla  relazione 

P,P,«.Pr*  =  4(PP,P,)«  =  V([y^,lJ  Izx.i^  [a:i/,lj), 


QP,P4B  ò  miflurato  da  PiPi-PsPiSenrr'  (essendo  il  vettore  QP3  eguale  a  P|Pt); 
e  la  distanza  suddetta  non  ò  che  la  distanza  fra  r  e  r'.  Dunque  (in  valore 
assoluto) 

ePiPiPjP*  «  PiPi-PsP;  senrr'distrr'  «  PtP«.PtP4  momrr'. 
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osservando  che 

[y^ii  J = y(^i — Xf) — <y.  —  Vt)  +  ivi^t — va) 

P,F,»  =  <D( j?,  —  a?, ,  y ,  -  y„  ^^  _  z^). 

In  causa  deiromogeneità,  si  pnò  sostituire  a  x^  — x^,..,^  y^z^ — l/t^n— 
le  quantità  proporzionali  / ...  L ...  ;  e  si  trova 

<t>  (/  m  m) 

Angolo  fra  una  retta  e  un  piano. 

IO.  L'angolo  di  una  retta  r{lmnLMN)  con  un  piano  T\{ucu))  è  il 
complemento  dell*  angolo  di  r  con  la  normale  n{l'm'n'L'M'N')  al 
piano  TT;  per  la  quale  n  si  ha,  supponendo  gli  assi  ortogonali  (VUI, 
28;  IX,  2) 

l'  :  7)1^  :n'  =  u:v:  io. 

Avremo  dunque  in  tale  ipotesi,  applicando  le  formole  del  §  6, 


senrn  =  cosm  : 


V(^  +  w«+n*)(t««+r«  +  «^)* 


cos^rn = sen«m = ^^^7;:r^'ti^v!1!i"l'::;;^''^  • 

Se  gli  assi  sono  obliqui,  si  ottengono  con  lo  stesso  procedimento 
formole  più  complicate:  allora 

cosxn  :  cosyn  :  cosin  =^u:v:to, 
V  :  m!  :  n!  =  ^,(uvw)  :  ^^{uvw)  :  %{uvto)  ; 

sicché  basterà  sostituire  a  1!  wl  vìi  le  ^^(uru?)  V,(utn^)  ^j^x/vd)  nelle 
espressioni  di  cosrr'  e  senrp'  del  §  6.  Si  trova  (^jRp.  §  24  [12]) 

senrn  ^   ^u  +  mr  +  h».   ^ 

_  y)mV.(u..)^nV,(...0,».{ , 
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Esercizio  1.  Determinare  le  coordinate  cartesiane  del  punto  comune  alla 
retta  {ImnLMN)  e  al  piano  (uvw)j  nonché  le  due  condizioni  perchè  la  retta 
giaccia  nel  piano. 

Es.  2.  Determinare  le  coordinate  plùckeriane  del  piano  che  passa  per  la 
retta  (ImnLMN)  e  pel  punto  {x y z\  nonché  le  due  condizioni  perché  la  retta 
passi  pel  punto. 

Es.  3.  Posto  che  due  rette  di  date  coordinate  stiano  in  un  piano,  ossia  ab- 
biano un  punto  comune,  determinare  le  coordinate  di  questo  punto  e  di  questo 
piano. 

Es.  4.  Determinare  le  coordinate  della  direzione  che  biseca  l'angolo  di  due 
date  direzioni  {l  m  n)  (t  m'  n'\ 

Es.  5.  Se  tt  t?  sono  le  coordinate  pltlckeriane  di  una  retta  nel  piano  rigato  x j, 
le  coordinate  pltickeriane  della  stessa  retta  nello  spazio  rigato  sono  date  da 

limi  2f  =  —  f>:M:l,    n  =  i  =  Jlf  =  0. 

Es.  6.  Calcolare  le  coordinate  della  perpendicolare  da  un  punto  {xyz)  a  un 
piano  (u  V  ir). 

Es.  7.  Calcolare  le  coordinate  della  perpendicolare  da  un  punto  {xy  z)  2^  una 
retta  (ImnLMN). 

Es.  8.  Calcolare  le  coordinate  della  retta  perpendicolare  a  una  retta  (l  m  n 
LMN)  t  giacente  nel  piano  (uvw), 

Es.  9.  Per  gli  assi  coordinati  e  per  le  rette  airinfìnito  dei  loro  piani,  cinque 
delle  sei  coordinate  sono  nulle  e  la  rimanente  é  arbitraria  ma  non  nulla. 
Quindi  cotesto  sei  rette  non  si  possono  determinare  mediante  quattro  rapporti. 

Camplessif  congruenze,  rigate. 

il.  Qui  sorge  spontanea  la  domanda:  quai*è  il  significato  geome- 
trico di  una  equazione  omogenea  nelle  coordinate /TnnLAfiV  di 
una  retta  variabile  r?  Accenneremo  la  risposta,  senza  entrare  in  molti 
particolari. 

L'equazione  data,  accompagnata  dall'altra  lL-\-mM-\-nN=^0,  è 
soddisfatta  da  oo'  sistemi  di  valori  de*  rapporti  di  cinque  fra  le  quan- 
tità variabili  ImnLMN  alla  rimanente;  e  però  vi  sono  oo'  rette 
soddisfacenti  alla  data  equazione.  Il  loro  insieme  dicesi  complesso. 

In  particolare:  sia  data  un'equazione  lineare 

[1]  Al+Bm  +  Cn  +  aL  +  ì)M-\-cN  =  0, 

ove  A  B  Cab  e  sono  quantità  date  reali.  In  questo  caso  il  complesso 
si  dirà  (U  P  grado  o  lineare. 
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Se  i  coefficienti  della  equazione  [i]  verificano  la  relazione 

[2]  aA  +  bB  +  cC  =  0, 

ossia  se  essi  sono  coordinate  di  una  certa  retta,  è  manifesto  che  il 
complesso  consta  di  tutte  le  rette  che  a  questa  si  appoggiano.  Allora 
il  complesso  dicesi  speciale,  e  questa  retta  direttrice. 

In  generale:  considerando  la  r  come  raggio  per  due  punti  (xyz) 
{a/y' z')y  e  sostituendo  nella  [1]  a  /...L...  le  proporzionali  x  —  x\...^ 
yz'-^y'z,...,  abbiamo 

A{x—af)  +  B{y-y')  +  C(z-z') 
+  aiyz*  ■—  y'z)  +  b{zù;'  —  z'x)  +  c{xy'  —  afy)  =  0. 

Dato  il  punto  {x'y'z'),  questa  equazione  lineare  in  xyz  rappresenta 
un  piano.  Dunque:  per  ogni  dato  punto  dello  spazio  passano  oo  rette 
del  complesso,  le  quali  fanno  fascio  intorno  al  punto  in  un  piano  in- 
dividuato. Cosicché  a  ogni  punto  corrisponde  un  piano  passante  pel 
punto. 

Del  pari,  considerando  la  r  come  asse  in  due  piani  (u  v  io)  {u'  tf  uf\ 
esostituendo  nella[l]a  L.../...  le  proporzionali  te — w',...,  rw?'— r'w?,..., 
si  vede  che  :  in  ogni  dato  piano  esistono  oo  rette  del  complesso,  le 
quali  fanno  fascio  nel  piano  intorno  a  un  punto  individuato.  À  ogni 
piano  corrisponde  eoa  un  punto  che  sta  nel  piano. 

In  conseguenza;  ai  punti  di  una  retta  corrispondono  i  piani  per 
un'altra  retta,  e  la  punteggiata  e  il  fascio  sono  projettivi.  Ai  punti 
della  seconda  retta  corrispondono  i  piani  per  la  prima.  Onde  le  rette 
dello  spazio  sono  a  due  a  due  coniugate  in  una  corrispondenza  uni- 
voca e  reciproca. 

La  corrispondenza  in  esame  non  è  altro  che  quel  caso  particolare 
della  correlazione  fra  due  spazi,  che  abbiamo  già  accennato  (XII,  15), 
e  che  MoBius  chiamò  Nullsystem. 

Le  rette  del  complesso  sono  le  rette  coniugate  a  so  stesse. 

Una  retta  del  complesso,  se  seca  una  retta  data,  secherà  anche  la 
coniugata.  Ed  ogni  retta  che  sechi  due  rette  coniugate  appartiene  al 
complesso. 

I  rapporti  di  cinque  dei  sei  coefficienti  A  B  Cabc  sA  rimanente 
possono  assumersi  come  coordinate  del  complesso,  e  i  sei  coefficienti 
come  coordinate  omogenee  del  complesso. 

Un  complesso  lineare  è  individuato,  quando  sono  date  cinque  rette 
di  esso. 
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lie.  Ci  limitiamo  ad  enunciare  alcune  proprietà  metriche  del  com- 
plesso lineare. 

Nel  piano  air  infinito  esistono  co  rette  del  complesso,  che  fanno  fascio 
intorno  a  un  punto  air  infinito,  il  quale  corrisponde  a  quel  piano,  k 
piani  di  data  giacitura  (ossia  aventi  la  stessa  retta  air  infinito)  cor- 
rispondono punti  di  una  retta  (reciproca  di  quella  air  infinito),  che 
è  diretta  verso  il  punto  ali*  infinito  suddetto,  e  che  dicesi  un  diametro 
del  complesso. 

Diconsi  principali  i  piani  normali  alla  comune  direzione  de*  dia- 
metri. Ài  piani  principali  corrisponde  un  particolare  diametro,  che 
dicesi  diametro  principale  o  asse  del  complesso. 

È  costante  il  rapporto  dei  momenti  di  una  retta  qualunque  del  com< 
plesso  rispetto  a  due  rette  coniugate  fisse.  Questo  rapporto  dicesi  mo- 
dtUo  del  complesso  rispetto  alle  due  rette  coniugate. 

La  retta  perpendicolare  comune  a  due  rette  coniugate  è  tale  anche 
airasse.  È  costante  il  prodotto  della  distanza  fra  una  retta  arbitraria 
dello  spazio  e  Tasse  del  complesso  per  la  tangente  delFangoIo  fra  la 
retta  coniugata  a  quella  e  Tasse.  Bd  è  eguale  al  prodotto  della  di- 
stanza fra  una  retta  qualunque  del  complesso  e  Tasse  per  la  tangente 
dell'angolo  fra  la  stessa  retta  e  Tasse.  Questo  rapporto  costante  dicesi 
parametro  del  complesso. 

Per  ogni  traslazione  secondo  Tasse,  e  per  ogni  rotazione  intorno 
alTasse,  il  complesso  si  trasforma  in  so  stesso;  ossia  ogni  retta  del 
complesso  viene  a  coincidere  con  un'altra  retta  del  complesso. 

13.  Due  complessi  hanno  comuni  oo*  rette,  le  quali  si  dicono  for- 
mare una  congrruenza. 
Se  le  equazioni  di  due  complessi  di  i""  grado  sono 

Al  +...  +  cN=^0        A'I  +  ...  +  cfN  =  0, 

r  insieme  delle  due  equazioni  rappresenta  la  congruenza  delle  rette 
comuni  ai  due  complessi.  Una  combinazione  lineare  di  esse, 

\{Al  + ...  +  cir)  +  yiiA'l  + ...  +  (fN)  =  0, 

rappresenta  un  altro  complesso  di  l""  grado;  e  variando  X  :  ^  si  ha  una 
serie  semplice  o  fascio  di  complessi,  i  quali  a  due  a  due  hanno  co- 
mune appunto  quella  congruenza. 

Fra  questi  complessi  sono  speciali  quelli  che  verificano  la  condi- 
zione 

(a\  +  a'jiX^X  +  ^'M)+(&^  +  ^mX^^  +  B'ti)Hc\  +  c'mX^X  +  C'm) =0 
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(a  A  +1>B  +  cC)V + {a  A'  +  bB'  +  cC  +  Aa'  +BV  +  Cd)\)k 
+  {a' A'  +  Vff  +  dC%^  =  0 , 

che  è  una  equazione  di  2^  grado  in  \:\k,l  complessi  speciali  del  fascio 
sono  dunque  due. 

Le  direttrici  di  questi  due  complessi  speciali  si  dicono  direttrici 
della  congruenza  ;  esse  possono  essere  reali  e  distinte,  reali  e  coinci- 
denti, complesse-coniugate.  Ma  noi  ci  asteniamo  dall'esaminare  partita- 
mente  i  tre  casi. 

Tutte  e  sole  le  rette  della  congruenza  si  appoggiano  ad  entrambe 
le  direttrici. 

La  congruenza  è  individuata,  quando  ne  son  date  quattro  rette. 

I  piani,  che  corrispondono  a  un  dato  punto  nei  singoli  complessi 
della  serie,  fanno  fascio  intorno  a  una  retta  della  congruenza  ;  retta 
corrispondente  al  punto  nella  congruenza. 

E  i  punti,  che  corrispondono  a  un  dato  piano  nei  singoli  complessi 
della  serie,  formano  una  punteggiata  su  una  retta  della  congruenza; 
retta  corrispondente  al  piano  nella  congruenza. 

Se  il  punto  è  su  una  direttrice,  o  se  il  piano  passa  per  una  diret- 
trice, la  retta  corrispondente  è  indeterminata. 

141.  Tre  complessi  hanno  comuni  oo  rette,  che  si  dicono  formare 
una  superficie  rigata  (RegelschaarJ.  Se 

^/  +  ...  =  0       i47  +  ...  =  0       .4'7  +  ...  =  0 

sono  le  equazioni  di  tre  complessi  di  1^  grado,  il  loro  insieme  rappre- 
senta la  rigata.  Una  loro  combinazione  lineare, 

^Al+  ...)  +  M(^7  + ...)  +  v(^'7  + ...)  =  0, 

rappresenta  un  altro  complesso  di  l""  grado;  e  variando  i  rapporti 
\  :  V  ^  :  V  si  ottiene  una  serie  doppia  o  rete  di  complessi,  i  quali 
hanno  comune  a  tre  a  tre  la  stessa  rigata. 

Fra  questi  complessi  ve  ne  ha  co  speciali,  e  le  rette  della  rigata  si 
appoggiano  alle  direttrici  di  essi. 

15.  Quattro  complessi  non  hanno  comune  che  un  gruppo  discreto 
dì  rette. 

Quattro  complessi  di  1^  grado  hanno  comuni  due  rette;  le  quali 
possono  essere  reali  e  distinte,  reali  e  coincidenti,  complesse-coniugate. 

Una  combinazione  lineare  delle  equazioni  dei  quattro  complessi  rap- 
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presenta  un  individuo  della  serie  tripla  di  complessi  di  1^  grado  che 
passano  per  quelle  due  rette. 

Se  i  quattro  complessi  dati  si  suppongono  speciali,  sì  conclude  che: 
esistono  due  rette  (reali  e  distinte,  reali  e  coincidenti,  complesso-coniu- 
gate), le  quali  si  appoggiano  a  quattro  rètte  date  comunque  nello 
spazio. 

Cinque  complessi  non  hanno  in  generale  alcuna  retta  comune. 

La  importantissima  teoria  dei  complessi  è  dovuta  al  Pltìckxb,  il  quale  intro- 
dusse anche  le  denominazioni  di  complesso,  congruenza  ^  ecc.  (Neue  Geometrie 
des  Raumes).  Notevoli  sistemi  di  corrètte  (Strahlensysteme)  erano  già  stati  stu- 
diati da  Mùnge,  Malus,  Dupin,  Stubm,  ELìxilton,  MObius,  Tbanson,  e  segnata- 
mente da  EuMMSE  (Giom.  di  Creile,  1859;  Acc.  di  Berlino,  Monatsberiehte,  1864 
e  1865,  Ahhandl,  1866). 

EsKBCizio  1.  Date  le  coordinate  di  un  punto  o  di  un  piano  o  di  una  retta, 
calcolare  le  coordinate  del  piano  o  del  punto  o  della  retta  corrispondente  in 
un  dato  complesso  lineare. 

Es.  2.  Un  complesso  lineare  ò  individuato,  se  son  date  due  rette  corrispon- 
denti e  una  retta  del  complesso. 

Es.  3.  Due  piani,  che  passino  per  una  retta  della  congruenza  comune  a  due 
complessi  lineari,  sono  punteggiati  omograficamente  dalle  rette  della  congruenza. 
E  se  si  considerano  due  stelle  aventi  i  centri  su  quella  retta,  si  corrispon- 
dono omograficamente  quei  piani  delle  due  stelle  che  projettano  le  rette  della 
congruenza. 

Es.  4.  I  teoremi  inversi  di  questi  ultimi. 

Altre  coordinate* 

1  •.  Scelto  un  tetraedro  fondamentale  e  il  punto  unità,  siano  x\ 
af^  0^3  a?'4  e  af\  x*\  a^\  af\  le  coordinate  proiettive  omogenee  di  due 
punti  di  una  retta-raggio  r.  Gol  procedimento  tenuto  nel  §  1,  si  dimostra 
agevolmente  che  i  sei  determinanti  della  matrice  di  queste  coordinate 

af^     x\    a?'s     af^ 
x'\    af\    af\    af\ 
cioè  i  binomi 

r^,  =  af^af\  —  af^(xf\ ,  r„  =x\x'\  —  x\x'\ ,  r^^  =  x'^'\  —  x\x''^, 
r^^  —  ccf^xT^  —  (xf^oà\  ,  r^  =  af^x'\  —  x\x'\ ,  r^  =  x'^\  —  oi ^x'\ , 
sono  legati  dalla  relazione 

^«8^4  +  ^81^24  +  ^1*^34  =  0  » 
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e  possono  assumersi  come  coordinate  radiali  omogenee  della  retta, 
riferita  a  quello  stesso  tetraedro. 

Dualmente:  scelto  il  tetraedro  fondamentale  e  il  piano  unità»  siano 
u\u\u\u\  e  u'\u'\u"^u'\  le  coordinate  projettive  omogenee  di 
due  piani  per  una  retta-asse  r.  I  sei  determinanti  della  matrice  di 
queste  coordinate 


u\ 

u\ 

«'s 

u\ 

u\ 

u\ 

«"3 

v!\ 

cioè  i  binomi 

^,,^VI,V1\  —  U\U'\,      P24==W>"4  — W>"2,      P34=<W"4  — 1*>"3, 

sono  legati  dalla  relazione 

P28P14  +  PsiPu  +  Pl«Ps4  =  ^» 

e  possono  assumersi  come  coordinate  assiali  omogenee  della  retta, 
riferita  allo  stesso  tetraedro  che  i  piani. 

Se  i  punti  e  i  piani  sono  riferiti  a  uno  stesso  tetraedro,  e  se  inoltre 
si  suppone  il  punto  unità  armonico  col  piano  unità  (XII,  9),  allora  fra 
le  coordinate  radiali  ed  assiali  di  una  stessa  retta  r  sussistono  le  re- 
lazioni 

^»3 »]]* *^  *]24  *^| ^ 

Pu       P93       Ps*       Psi       Ps*       Pia' 

le  quali  si  dimostrano  come  nel  caso  particolare  del  §  3.  Invero  il 
piano  l,r  ha  l'equazione  [oc^^cc'\'ì=0  ossia  r^x^-\-r^^x^  +  ^tt^A  =0J 
ma  d'altra  parte  le  sue  coordinate  sono  Xt«\4"M^"i>-  co^  ^^  condi- 
zione \u\'\'piu"^  =  0,  e  quindi  si  riducono  a  0  Pi^PisPi*;  dovrà 

dunque  risultare  ^  =  -^  =  ^.  e  cosi  via. 

Pll  Pl3  Pl4 

JjA  condizione  perchè  due  rette  (r^,...)  (^i«.0  stiano  in  un  piano  è 

^23^  14  ~r  ^14^  23  "T  ^31^  24     \    ^24^  31     I     ^12^  34     I     ^84^  12  =^  ^• 

Una  equazione  lineare  omogenea  fra  le  coordinate  di  una  retta  rap- 
presenta un  complesso  lineare. 
E  cosi  via. 

Pel  significato  geometrico  delle  coordinate  di  una  retta  testé  definite,  e  per 
le  relazioni  metriche  in  coordinate  omogenee  fra  punti,  rette  e  piani,  riman- 
diamo il  lettore  alla  nostra  Memoria  :  Le  relazioni  metriche  in  coordinate  omo- 
genee (Qiomale  di  matematiche,  v.  XI,  1878). 
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CAPITOLO  XIV. 
Proprietà  proiettive  delle  coniche. 


iMoghi  piani  di  ^  grado. 

%  1.  Sinora  «abbiamo  studiato  i  luoghi  e  grinviluppi  di  V  grado  nel 
piano,  nella  stella  e  nello  spazio.  Studieremo  ora  i  luoghi  ed  inviluppi 
di  2^  grado^  cominciando  da  quelli  nel  piano. 

Si  tratta  di  esaminare  i  luoghi  geometrici,  che  possono  essere  rap- 
presentati analiticamente  da  una  equazione  di  V  grado  in  x  y,  coor- 
dinate projettive  (o  in  particolare  cartesiane)  di  un  punto  mobile  in 
un  piano  punteggiato,  e  che  perciò  diconsi  luoghi  di  2^  grcuio. 

La  forma  più  generale  di  tale  equazione  è 

[1]  ax^  +  hxy  +  cy^+dcc  +  ey-\-f=0, 

ove  i  sei  coefficienti  ab  e  de  f  sono  quantità  date  reali  e  finite. 

Alcuni  coefficienti  possono  essere  nulli;  ma  i  tre  primi  non  possono 
essere  nulli  insieme,  altrimenti  Tequazione  si  abbasserebbe  al  l*"  grado. 

Benché  nella  equazione  entrino  6  coefficienti,  pure  la  forma  e  la 
posizione  del  luogo  non  dipendono  dai  valori  dei  singoli  coefficienti, 
ma  solo  dai  rapporti  di  5  fra  essi  al  rimanente.  Infatti,  Tequazione 
non  si  altera  (cioè  continua  ad  essere  soddisfatta  dalle  stesse  coppie 
di  valori  ài  x  e  y)  allora,  e  solo  allora,  quando  se  ne  moltiplicano  o 
dividono  i  termini  per  una  stessa  quantità  data;  laonde  potremo  di- 
videre per  uno  dei  coefficienti  (che  non  sia  nullo);  ed  allora  al  posto 
di  quel  coefficiente  comparirà  Tunità,  e  al  posto  degli  altri  compari- 
ranno i  rapporti  di  essi  al  detto  coefficiente.  Quindi  segue  che:  per 
determinare  reqvùazione  di  un  luogo  di  2°  grado  è  sufficiente  asse- 
gnare dette  concUzioniy  le  quali  possano  venir  tradotte  in  cinque 
equazioni  fra  i  rapporti  di  cinque  coefficienti  al  sesto,  ossia  in  cinque 
equazioni  omogenee  fra  i  sei  coefficienti. 

E.  D*OyiiMO,  Oecmetria  anaiUtea.  16 
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Quando  le  equazioni  sono  di  l""  grado,  il  luogo  è  individuato.  Un 
minor  numero  di  equazioni  implicherebbe  l'esistenza  d'infiniti  luoghi. 

I  rapporti  di  5  coefi3cienti  al  Q""  possono  denominarsi  coordinate  del 
luogo,  e  coordinate  omogenee  del  luogo  tutti  6  i  coefficienti. 


1t.  Dati  cinque  punti  nel  piano,  in  generale  è  individuato  il  luogo 
di  2*  grado  che  passa  per  essi.  Poiché,  esprimendo  che  le  coordi- 
nate di  ciascuno  dei  5  punti  soddisfanno  all'equazione  [1],  si  ottengono 
5  equazioni  lineari  omogenee  fìra  i  coefficienti;  e  siccome  queste  equa- 
zioni sono  in  generale  indipendenti  (*),  cosi  individuano  il  luogo. 

Se  le  coordinate  dei  punti  dati  sono  xj/^^,  ooj/^,...,  xjg^,  avremo  le 
5  equazioni 

ax,^  +  bx^y^  +  cy,*  +  dx^+ey,+f=0 


ax^*  +  bx^V^  +  cV5*  +  dx^  +  ei/^  +  f=0, 

dalle  quali  dovremmo  ricavare  i  valori  dei  rapporti  di  5  dei  coeffi- 
cienti ab,,.fdA  6%  e  poi  sostituire  questi  rapporti  nella  [i]  divisa 
per  lo  stesso  6*"  coefficiente.  Ma  possiamo  evitare  questi  calcoli,  os- 
servando che  la  [1]  e  le  ultime  5  equazioni  formano  un  sistema  di 
6  equazioni  lineari  omogenee  rispetto  ai  6  coefficienti  a  & . . .  /",  le  quali 
devono  esser  simultaneamente  soddisfatte  da  valori  non  tutti  nulli  di 
questi  coefficienti;  or  la  condizione  necessaria  e  sufficiente  perchè  ciò 
avvenga  è 


[2] 


X* 

xy 

V' 

X 

y 

X* 

x,y. 

y* 

X, 

Vi 

X,* 

a'fV» 

y* 

x^ 

Vt 

»,* 

X»Vz 

y» 

^3 

Vi 

«*' 

XJ/^ 

y* 

x^ 

Vk 

^s* 

^iVi 

Vi 

^5 

Vi 

=  0; 


questa  è  dunque  l'equazione  del  IttoffO  di  2*  grado  che  passa  pei 
cinque  punti  dati. 
In  altre  parole,  questa  è  la  condizione  necessaria  e  sufficiente  perchè 


(*)  Basta  assicurarsene  in  un  caso  particolare,  ad  esempio  pei  punti  (1,0), 
(-1,0),  (0,1),  (0,-1),  (1,1). 
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sei  punti  (xy)  (XiP^) ...  {oo^y^)  appartengano  a  un  medesimo  luogo  di 
2*»  grado. 

È  chiaro  da  quanto  precede  che  2)er  qtiattro,  tre,  due,  uno  punti 
fissi  passano  oo,  oo*,  co',  oo*  Itwghi  di  2^  grado. 


JSsempi  di  Itioghi  di  2^  grado. 

8.  //  circolo  è  un  luogo  di  2^  graxio.  Invero  è  chiaro  che,  posto 
xy  =  u),  il  circolo  che  ha  per  centro  il  punto  (ag)  e  per  raggio  R 
ha  per  equazione  in  coordinate  cartesiane 

[3]  (a?_a)*  +  2(a;  — a)  (i/ - P) cosuj  +  (t/ - p)»  =  i?«, 

poiché  il  l*"  membro  esprime  il  quadrato  della  distanza  fra  il  centro 
(aP)  e  il  punto  variabile  {xy). 
Or  questa  equazione  è  di  2<'  grado,  sviluppandosi  in 

;r*  +  2^{/cosu)  +  j/*  — 2(a+pcosuj)a?— 2(acosu)  -f  ^)y 
+  (a*  +  2ap  cosui  +  P*  —  i2»)  =  0; 

e  però  il  circolo  è  un  luogo  di  2f*  grado. 

L*equazione  [1]  può  identificarsi  con  questa;  e  per  far  ciò  è  neces- 
sario e  sufficiente  rendere  proporzionali  i  coefficienti  dei  termini  simili 
nelle  due  equazioni,  porre  cioè  le  condizioni 

a  h  e 


1        2cosui         1 
[4] 


— 2(a  +  pcosui)       ~  2(aco8Uj  +  p)       a'  +  2apco8Ui  -f  p«  —  ij»  ' 

Si  hanno  cosi  5  equazioni  lineari  omogenee  fra  i  coefficienti  a...f\ 
basterà  quindi  assumere  questi  eguali  ai  denominatori  (moltiplicati, 
se  si  vuole,  per  una  stessa  quantità  arbitraria),  afflnchò  la  [1]  rap- 
presenti il  circolo  di  centro  (ap)  e  di  raggio  R. 

Quali  relazioni  debbono  esistere  fra  i  coefficienti  della  equazione  [1] 
afQnchè  essa  rappresenti  un  circolo  in  coordinate  cartesiane? 

Essendo  ap  e  /2  indeterminate  nel  caso  attuale,  bisognerà  eliminare 
queste  quantità  dalle  [4],  e  quindi  si  avranno  2  equazioni  fra  i  coef- 
ficienti della  [1].  L*eliminazione  si  fa  immediatamente,  poiché  apei^ 
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non  entrano  nelle  prime  2  equazioni  [4];  onde  le  equazioni  di  condi- 
zione saranno 

c  =  a      &=2aco8u). 

Adunque  il  tipo  dell'equazione  di  un  circolo  in  coordinate  carte- 
siane  è 

[5]  a{x*  +  2xycosw  +  y*)  +  dx-{-et/  +  f=0. 

Possiamo  determinare^le  coordinate  del  centro  e  il  raggio  in  fun- 
zione dei  coefBcienti  adef,  o  meglio»  in  funzione  dei  rapporti  di  3 
fra  essi  al  4<'.  Infatti,  eguagliando  il  1*  dei  rapporti  [4]  a  ciascuno  dei 
3  ultimi,  si  hanno  le  equazioni 

a+pcosuj=— ^,  acosu)+p=— ^,    a*+2aPcosui+p*— 1?*  =  ^. 

La  1»  e  la  2^  danno 

—  d  +  ^coaui  g dcoBUi  —  e 

2aBen'w  ^         2a8en'ui   ' 

e  la  3^  dà 

li»  =  a  (a  +  p  cosw)  +  p  (a  cosuj  +  P) — ~ 

2aBQTihu       \      2a/    '     2aBeii*ui    \       2a/      a    • 
d*  +  g*  —  2(igco8U>  —  4flf  8en*ui 

onde 


^ = ±  2g8enu)  ^^  +  «*  —  2<fo  cosuj  —  Aaf  8en»u) , 

ove  zt  è  il  segno  di  asenuj. 

Dalie  espressioni  di  a  p  i?  risulta  che  il  centro  è  un  punto  reale  ; 
ma  il  raggio  può  essere  reale  o  nullo  o  imaginario  puro.  Nel  V  caso 
il  circolo  è  reale,  nel  2^  riducesi  al  suo  centro,  nel  3*"  diremo  che 
Tequazione  rappresenta  un  circolo  imaginario. 

Dalle  a  +  p  cosw  =  _  _ ,  a  costa  +  p  =  —  y-  facilmente  si  de- 
duce che,  prendendo  sugli  assi  due  segmenti  eguali  a — o-»~~~-^t 

Ad  Ad 

e  tirando  per  le  estremità  rispettivamente  le  perpendicolari  agli  assi, 
queste  determinano  il  centro  con  la  loro  intersezione. 
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Per  assi  ortogonali  le  precedenti  forinole  si  semplificano.  Allora  si  ha 
a=zc       e       &  =  0, 
a(a?*  +  y')  +  eto?  +  eì/  +  r=0, 

''-       2^         P-       2i' 

L'equazione  più  semplice  di  un  circolo  in  coordinate  cartesiane  si 
ottiene  prendendo  per  assi  due  diametri  perpendicolari,  ed  è 

/r«  +  i/*  =  i?'. 

In  coordinate  polari,  Tequazione  di  un  circolo  riferito  al  suo  centro 
come  polo  prende  la  forma  semplicissima  ìì=^R. 

Per  individuare  un  circolo  bastano  3  punti,  visto  che  nella  [5]  com- 
paiono solo  4  coefficienti.  Procedendo  come  nelPesempio  precedente, 
si  trova  che:  fn  coordinate  cartesiane  V equazione  del  circolo  che 
passa  per  tre  punii  dati  {oo^y^  (^il/t)  {^tVzi  ^w>w  POSti  in  una  retta  è 


[6] 


X*  -\-2xv  cosiu  +  y* 

X 

y 

i 

X*  +  2aJ,ViC08ui  -1-  y* 

^i 

Vi 

1 

a?,*  +  2ii?,y,C08uj  +  y,» 

a?. 

V» 

1 

a:,*  +  2aj,y,cosuj+y,» 

a^s 

y» 

1 

:0. 


Questa  è,  in  altre  parole,  la  condizione  necessaria  e  sufficiente 
perchè  quattro  punti  appartengano  ad  un  circolo. 

41.  Date  due  rette  rr'  mediante  le  equazioni 

il  loro  insieme  sarà  espresso  dairequazione-prodotto 
[7]  (aa?  +  Pi/  +  T)  {a'co  +  P'2/  +  t')  =  0; 

poiché  i  punti,  le  cui  coordinate  soddisfanno  all'equazione  di  una  delle 
due  rette,  soddisfanno  anche  all'equazione-prodotto,  e  viceversa.  Questa 
equazione  è  di  2^  grado;  e  però  una  coppia  di  rette  costituisce  un, 
luogo  di  2^  grado. 
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P.  e.  Tequazione  an/  =  0  rappresenta  le  due  rette  di  equazioni 
x  =  0,  i/=0.  L'equazione  a?*  =  0  rappresenta  la  retta  di  equazione 
00  =  0  contata  due  volte,  e  y*  =  0  la  retta  di  equazione  j/=0  contata 
due  volte.  L'equazione  omogenea 

[8]  cu)c^  +  l>ccy  +  cy*  =  0, 

se  a=+=0,  può  esser  risoluta  rispetto  a  rp,  e  porge 

2a  2a 

le  quali  rappresentano  due  rette.  Le  due  rette  sono  reali  e  distinte, 
reali  e  coincidenti,  coraplesse-coniugate,  secondo  che  &•  —  4ac>=<0. 
Analogamente,  si  può  risolvere  la  [8]  rispetto  a  t/  se  &H=0. 
Ancora:  l'equazione  priva  di  y 

[9]  aoc'  +  dx  +  f^O 

porge 

'^~  ¥a  ®    '^--  27"         ' 

le  quali  rappresentano  due  rette.  Esse  sono  reali  e  distinte,  reali  e 
coincidenti,  complesso-coniugate,  secondo  che  d*  — 4a/*>=<0. 
Del  pari 

[10]  by^  +  ey  +  f^O 

rappresenta  due  rette. 

5.  Consideriamo  il  luogo  rappresentato  dalla  equazione  in  coordinate 
cartesiane 

[li]  ^+^.=*. 

ove  X  M  si  suppongono  positivi. 
Risolvendo  rispetto  a  {/,  si  ha  successivamente 


2/=±fl/X«— rr«. 
Questa  ultima  equazione  prova  che  per  oc>\  e  per  ^<--X  risulta 
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y  ìmagìnarìo,  e  però  non  vi  son  punti  (reali)  dei  iuogo  fuori  della 
striscia  compresa  fra  ie  parallele  a  y  condotte  pei  punti  1  À'  di  x 
individuati  da  a?=X  e  x=z  —  X. 

Per  j?=r\  e  per  07= — \  si  ha  v  =  0;  quindi  il  luogo  passa  per 
A  e  k\ 

Per  X  decrescente  da  X  a  0,  i/  ha  due  valori  opposti,  uno  positivo  e 
l'altro  negativo  ;  il  positivo  cresce  da  0  a  M, 
il  negativo  decresce  da  0  a  —  m;  quindi  il 
luogo  passa  pei  due  punti  B  B'  di  j  indivi- 
duati da  j/=M  e  y= — M. 

Per  X  crescente  da  — X  a  0  si  ritrovano 
gli  stessi  valori  di  y,  poiché  y  dipende  da  cr\ 
che  riprende  i  valori  di  prima. 

Dunque  il  luogo  è  una  curva  rientrante  o 
chiusa,  tutta  compresa  nel  parallelogramma 
avente  per  mediane  Al'  e  BB'.  I  suoi  punti  sono  a  due  a  due  simme- 
trici rispetto  a  x  secondo  la  direzione  j.  E  lo  sono  anche  rispetto  a  j 
secondo  x,  giacché  scambiando  x  con  y  e  X  con  ]i  Tequazione  non  muta. 
L'origine  è  centro  di  simmetria  pel  luogo. 

Nel  caso  particolare  che  sia  X  =  M,  la  [11]  diviene  a7*  +  y*  =  X*,  e 
però  la  curva  diviene  il  circolo  di  centro  0  e  raggio  X. 


O.  Ck)nsideriamo  ora  il  luogo  dell'equazione  cartesiana 
[12]  S-f«=*. 


ove  X  jii  sono  positivi. 
Si  ha 


f/=±T  Va:«-X«. 


Per  X>a?>— X  y  è  imaginario,  e  però  non  vi  son  punti  (reali)  del 
luogo  nella  strìscia  fra  le  parallele  a  j  pei 
punti  1  À'  di  X  individuati  da  a;=X  qx  =  —  X. 

Pera?=X  e  per  x  =  —  X  è  j/  =  0;  quindi 
il  luogo  passa  per  1  e  k\ 

Per  X  crescente  da  X  a  +  oo,  y  ha  due 
valori  opposti,  il  positivo  crescente  da  0  a 
+  00  e  il  negativo  decrescente  da  0  a  — oo. 

Per  X  decrescente  da — X  a  —  oo  si  riproducono  quei  medesimi  valori. 

Dunque  il  luogo  è  una  curva  composta  di  due  rami  aperti 
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all'infinito  in  due  sensi;  è  simmetrica  rispetto  a  x  secondo  y,  ed  anche 
rispetto  a  y  secondo  x,  e  simmetrica  rispetto  alForigine. 

9.  Àncora  :  sia  data  Tequazione  cartesiana 
[13]  y*  =  va?, 

ove  v>0.  Si  ha 

y  =  ±  ^'yi. 

Per  0?  <0  V  6  imaginario;  e  però  non  vi  son  punti  (reali)  del  luogo 
se  non  da  una  banda  di  j. 

Per  a;  =  0  è  {/  =  0;  quindi  il  luogo  passa  per  Torigine. 

Per  a?  crescente  da  0  a  +  e»,  y  ha  due  valori  opposti, 
Tuno  crescente  da  0  a  -|-  oo  e  l'altro  decrescente  da  0 
a  —00. 

Dunque  il  luogo  è  una  curva  composta  di  un  ramo 
estendentesi  airinflnito  in  due  sensi,  e  simmetrica  ri- 
spetto a  X  secondo  j  (non  viceversa). 

9.  Noi  dimostreremo  a  suo  tempo  che  l'equazione  di  2^  grado  [1] 
si  può  sempre  ridurre  ad  una  delle  particolari  forme  che  abbiamo 
ora  considerate,  mediante  una  conveniente  trasformazione  dì  coordi- 
nate. Ma  prima  vogliamo  esporre  parecchie  proprietà  comuni  a  tutu 
i  luoghi  di  2^"  grado.  Intanto  il  lettore,  per  meglio  comprendere  tali 
proprietà,  potrà  raffigurarsele  applicandole  alle  singole  curve  che  ab- 
biamo ora  considerate,  ed  altresì  alle  coppie  di  rette  ;  sicuro  che  cosi 
facendo  si  troverà  alla  fine  di  non  aver  nulla  omesso. 

Dimostreremo  anche  che  ogni  luogo  di  2*  grado  si  può  ottenere 
come  intersezione  di  un  dato  cono  di  rotazione  con  un  piano.  Per 
questa  proprietà  i  geometri  greci  li  chiamarono  sezioni  coniche  o 
semplicemente  coniche.  B  noi  adotteremo  tale  denominazione. 

Intanto  richiamiamo  l'attenzione  del  lettore  sopra  gì' importanti  teo- 
remi generali  che  passiamo  ad  esporre  nei  §§  9  e  10. 

Teorema  di  Steiner-Chaales. 

•.  Il  luogo  dei  punti  rf*  intersezione  delle  rette  corrispondenti  di 
due  fasci  omograftciy  posti  in  un  medesimo  piano,  è  un  luogo  di 
P®  grado,  che  passa  pei  centri  dei  due  fasci. 

Siano  P  =  0  Q  =  0  le  equazioni  di  due  rette  dell'un  fascio,  P'  =  0 
Q'=0  quelle  delle  corrispondenti  nell'altro;  potendo  moltiplicare  i 
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primi  membri  per  numeri  arbitrari,  possiamo  supporre  che  la  retta 
di  equazione  P  +  Q=:0  neirun  fascio  abbia  per  corrispondente  quella 
di  equazione  P'  -{•&=:  0  neiraltro.  Allora  a  una  retta  qualunque 
XQ  +  Pm  =  0  dell'un  fascio  corrisponderà  (XI,  5)  XP'  +  liC  =  0  nel- 
Taltro;  il  punto  comune  a  queste  due  rette  soddisferà  dunque  all'equa- 

IP   Q  I 
^J  =0,  che  è  di  2'  grado.  Ed  è  evidente  che  il  punto  co- 
mune alle  P  =  0  Q  =  0  apparterrà  al  luogo  di  questa  equazione,  come 
pure  quello  comune  alle  P'  =  0  (y  =  0. 

Un  luogo  di  2^  grado  può  venir  consideralo  come  luogo  dei  punti 
d*  intersezione  delle  rette  corrispondenti  di  due  fasci  di  rette  omo- 
grafici  aventi  per  centri  due  suoi  punti  arbitrart. 

Siano  8  W  due  punti  del  dato  laogo,  ABC  tre  altri  suoi  punti.  Fa- 
cendo corrispondere  nei  fasci  di  centri  S  S'  alle  rette  SA  SB  SG  le 
Wk  8'B  S'O,  sarà  determinata  un'omografia  fra  i  due  fasci;  e  pel  teo- 
rema precedente,  il  luogo  dei  punti  d*  intersezione  di  una' coppia  qua- 
lunque di  rette  corrispondenti  sarà  di  2^"  grado,  e  passerà  per  ABC, 
per  S  e  per  V.  Ma  per  questi  cinque  punti  passa  soltanto  il  dato 
luogo  di  2^  grado.  Dunque  tutto  è  dimostrato. 


Teorema  di  Pascal. 

IO.  Se  sei  punti  di  un  luogo  di  2^  grado  si  prendono  in  un  ordine 
gucOsiasi  come  vertici  di  un  esagono  semplice,  i  tre  punii  d'intersezione 
dei  lati  opposti  Ci""  e  4^,  2^  e  5*,  5^  e  dV 
di  questo  esagono  sono  in  una  retta 
(teorema  deW  esagramma  mistico  di 
Pascal,  1623-1662). 

Sia  ABCDEF  resagono.I  fasci  D(BACE) 
F(BACE)  sono  omografici,  e  quindi  an- 
che le  punteggiate  (BALH...)  (BXGK...) 
sezioni  di  essi  con  le  rette  Bà  BC.  Esse 
sono  anzi  prospettive,  poiché  a  B  corrisponde  esso  stesso;  e  però  le 
rette  AM  LG  HK  concorrono  in  un  punto  0.  Dunque  H  K  0  sono  in 
una  retta,  secondo  l'enunciato. 

Viceversa:  Se  sei  punti  sono  vertici  di  un  esagono  semplice,  tale 
che  i  tre  punti  d'intersezione  dei  lati  opposti  cadano  in  una  stessa 
retta,  i  sei  punti  appartengono  a  un  luogo  di  2^  grado. 
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Alcune  farmole. 

11.  Per  conseguire  simmetria  ed  omogeneità  nelle  formolo,  noi  in- 
dicheremo le  due  coordinate  projettive  (o  cartesiane)  dì  un  punto  del 
piano  con  due  rapporti  x^:x^  op^:x^;  il  che  è  sempre  lecito,  anzi 
uno  dei  tre  numeri  è  arbitrario;  sicché  Xi  x^  x^  sono  coordfnaie 
omogenee,  profeitive  o  cartesiane,  del  punto.  Allora  ogni  equazione  di 
i"*  grado  in  x^:x^  e  x^  :  a?,, 

a,^'+a,^+a,  =  0, 

moltiplicata  per  a:,,  diviene 

[1]  .  a^x^  +  a,j?,  +  a^x^  =  0  ; 

sicché  il  primo  membro  diviene  una  forma  lineare  ternaria  {App.  §  1). 
Del  pari,  un*equazione  di  2^  grado, 

^a?s'  a?j      a?j  \  af|/  xi  Xz 

moltiplicata  per  x^,  diviene 

ax^  +  l>x^x^  +  cx^  +  dx^x^  +  eit^x^  +  fx^^  =0  ; 

sicché  il  l""  membro  diviene  una  forma  quadratica  ternaria. 

Per  far  differire  l'aspetto  di  essa  11  meno  possibile  dallo  sviluppo 
del  quadrato  della  precedente  forma  lineare,  adotteremo  per  denotare 
i  coefflcienti  una  stessa  lettera,  p.  es.  a,  afQggendole  due  indici,  e 
precisamente  porremo  {App.  §  22) 

[2]       a^^x^  +  a^ypo^  +  «33^3*  +  2a^^^x^  +  2a^^^x^  +  2a^fpc^x^ 

=  i{x,x^x^)  =  {(x\ 
0  più  succintamente 

^^akpPCkX^z=i{x)     (Ai,p=:l,2,3;    aHp  =  aph)' 

Le  semiderivate  della  forma  i{x)  rispetto  a  x^  x^  x^  le  denoteremo 
dando  alia  lettera  f  l'indice  1  o  2  0  3,  cioè  porremo 
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p 

[3]      a,,a?4  +  aj,a?,  +  a,3a?3=2]«tP^P  =  '8(^i^2^8)=^2(^) 

p 

«81^1  +  «32^2  +  «38^3  =  jj  ^^'^'^  ^  '^^^*  ^*  ^'^  ~  ^'^^^  ' 

P 

d*0Dde  r  identità 

[4]  Xj,(OC)  +  XjtJ^X)  +  XM^)  =  f  (07). 

■  J^.  Coi  coefficienti  di  aj^ajjOJj  nelle  semlderivate  di  f(iz?)  formiamo 
il  determinante  simmetrico 


A  = 


«ii  ^12  «13 
«21  «22  «23 
«81        «81        «83 


discriminanie  di  f(x).  Esso  è  il  risultante  di  t^{x)  {^{x)  tjix\  cioè  si 
annulla  allora  e  solo  allora  quando  esistono  valori  non  tutti  nulli  di 
x^  x^  a?3  che  annullino  simultaneamente  le  tre  semiderivate. 

Indichiamo  con  A^^  A^^ ...  i  subdeterminanti  complementari   degli 
elementi  a^^  a^^ ...  in  A^  cioè  poniamo 


Au  = 


=«22«33— «23%      ^12=— 
-^88  ^^ 


«21      «28 
«81      «38 


=«28«81 — «2 1«88»  • 


a,,    ao 


=  «11«22— «12     . 


denotando  con  hhl  pqr  permutazioni  (distinte  o  no)  di  i  2  3,  queste 
formolo  si  compendiano  in 


[5] 


Ahp  =  ± 


Ctlq     air 


prendendo  il  -|-  o  —  secondo  che  le  due  permutazioni  sono  della 
stessa  classe  o  di  classe  diversa.  E  sarà  Ahp  =  Aph- 
Si  noti  che  è 

t(x^xfi)  =  «u^i*  +  2a,,a74a?3  +  a^jO?,*, 

ed  ÌI33  è  il  discriminante  di  questa  forma.  E  cosi  via. 
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Si  hanno  nove  identità  compendiate  nelle 

[6]  ahiAki  +  aktAkt  +  ^u^u  =  A 

[7]  akiAui  +  ciktAn  +  ai^Au  =  0 . 

Inoltre,  per  le  note  proprietà  dei  determinanti  ad  elementi  aggiunti 
o  reciproci,  si  ha  1*  identità 


rs] 


-^14       -^11        -^18 
Aii       ^tl        -^18 

-^31      A^^      .433 


=  A\ 


e  le  sei  compendiate  in 


m. 


=  ±Aakp. 


18.  Altre  identità  vogliamo  qui  accennare,  sebbene  non  necessarie 
per  quel  che  avremo  ad  esporre. 
Si  ha  facilmente 

£10]  flu  t{x)  —  f*(a?)*  +  AnXi?  —  2AuX^Xi'\-  AvkX\. 

E  se  ^u#=0,  si  ha  inoltre 

AiiP0^^—2A^iX^i'\-At^Xi^=^Aa[x^—^Xi^^—^^Xi^'[-A^^^^^ 


^'A-^^-'h^-'- 


Ali  ^^  j    '     Ali 

laonde,  se  au^O  e  An  =#0,  Hpo)  assume  la  forma  canonica 
ili]  m=^^  U(a»*  +  éL  (^»-^^,)  +f  <r.'. 

Ordine,  rette  tangenti  e  laro  inviluppo. 

14.  Un  luogo  piano  di  2"^  grado  ha  comuni  con  una  retta  qua- 
lunque del  piano  due  puntiy  reali  e  distinti,  0  reali  e  coincidenti, 
o  complessi-coniugati. 
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Sia 

l'equazione  del  luogo  di  2^  grado,  e 

quella  della  retta.  Per  cercare  le  coordinate  dei  punti  comuni  al 
luogo  di  2''  grado  ed  alla  retta  bisogna  considerare  come  coesistenti 
queste  due  equazioni. 

Ora  uno  almeno  dei  coefficienti  b^  b^b^  non  è  zero,  e  sia  ^^^nO; 
allora  la  seconda  equazione  dà 

e  sostituendo  questa  espressione  di  x^  nella  prima,  si  ottiene  in  ge- 
nerale un'equazione  di  2^  grado 

c,,a?,«  +  2c„a?.a?3  +c^^^*  =  0, 

la  quale  dà  per  x^  :  x^  due  valori.  Ciascuno  di  questi  individua  un 
valore  di  a?i:a?8  =  --y-^— y-,  e  quindi  un  punto.   Dunque:  un 

luogo  di  2^  grado  e  una  retta  hanno  comuni  due  punti,  in  generale. 

Secondo  che  i  due  valori  di  x^  :  x^  sono  reali  e  distinti,  o  reali  ed 
eguali,  0  complessi-coniugati,  tali  sono  anche  quelli  di  x^:x^\  quindi 
si  hanno  due  punti  reali  e  distinti,  o  due  punti  reali  e  coincidenti,  o 
due  punti  complessi-coniugati.  Nel  1*"  caso  la  retta  si  dice  secante^ 
nel  2»  tangente,  nel  3*»  estema.  Nel  1*  caso  si  hanno  due  punti  d'in- 
tersezione, nel  2?"  caso  si  ha  un  punto  di  contatto. 

Può  darsi  che  l'equazione  dì  2^  grado  in  x^:x^  abbia  più  di  due 
radici,  cioè  si  riduca  ad  una  identità;  e  però:  una  retta  fa  parie  di 
un  luogo  di  2^  grado  se  ha  comuni  con  esso  più  di  dice  punti. 

Con  lo  stesso  ragionamento  si  prova  che:  un  luogo  piano  digrado  n 
7ia  comuni  con  una  retta  qitalunqice  del  suo  piano  n  punti^  fra 
reali  e  imaginari,  fra  distinti  e  coincidenti',  e  se  il  luogo  ha  più 
di  n  punti  comuni  con  la  retta,  questa  fa  parte  del  luogo. 

Dicesi  ordine  di  un  luogo  il  numero  dei  punti  (reali  ed  imaginar!) 
che  esso  luogo  ha  comuni  con  ogni  retta  del  suo  piano,  quando  questo 
numero  è  finito  e  costante.  Dunque:  l'ordine  di  un  luogo  è  eguale 
al  grado  di  esso,  se  esiste  ;  cioè  al  grado,  se  esiste,  della  equazione 
in  coordinate  projettive  (o  cartesiane). 


Digitized  by  VjOOQ iC 


238  Gap.  XIV  -  §  14,  15 

La  retta  è  un  Ifwgo  di  r  ordine;  e  i  luoghi  di  2""  grado  sono  di 
2^  ordine. 

Quando  poi  l*equazione  di  un  luogo  in  coordinate  projettive  (o  car- 
tesiane) contiene  funzioni  circolari,  esponenziali,  logaritmiche,  ecc. 
delle  coordinate,  insomma  funzioni  trascendenti,  11  luogo  dicesi  tra- 
scendente,  e  la  nozione  di  ordine  cessa.  P.  es.  le  equazioni 

y  =  senx       y=igx 

rappresentano  curve  trascendenti.  La  retta  y  =  0  le  seca  in  infiniti 
punti,  poiché  per  y  =  0  si  ha  sena?  =  0  e  tango?  =  0,  onde 

00  =  0,    ±7r,    ±2Tr,    ±3Tr,... 

Siano  P  Q  due  punti  di  un  arco  di  curva,  e  tiriamo  la  retta  FQ. 
Supponiamo  che  il  punto  Q  cammini  suirarco  PQ  avvicinandosi  inde- 
finitamente a  P:  al  tempo  stesso  la  retta  PQ  si  muoverà  intorno  al 
punto  P;  e  se,  mentre  il  punto  Q  tende  alla  posizione  P,  la  retta  PQ 
tende  ad  una  posizione  limile  PT,  questa  dicesi  tangente  alla  curva 
nel  punto  P,  il  quale  dicesi  punto  di  contatto. 

Onde  la  tangente  va  considerata  come  una  retta  tale,  che  due  (al- 
meno) dei  punti  comuni  ad  essa  ed  alla  curva  coincidano;  e  però 
una  retta  può  toccare  in  un  punto  una  curva  e  secarla  in  allri  punti. 

Ma  quando  la  curva  è  di  2"^  ordine,  allora  la  tangente  non  ha  in 
comune  con  la  curva  che  i  due  punti  coincidenti. 

15.  Un  altro  procedimento  per  la  ricerca  dei  punti  comuni  a  un 
luogo  di  2^  grado  e  ad  una  retta  del  suo  piano  è  il  seguente  (Joa- 
chimsthal): 

È  noto  (XI,  2)  che,  se  ^j  x^  x^  e  af^  x\  x\  sono  coordinate  projet- 
tive (o  cartesiane)  omogenee  di  due  punti  PP'  nel  piano  del  luogo, 
ogni  punto  dell^  retta  r  da  essi  individuata  ha  coordinate  della  forma 
(Xj?i  +  M^i  \x^-\'\xx\  Xa?8  +  M^'s).  e  X:jli  è  coordinata  projet- 
tiva  su  r. 

Adunque,  per  conoscere  quali  e  quanti  punti  la  retta  r  abbia  co- 
muni col  luogo  di  2*  ordine  rappresentato  dall'equazione  ^{x^x^x^^Q, 
basta  cercare  quel  valori  di  \  :  ju  che  soddisfanno  all'equazione 

f  (Xar,  +  \xx\    \x^  +  W^\    ^s  +  M^s)  =  0; 
la  quale,  ordinata  rispetto  a  X  e  p,  può  scriversi 

f(a?).X«  +  2f(5).XM+fl[^).M*  =  0, 
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qualora  si  ponga  per  brevità  (A]^.  §  25) 

che  dicesi  emanante  dì  f  (or),  e  che  ha  le  proprietà  : 

Molte  importanti  proprietà  scaturiscono  da  questa  equazione  in  X  e  fi, 
che  scriveremo  co^: 


[1] 


f(«^)(7)'+2f(^,)A+f(^)  =  0. 


Essendo  di  2''  grado  in  X  :jli,  l'equazione  fornisce  due  valori  di  X:^, 
e  quindi  due  punti  di  r;  e  cosi  è  di  nuovo  dimostrato  che  un  hu)go 
di  2^  grado  è  di  2^  ordine. 

Precisamente,  le  due  radici  della  equazione  son  date  dalla  formola 


[2] 


_"^(:-)=^i^^(:o'"^^-)^(-^ 


fw 


e  quindi  sono  reali  e  distinte,  reali  e  coincidenti,  complesso-coniugate, 
secondo  che  sia 


[3] 


f(a?)f(a/)-f(j)*<  =  >0; 


onde  è  chiaro  che  tali  saranno  rispettivamente  anche  le  coordinate 
dei  punti  richiesti. 
Ora  questa  quantità  può  scriversi 


'<«'  il] 
Ai]  '(-•) 


•3?|     X^    X^ 

I  acf^  «',  a;'. 


f,(a;)  U{x)  f,(a!)  |      s:^\x^  x,, 


f,(a;')  Uaf)  f,(.x')  |     4H  U\  x\ 


tnix)   U{x) 
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(k(x)    tuia;) 

fkia/)  f»(x') 
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«M  ^1  +  dkt  Xt  +  Am  Xz    a^x  Xi  -|-  aiti  Xi  -f  «»  Xz 


AaI  AfcS  ^AB 

Aki  an  (ii% 


Xi  X%  Xz 
X'x 


uTp      M/tf 


Xp    Xq 
X'pOa'q 


indicando  con  hkl  e  pqr  permutazioni  pari  di  12  3;  quindi  si  ha 


«.,r(.)-r(J)-=J..|-- 


Xp    Xf 

afp  afq 


W»" 


E  siccome 


Xw    Xit   \      I  X^    Xq   I  ,^^   ^    ,  ,.      .  ,    ,, 

J   ^  U    J  J     sono  (XI,  7)  le  coordinate  Wi  u^  deUa 
retta  r,  cosi  sarà 


[4] 


t{x)  f(a?')-f  (^)  =^^,.w,u,     (/,r  =  l,2,3). 


Ora  il  2?"  membro  è  una  forma  quadratica  ternaria  di  u^  u^  u, ,  che 
dicesi  reciproca  della  t{x\  e  s'indica  con 

[5]  ¥{u^u^u^)  =  ¥{u) 


=Vi4*ptt*ttp=  — 


0    W4    U3  W3 

Wi    «11    «it   «13 

Wj  aj4  a„  a,» 


le  sue  semiderivate  sono 

^U  ^1  +  ^«^2  +  i4,8U3  Z=Z^A^Up  =  PiKWjUj)  =  P,(w) 

p 

[6]        ^3,  w,  +  ^33^3  +  ^33^3  =^.43pWp  =  F^iu.u^u^  =  F^{u) 

p 


Digitized  by  VjOOQ iC 


Gap.  XIV  -  §  16,  16  241 

il  suo  discriminante  vale  A^  (§  12);  e  si  ha 
m  WiF,(w)  +  w,F,(w)  +  w,P3(M)  =  F(u). 

Abbiamo  dunque  dimostrato  che  una  retta  t{u^u^u^  è  secante^ 
tangente  o  estema  al  luogo  di  2^  ordine  di  equazione  t(po)  =  0  se- 
condo  che  sia  F(u)  <  =  >  0. 

Or  poiché  le  tangenti  sono  quelle  rette  che  soddisfanno  alFequa- 
zione  P(w)  =  0,  consegue  che  l'insieme  delle  tangenti  al  luogo  di 
2^  ordine  di  equazione  i{x)  =  0  costituisce  un  inviluppo  di  2^  grado 
di  equazione  F(u)  =  0;  e  noi  diremo  che  l'insieme  delle  tangenti 
costituisce  la  conica  proposta  considerata  come  inviluppo,  e  che 
F(w)  =  0  è  V equazione  della  conica  come  inviluppo. 

IB.  Se  per  poco  supponiamo  che  P'  sia  un  punto  del  luogo,  risulta 
{(cc')=zO,  e  un  valore  di  X.-^  nella  [1]  è  nullo,  e  ad 
esso  corrisponde  il  punto  P'  come  uno  dei  due  punti 
comuni  alla  retta  r  ed  al  luogo.  L'altro  valore  di  X:  jii      p/ 
è  dato  dairequazione 

f(..)l  +  2f(^,)=0, 

e  ad  esso  corrisponde  Taltro  punto  comune  alla  retta  r 
e  al  luogo. 

Sarebbe  nullo  anche  quest'altro  valore  di  X:m,  se  fosse  f  (^  j  =  0, 

ed  allora  la  r  sarebbe  tangente  in  P'  al  luogo.  Ora,  dato  P'  sul  luogo, 

l'equazione  f  (  ^  j  =  0,   ossia  x^  (^ (a?0  +  ^,  f j (ic')  +  ^s  U  (^0  =  0»  è  di 

l""  grado  in  x^x^x^,  e  quindi  è  soddisfatta  da  infiniti  punti  PJl  cui 
luogo  è  una  retta;  eccetto  il  caso  che  x\x^^xf^  annullino  simulta- 
neamente {^{x')  t^{af)  t^ix%  il  qual  caso  non  è  possibile  se  i4#=0. 

Dunque:  se  -4  4=0,  per  ogni  punto  P'C^i^'s^s)  ^t  luogo  di 
2^  ordine  di  equazione  f{x)  =  0  passa  una  retta  che  è  ivi  tangente 
al  luogo:  la  sica  equazione  è 

[8]        ^(^')=^    wvero    U{af)x^-\-t^{af)x^  +  U{o(f)x^  =  (i. 

Le  tangenti  sono  tutte  diverse;  poiché,  se  le  tangenti  in  due  punti 
P'  P''  coincidessero,  sarebbe  (per  un  certo  valore  di  v  e  per  h  =.  1,2,3) 
tk{p(f)  =  ytk(x^),  ossia  ffc(a7'— va7")  =  0,  ed  annullandosi  le  Uix)  per 
Xx  =  x^k  —  va?'\,  dovrebb'essere  i4  =  0,  il  che  è  contro  l'ipotesi. 

E.  D'Ovidio,  QwméMa  anaUHca.  16 
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17.  Sia  di  nuovo  qualunque  il  punto  P^  La  retta  r  è  tangente 
quando 

[9]  f(a:)f(a?')-f(^,)=0. 

Dato  P',  quest'equazione  è  di  2*»  grado  in  a?,  a?,  a?3 ,  ed  è  soddisfatta 

da  infiniti  punti  P,  il  cui  luogo  non  può 

PVèvr~-^"T 1^ /  "^      essere  che  una  coppia  di  rette.  Dunque: 

dato  un  luogo  di  2^  ordine  di  equazione 
f(a;)  =  0,  per  ogni  punto  P'  del  suo  piano 
passano  due  rette  tangenti  al  luogo,  e  la 
loro  equazione  complessiva  è  la  [9J.  Esse 
possono  essere  reali  e  distinte ,  reali  e 
coincidenti,  complesse-ooniugate. 
Quando  il  punto  P'  è  sui  luogo,  ossia 

quando  f(a/)=0,  la  [7]  diviene  ff*,)  =0;  vale  a  dire  chele  due 

tangenti  coincidono  in  una,  cioè  nella  tangente  in  P'.  Quando  invece 
F  non  è  sul  luogo,  se  le  due  tangenti  sono  reali  e  distinte  il  punto  P' 
si  dice  estemo,  se  complesse-coniugate  intemo. 

JPv/nti  caniugaU  -  Sistema  polare. 

19.  L'equazione  [1]  dà  per  X:fji  due  valori  opposti,  quando  manca 

il  2*  termine,  ossia  quando  è  f  (^  )  =  0  ; 

e  solo  allora.  I  punti  comuni  ad  r  e  al 
luogo  sono  allora  coniugati  armonicamente 
rispetto  a  P  e  P',  e  viceversa  ;  P  e  P'  si 
dicono  coniugati  (o  reciproci  od  armo- 
nici) rispetto  al  luogo.  Dunque:  la  con- 
dizione  di  coniugio  di  due  punti  P  P'  é 

[10]  't)=0    ossia    xj^{x')  +  x^^x')  +  x^t^{x')=0. 

È  chiaro  (X,  12)  che:  su  ogni  retta  r  esistono  infinite  coppie  di 
punti  coniugati,  le  quali  formano  un'involuzione,  che  ha  per  punii 
doppi  i  punti  comuni  alla  retta  ed  ai  luogo. 

■  9.  Se  il  punto  P'  è  fisso  e  la  retta  r  descrive  il  fascio  di  rette 
di  centro  P',  P  si  muove  con  r  soddisfacendo  sempre  alla  [8],  che  è 
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di  i""  grado  in  x^x^^x^;  e  quindi  P  descrive  una  retta  p'.  Ciò  finché 
^=4=0.  Dunque:  se  i4=#0,  il  hu)go  dei  punti  coniugati  di  un  punto 
fisso  P'  è  una  retta  p',  la  quale  ha  per  equazione  la  [10]. 

Il  punto  fisso  F  si  dice  polo  della  retta  p',  e  questa  polare  del 
punto  F;  e  possono  anche  dirsi  il  punto  e  la  retta  coniugali, 

È  evidente  che  :  se  un  punto  sia  suUa  polare  di  un  altro  (e  quindi 
è  coniugato  all^altro),  questo  starà  sulla  polare  di  quello. 

Se  il  punto  P'  non  appartiene  al  luogo,  sicché  ì{qc^)^0^  è  evidente 
che  i  punti  comuni  alla  polare  p'  e  al  luogo  soddisfanno  all'equa- 
zione [9]  della  coppia  di  tangenti  condotte  da  P';  e  però:  la  polare 
passa  per  i  punti  di  contatto  (reali  o  imaginartj  delle  tangenti  con- 
dotte dal  polo. 

Ne  segue  che:  se  il  polo  è  intemo,  la  polare  è  estema;  se  il  polo 
è  estemo,  la  polare  è  secante.  È  poi  chiaro  che:  se  il  polo  appar^ 
tiene  al  licogo,  la  polare  diviene  la  tangente  ivi. 

Le  polari  sono  tutte  distinte,  e  si  prova  come  per  le  tangenti  (§  16). 

90.  Se  i4  4=0,  le  coordinate  della  polare  del  punto  P'  sono 
u\  =  f^ix')  =  a^^x'^  +  a,^x'^  +  a.^cxf^, 
[11]  <  =  fe(a;')= aj.a/j  +  a^^x\  +a,yr'8. 

u\  =  t^ix")  =  «3,0?',  +  a^^af^  4-  «ss^'a  • 

Ora  questa  sostituzione  lineare  omogenea,  che  lega  le  u\u\ìi\  alle 
af^cc'iOf^y  ha  per  modulo  A,  e  rappresenta  una  correlazione  (XI,  16). 
Dunque  :  la  corrispondenza  fra  polo  e  polare  è  una  correlazione  tra 
due  piani  sovrapposti,  la  quale  è  reciproca  (od  involutoria);  cioè 
tale  che  ad  un  punto  considerato  nell'un  piano  o  nell'altro  corrisponda 
una  stessa  retta,  e  ad  una  retta  considerata  nell'un  piano  o  nel- 
Taltro  corrisponda  uno  stesso  punto.  Essa  diccsi  polarità  o  sistema 
polare. 

Il  luogo  dei  punti  che  appartengono  alle  loro  polari  è  il  luogo  pro- 
posto; poichò  per  essi 

o^Mx')i'X\U{x')  +  x'J^{x')  =  0,  cioè  t{x')  =  0. 

E  le  rette  passanti  per  i  loro  poli  sono  le  tangenti  al  luogo.  Quindi: 
nella  polarità  determinata  da  una  conica,  questa  si  presenta  come 
luogo  dei  punti  incidenti  sulle  loro  polari,  e  come  inviluppo  delle 
rette  passanti  per  i  loro  poli. 


Digitized  by  VjOOQIC 


244  Gap.  XIV  -  §  20,  21,  22 

Quando  l'equazione  f(a?)  =  0  non  è  soddisfatta  da  valori  reali  di 
x^x^x^y  ma  solo  da  valori  complessi,  ossìa  quando  il  luogo  è  ima- 
ginario,  si  può  assumere  come  sua  definizione  il  sistema  polare. 

fei.  Sempre  nellMpotesi  A^O,  la  precedente  sostituzione  [li]  dà 
origine  alla  sua  inversa 

Ax^,  =  A,,u\  +  A^,u\  +  A^,u\  =  F,(u') 
[12]  Ax\  =  A,,u\  +  A^u\  +  A,^u\  =  F,(wO 

Ax*^  =  A,^u\  +  A^y^  +  A^^u\  =  F,(u')  ; 

quindi  :  si  potranno  assumere  Pt(tA')  Fe(w')  F^Cw')  come  coordinate 
del  polo  P'  della  retta  p'(**'i  w'g  w's)  i  ^  (^^  particolare)  come  coordi-- 
nate  del  punto  di  contatto,  se  p  é  tangente. 
Si  noti  che,  se  P  e  p  sono  polo  e  polare,  si  ha  la  relazione 

[13]  ¥{u)  =  u,¥,(u)  +  ...  =  A]  t,{x)x,  +  ...\  =  At{x). 

Coppia  di  rette* 

99.  Finora  abbiamo  supposto  A^0\  ma  era  indifferente  supporre 
A  positivo  anziché  negativo,  poiché  cambiando  di  segno  tutti  i  coef- 
ficienti a^i ...  di  t{x)  il  luogo  di  equazione  f  (a7)=0  non  cambia,  mentre 
A  cambia  di  segno. 

Rimane  a  considerare  11  caso  ^  =  0  {App.  §  26).  Se  la  caratteri- 
stica di  i4  è  2  (cioè  se  è  nullo  A,  ma  non  sono  nulli  tutti  i  suoi  sud- 
determinanti  i4ii,...,  ^18,'..)»  le  equazioni 

[14]  f,(a?)  =  0       f,(a?)  =  0       f,{a?)=:0 

equivalgono  a  due  indipendenti,  e  determinano  i  mutui  rapporti   di 
x^x^x^\  e  precisamente,  ammettono  per  soluzione  comune 

[15]  s^  =  \Akx        ^g  =  Xi4w        S^  =  \Axi, 

dove  X  è  un  numero  arbitrario. 
La  medesima  soluzione  può  anche  porsi  sotto  la  forma 

[16]  *i  =  XVi;;       *.  =  XVii       *3  =  X'|/2i, 

dove  X'  è  arbitrario;  qui  bisogna  dare  alle  radici  segni  convenienti 
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(perchò  \/aì^  Va^  =  -4«)  »  od  osservare  che  non  possono  essere  tutti 
nulli  A,^  i4„  i4,3. 

Questa  soluzione  individua  un  unico  punto  S(s^s^s^\  comune  alle 
rette  delle  equazioni  [14];  il  quale  punto  appartiene  al  luogo,  perchè 
si  ha  non  soltanto 

[17]  t,(s)  =  0       U(8)  =  0       f,(*)  =  0, 

ma  altresì 

[18]  ((s)  =  sJ,{s)  +  ...  =  0. 

Il  sistema  polare  si  specializza.  Infatti,  per  ogni  punto  P(a?,  x^  x^) 
si  ha 

[19]  f(^)  =  a?,f,(*)+...=  0, 

cioè  il  punto  8  è  coniugato  con  tutti  i  punti  del  piano,  onde  non  ha 
polare  determinata. 
Ma  ogni  altro  punto  l^iof^  af^  ocf^  ha  la  sua  polare  di  equazione 

f  f  ^  j=  0,  la  quale  passa  sempre  per  8. 

In  particolare,  ogni  retta  passante  per  8  è  tangente  in  8. 

Inoltre,  un  punto  qualunque  della  retta  P^S  ha  coordinate  della 
forma  X^c'i  +  fi^,,  Xa/,-|-jLW,,  Xo^g  +  M^s»  ®  quindi  la  sua  polare  ha 
per  equazione 

'(x^  +  M.)    ««"■«    ^f(y)+'^'(:)  =  0'    ossiaf(^)=0, 

e  però  questa  polare  coincide  con  quella  di  P';  cioè  tutti  i  punti  di 
una  retta  per  8  hanno  una  medesima  polare. 

Passiamo  ora  ad  indagare  la  natura  del  luogo  dell*  equazione 
f(a;)  =  0  nel  caso  attuale. 

Non  potendo  esser  tutti  nulli  A^^  i4„  A^^^  sia  ì4m"#0.  Saranno  in- 
dipendenti fft(a;)  lx{x\  ma  U{x)  sarà  una  combinazione  lineare  di  esse, 
cioè 

f^(a7)  =  af|fc(a?)  +  3f,(;r). 

Ora  se  nel  determinante 

(l\h     Au      Q'hi 

dih    a»     «w    =  ±  ^  =  0 

(Xìh     a»     dii 
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si  aggiunge  alla   i*  verticale  moltiplicata  per  x^  la  2^  moltiplicata 
per  x^  e  la  3^  moltiplicata  per  a?,,  si  ha 


f*(^)    «w    ahi 
U{x)    aiu    aii 


=  0; 


e  se  qui  si  fa  lo  stesso  nelle  orizzontali,  si  ha 

=  0, 


f(x)    f^x)   tiix) 
fk(a?)    a»      flw 
fi(^)    aik      aii 


e  sviluppando 

[20]  Amh  t(x)  =  aii  U{xy  —  2awf*(a?)  Uix)  +  a«  f,(a;)», 

cosicché  ({x)  si  riduce  ad  una  forma  quadratica  di  due  soie  variabili 
indipendenti,  che  sono  f*(a?)  e  ti{x). 

Allora  Tequazione  f(a7)  =  0  equivale  alla  equazione  omogenea   in 
fuix)  e  ti{x) 

an  fk(a?)'  —  2a^Mx)  f,{a?)+ ^^  U{xf  =  0  ; 

la  quale  è  di  2*  grado,  non  potendo  esser  nulli  tutti  insieme  a^kauaitu 
altrimenti  sarebbe  ì4aa  =  0,  contro  l'ipotesi. 
Or  se  au#=0,  risolvendo  questa  equazione  rispetto  a  fk(a?),  si  ha 


[21] 


Uix)=^^±^^U{x).    Uix)=.^^^-'^'^U{x). 


e  queste  due  equazioni  rappresentano  due  rette  passanti  pel   punto 
comune  alle  due  rette  di  equazioni  fk(a;)  =  0  fi((r)  =  0,  cioè  pel  punto  S. 
Tali  rette  sono  distinte,  perchè  Ahh  =f 0;  e  sono  reali  se  Akh  <  0 ,  com- 
plesse-coniugate  se  Anh  >  0. 
Dalla  [20J  si  trae 


[22]{{x)=2^\(u(xy 


aui 


+  V-AMk 


aii 


Hx)i^\tu(a!). 


.«L=i^=Ì^f,(d^)j. 


au 


Se  auk^^O,  basta  scambiare  h  con  l,  e  si  conclude  analogamente. 
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Se  poi  att  =  0  e  a«=0,  onde  Akh  =  —  (t\f  si  ha 

[23]  t{w)=-^U{x)ti{(v), 

e  la  f  (a?)  =  0  si  riduce  a  f*(a?)  fi  (a?)  =  0 ,  che  rappresenta  le  due  rette 
reali  e  distinte  di  equazioni 

[24]  &(a?)  =  0        ti{a))  =  0. 

È  opportuno  notare  che,  per  ottenere  le  equazioni  separate  delle 
due  rette  rappresentate  dall'equazione  complessiva  f(a7)  =  0  quando 
^  =  0,  non  è  necessario  seguire  il  procedimento  ora  spiegato,  ma  basta 
risolvere  l'equazione  f  (a?)  =  0  rispetto  a  una  delle  x^  x^x^\  si  dovranno 
ottenere  due  espressioni  razionali  anzi  lineari  nelle  altre  due,  e  quindi 
si  avranno  le  equazioni  di  due  rette  (*). 

Concludendo:  ^^//(itócWm/nante  A  ha  Ut  caratieìHstica  2,  la  forma 
t{x)  è  il  prodotto  di  due  distinte  forme  lineari,  e  quindi  U  luogo 
di  2'^  ordine  di  equazione  t{x)  =  0  degenera  tn  una  coppia  di  rette 
distinte,  reali  o  complesse-coniugate. 

Il  punto  comune  alle  due  rette,  che  dicesi  punto  doppio  del  luogo, 
è  quello  le  cui  coordinate  annullano  le  tre  semiderivate  di  f{x),  ed 
è  coniugato  con  tutti  i  punti  del  piano. 

Ogni  altro  punto  ha  una  polare  passante  pel  punto  doppio;  e  tutti 
i  punii  di  una  retta  passante  pel  punto  doppio  hanno  una  mede- 
sima polare,  che  è  coniugata  armonica  di  quella  retta  rispetto  alle 
due  rette  del  luogo. 

Le  rette  pel  punto  doppio  sono  tutte  tangenti  ivi,  ed  hanno  infi- 
niti poli  su  un'altra  di  esse;  la  tangente  in  ogni  altro  punto  del 
luogo  è  quella  retta  del  licogo  che  contiene  il  detto  punto. 

La  conica  come  inviluppo  riducesi  al  punto  doppio  contato  due  volte. 


(*)  Sebbene  non  sia  necessario,  notiamo  anche  che,  se  au^Ot  la  [11],  scam- 
biandovi h  con  /,  diviene 


atdix)  =  fi(xf  "^ Ahhlxh  — -^Xhj  , 


cioè 


onde  le  equazioni  delle  due  rette  costituenti  il  luogo. 
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Del  resto  le  coordinate  del  punto  doppio  sono  date  dalle  [15]o[16]; 
onde  Tequazione  del  punto  doppio  è  Indistintamente 

[24]  P,(w) = 0,  F,(u) = 0,  F,{u) = 0,  uyj;, + w/iTt+^yi;, = o. 

Or  se  Akk^O,  si  ha 

[25]    F(u)=^F*(u)«=(My:i:r+t*y:4;r4-ti,>^)*, 

perchè  Ì^AÌa  t^^An  =  Am. 

fB3.  Se  la  caratteristica  di  il  è  1  (cioè  se  sono  nulli  A^^...A^^...  ma 
non  tutti  gli  ai|...ai2...),  allora  (App.  %  29)  le  tre  equazioni  [14]  si  ri- 
ducono ad  una  sola;  e  però  vi  sono  influiti  punti  come  S,  formanti  la 
retta  rappra<'entata  da  quella  equazione. 

Non  possono  annullarsi  insieme  aua^tCt^s,  altrimenti  le  a^^a^  — 
a\j  =  0,...  darebbero  «^,  =  0  0^3  =  0  a„  =  0,  onde  la  caratteristica 
di  A  diverrebbe  0. 

Sia  dunque  ^^#=0.  Allora  la  tk{po)  è  indipendente,  ma  ttjix)  e  (i{x) 
ne  differiscono  solo  per  un  fattore  costante. 

Inoltre  si  trova  &cilmente 

[26]        f(a?)  =  ^f*(a?)'=(a?y^  +  a?«^^  +  ^./^)*; 
e  quindi,  se  akk^O,  il  luogo  si  riduce  alla  retta  di  equazione 
[27]  f*(a?)  =  0    0    a:y^,+wya^,  +  xya^  =  0, 

contata  due  volte.  Dunque:  se  la  caratteristica  del  discriminante  A 
è  ij  la  forma  ((x)  è  il  quadrato  di  una  forma  lineare,  e  quindi 
il  luogo  di  2""  ordine  di  equazione  f(a?)  =  0  si  riduce  ad  una  retta 
contata  due  volte,  che  dicesi  retta  doppia. 

Ogni  punto  di  questa  retta  è  coniugato  con  ciascun  punto  del 
piano,  ed  ogni  altro  punto  del  piano  ha  per  polare  questa  retta. 
Ogni  retta  del  piano  ha  per  poli  tutti  i  punti  della  retta  doppia,  ed 
è  tangente  in  quello  dove  la  incontra.  La  F(u)  =  0  é  soddisfatta  da 
ogni  retta  del  piano. 

É  utile  osservare  che,  affinchè  A  abbia  caratteristica  1,  basta  sup- 
porre nulli  tre  degli  ì4|,...ì4„...  convenientemente  scelti  {App.  §  17), 
per  esempio  Akh  A»  Ahk, 
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IfwUuppi  piani  di  2^  grado  -  Classe. 

94k.  Le  proprietà  e  le  forinole  che  abbiamo  esposte  intorno  ai  luoghi 
di  2*  grado  hanno  le  loro  duali  rispetto  agli  inviluppi  di  2""  grado. 
Siccome  i  ragionamenti  e  i  calcoli  relativi  ai  luoghi  si  applicano  agli 
inviluppi  mediante  lo  scambio  delle  parole  «  punto  »  e  «  retta  »  e 
delle  loro  coordinate,  cosi  noi  non  istaremo  a  ripeterli,  ma  ci  limite- 
remo a  notare  i  risultati  principali. 

Un  inviluppo  piano  di  2^  grado  è  Y  insieme  delle  rette  del  piano, 
le  cui  coordinate  projettive  (o  in  particolare  plùckeriane)  u  v  soddi- 
sfanno ad  un'equazione  di  2"*  grado 

aw»  +  ìfuv  +  CV*  +du  +  ev  +  f=0, 

ove  i  coefficienti  ab  e  de  f  sono  reali  e  finiti  (§  1). 

L*inviluppo  è  individuato  dai  rapporti  di  cinque  coefficienti  al  sesto; 
tali  rapporti  possono  chiamarsi  coordinate  delT  inviluppo,  e  i  sei  coef- 
ficienti stessi  coordinate  omogenee. 

Cinque  equazioni  omogenee  fra  i  coefllcienti  determinano  un  invi- 
luppo di  2""  grado. 

Cinque  rette  fnd^iduano  un  inviluppo  di  8^  grado  (§  2). 

Un  inviluppo  di  2^  grado  può  venir  generato  come  inviluppo  della 
retta  che  unisce  due  punti  corrispondenti  variabili  di  due  punteg- 
giate  omografiche  esistenti  in  due  rette  di  esso  (§  9). 

Le  rette,  che  uniscono  i  vet^iici  opposti  di  un  esalatero  semplice 
formato  da  sei  rette  qiuilunque  di  un  inviluppo  di  2^  grado,  con- 
corrono in  un  punto  (§  10):  teorema  di  Brianchon. 

L'inviluppo  delle  rette  aventi  da  un  dato  punto  di  coordinate  car- 
tesiane (a  p)  una  data  distanza  R  ha  in  coordinate  plùckeriane  Te- 
quazione 

(au  +  pt?  +  !)•  sen'ui  =  R\u*  -f  t?*  —  2uv  cosiu), 

e  però  è  di  2<'  grado.  Esso  è  T  insieme  delle  tangenti  al  circolo  di 
centro  (a  p)  e  raggio  R{%  3). 

Una  coppia  di  punti  costituisce  un  particolare  inviluppo  di  2* 
grado  (§  4). 

Le  equazioni 

XV  +  mV  =  1,    X*tt«  — fiV  =  i,    vt?»  =  4w 
rappresentano  particolari  inviluppi  di  2*  grado  (§  5,  6,  7). 


Digitized  by  VjOOQiC 


250  Gap.  XIV  -  §  25 

S5.  Usando  coordinate  omogenee  u^u^u^  di  rette,  le  equazioni 
degl'inviluppi  di  1*"  2^...  grado  divengono  omogenee: 

«1  ^4  +  «!<*,  + «8  «*3  =  0 

f (««)  —^^hp UkUp  =  0  (/i, p  =  1, 2, 3  ;  afcp  =  a^O 


Non  è  necessario  fermarsi  a  definire  le  derivate  e  il  discriminante 
della  forma  quadratica  f(u),  nò  a  trascrivere  le  varie  identità  cui 
danno  origine,  bastando  mutare  x  in  u  nelle  formole  del  §  11  e  se- 
guenti. 

Un  inviluppo  di  grado  n  ha  Xi  rette  passanti  per  un  punto  dato; 
perciò  n  si  dice  la  classe  dell'inviluppo  (§  14). 

Un  inviluppo  di  2^  grado  ha  due  rette  passanti  per  un  punto 
dato,  ossia  è  di  ^  classe.  Le  due  rette  possono  essere  reali  e  distinte, 
reali  e  coincidenti,  complesse-coniugate. 

Se  r(u^  u^  u^  r'(u\  u\  u'^  sono  due  rette  del  piano,  una  retta  del 
fascio  da  esse  individuato  ha  coordinate  del  tipo  Xw,  +  ixu\,  Xw,  +  |lim',, 
XWg  +  jLiw'j,  ed  appartiene  all'inviluppo  se  (§  15) 

ti]  f(«)(-i)+2f(;,)-^+f(u')=o. 

Se  ^4=0,  ogni  retta  r'  dell'inviluppo  di  2^  classe  di  equazione 
f  (w)  =  0  contiene  il  punto  di  equazione 

m  f(:)=o. 

pel  quale  passano  dice  rette  reali  e  coincidenti  dell'inviluppo  (§  16). 
Su  ogni  retta  r'  del  piano  esistono  due  punti  per  cui  passano 
du^  rette  coincidenti  dell'inviluppo,  e  la  loro  equazione  è  (§  17) 

[3]  f(u)f(u')-f(;;.)=0. 

E  per  un  punto  {x^^  a?,  x^  passano  due  rette  reali  e  distinte,  o  reali 
e  coincidenti,  o  complesse-coniugate  dell'inviluppo,  secondo  che  (§  15) 

[4]  F(x)  =  ZAkpXMXp<=i>0 
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F{x)  =0  è  Tequazione  di  un  luogo  dì  2**  grado  o  conica;  e  l'invi- 
luppo delle  tangenti  di  questa  conica  avrà  per  equazione  la  forma 
reciproca  di  F(x)  eguagliata  a  zero  (§  15).  Ora  la  forma  reciproca  di 
F(a?)  è  A((u);  dunque,  se  A4=«0,  l'inviluppo  richiesto  ha  per  equa- 
zione f(u)  =  0,  ossia  è  lo  stesso  inviluppo  proposto.  In  altri  termini: 
se  ^4=0,  le  equazioni  {(u)  =  0  P(fl?)=0  rappr^esentano  una  stessa 
conica,  runa  come  inviluppo  e  Vallra  come  luogo. 

In  conseguenza  :  qu^l  punto  di  una  retta  delV  inviluppo  di  equa- 
zione f  (w)  =  0,  per  cui  passano  due  rette  reali  e  coincidenti  dell'in- 
viluppo,  è  il  punto  di  contatto  di  quella  retta  col  luogo  di  equazione 
F(a?)  =  0. 

Sette  caniìigate  -  Sistema  polare. 


^•.  Per  ogni  punto  P  paesano  infinite  coppie  r  p'  di  rette,  armo- 
niche  rispetto  alle  due  rette  delV  inviluppo  passanti  per  il  punto,  e 
quindi  formanti  un'involuzione  avente  per  rette  doppie  le  dìie  rette 
delVinvUuppo  passanti  per  il  punto  \  p 

P.  Esse  rette  r  r'  si  dicono  coniugate     

(o  reciproche  o  arm^onìche)  rispetto 
airinviluppo  (§  18). 

La  condizione  di  conitelo  di  dt^e 
rette  r  r'  è 


m 


'W=»' 


Giusta  una  nota  proprietà  (X,  15)  delle  involuzioni  di  rette:  per 
ogni  punto  passa,  in  generale,  una  coppia  di  rette  coniugate  e  per- 
pendicolari. Le  diremo  rette  principali  per  quel  punto. 

Quando  A=\=^0,  se  t^  è  fissa  ed  r  varia  restandole  coniugata,  r  de- 
scrive un  fascio  intomo  al  punto  P'  di  equazione  f  (  **,]==  0  (§  19). 
Questo  punto  ha  per  coordinate 


[8]  x\  =  f,{u^ 

e  si  ha  viceversa: 


of,  =  U(u')       x\  =  fs(u'); 


m 


u',  =  ^F,(af)       w',  =  i-F,G^)        u',  =  ^F,(af). 
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Insomma,  la  corrispondenza  fra  una  retta  mobile  del  piano  e  il 
punto  comune  alle  sue  coniugate  è  una  correlazione  reciproca  od  in- 
volutoria,  ossia  un  sistema  polare  (§§  20  e  21);  e  questo  sistema  de- 
finiremo come  r  inviluppo  stesso,  quando  l'equazione  di  2®  grado 
t{u)  =  0  non  è  soddisfatta  da  rette  reali. 

Del  resto,  è  evidente  che  u\  u\  u\  non  sono  altro  se  non  le  coor- 
dinate della  polare  di  P' rispetto  al  luogo  F(ir)  =  0;vale  a  dire  che, 
se  la  conica  si  considera  come  luogo,  rispetto  a  questo  luogo  P'  e  r' 
sono  polo  e  polare.  Dunque:  perchè  due  rette  siano  coniugate  rispetto 
ad  una  conica,  è  necessario  e  sufficiente  che  una  passi  per  il  polo 
deWaltra  (e  quindi  viceversa). 

Cosi  una  tangente  ha  per  coniugate  tutte  le  rette  che  passano  pel 
punto  di  contatto  O* 

Criteri  per  la  posizione  di  un  punto  o  di  una  retta 
rispetto  a  una  conica. 

V9.  Un  punto  (a?^  rr,  x^  è  esterno  o  interno  (§  17)  alla  conica  di 
equazione  f(a?)  =  0,  secondochè  per  esso  passano  due  rette  reali  e 
distinte  o  complesso-coniugate  dell* inviluppo:  e  siccome  questo  invi- 
luppo ha  Tequazione  F(t«)=0,  e  la  forma  reciproca  di  F(u)  è  Ai{x\ 
se  ^«4=0;  cosi  sarà  rispettivamente  ^f(a?)<o>0.  Dunque:  se  A^Q 
un  punto  {x^  x^  x^  è  estemo  o  intemo  alla  conica  di  equazione 
f(a?)  =  0,  secondochè 
[5]  At  (x)<o>0. 

Or  si  osservi  che  {^\x^  +  ^x^^,,.,)  difiTerisce  dal  1**  membro  della [1] 
§  15  pel  fattore  positivo  jli*;  e  siccome  quando  le  radici  di  questa 
equazione  sono  complesse  il  suo  1*"  membro  prende  il  segno  del  suo 
l'^  coefficiente  {(x)  per  ogni  valore  reale  di  X  :  jn,  mentre  quando  le 
radici  sono  reali  prende  il  segno  di  f(x)  o  l'opposto  secondochè  X  :  ix  non 
cade  o  cade  fra  le  due  radici;  cosi  concludiamo  che:  se  A=^0,  sopra 
ogni  retta  secante  una  conica  reale  di  equazione  f(x)  =^0  la  conica 


{*)  Nel  sistema  polare  cui  dà  luogo  una  conica,  ai  punti  di  un  luogo  corri- 
spondono le  rette  di  un  inviluppo,  e  l'ordine  dell'uno  è  eguale  alla  classe  del- 
l'altro. Ai  punti  di  una  conica  corrispondono  le  tangenti  di  una  conica,  e 
viceversa.  A  due  punti  o  rette  coniugate  rispetto  ad  una  conica  corrispondono 
due  rette  o  punti  coniugati  rispetto  alla  conica  corrispondente;  ad  un  punto 
ed  alla  sua  polare  rispetto  ad  una  conica  corrispondono  inversamente  una  retta 
ed  il  suo  polo  rispetto  alla  conica  corrispondente.  Ai  punti  della  conica  pro- 
posta corrispondono  le  tangenti  in  essi,  e  viceversa. 
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separa  dite  segmenti,  Vuno  composto  di  punti  intemi  e  Valtro  di 
punii  esterni  aUa  conica;  mentre  su  una  retta  esterna  i punti  sono 
tutti  estemi  (non  interni,  che  le  tangenti  della  conica  secano  la  retta 
in  punti,  i  quali  certamente  sono  esterni);  e  su  una  retta  tangente 
i  punti  sono  tutti  estemi,  eccetto  il  punto  di  contatto,  che  può  con^ 
siderarsi  come  intersezione  di  dice  tangenti  reali  coincidenti. 

Insomma:  una  conica  luogo,  sé  è  reale  e  non  degenere,  divide  il 
piano  in  due  regioni,  quella  dei  punti  intemi  e  quella  degli  estemi; 
mentre  per  una  conica  imaginaria  ogni  retta  del  piano  è  estema 
ed  ogni  punto  è  intemo, 

È  poi  chiaro  che:  due  punti  conit^gati  rispetto  a  una  conica  reale 
e  non  degenere  sono  uno  estemo  e  uno  intemo,  se  la  loro  retta  è 
secante;  amòedice  estemi,  se  la  loro  retta  è  estema;  uno  estemo  e 
uno  sulla  conica,  se  la  loro  retta  è  tangente. 

Dualmente:  una  retta  {u^  u^u^  è  secante  o  estema  alla  conica  di 
equazione  f(w)  =  0,  secondochè 

[6]  ^f(w)<o>0. 

In  ogni  fascio  di  centro  estemo  alla  conica  reale  non  degenere 
di  equazione  f(w)  =  0,  le  due  rette  tangenti  alla  conica  determinano 
due  coppie  di  angoli  opposti  al  vertice,  runa  contenente  le  rette  se- 
canti e  V altra  le  esteme;  mentre  in  un  faccio  di  centro  intemo  le 
rette  sono  tutte  secanti. 

Due  rette  coniugate  sono  una  secante  e  Valtra  estema  o  ambedue 
secanti,  secondochè  il  punto  comune  è  estemo  o  intemo  alla  conica. 

E  cosi  via. 

Coppia  di  punti. 

«S.  Se  la  caratteristica  di  A  è  2,  la  f  (w)  è  il  prodotto  di  dice  di- 
stinte  forme  lineari,  e  t'inviluppo  degenera  in  due  punti  (cioè  in 
due  fasci  di  rette),  e  il  luogo  si  riduce  alla  retta  dei  due  punti  con- 
tata due  volte  (retta  doppia)  (§  22). 

Se  la  caratteristica  di  A  è  i,  la  f  (w)  è  il  quadrato  di  una  forma 
lineare,  e  l'inviluppo  degenera  in  un  punto  contato  due  volte  (punto 
doppio).  Il  luogo  è  indeterminato  (§  23). 

Triangoli  coniugati. 

99.  Dato  un  triangolo  p'p"P'"  nel  piano  di  una  conica,  le  polari 
dei  suoi  vertici,  r'  r"  r"',  costituiscono  un  altro  triangolo  (o  trilatero) 
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t't^'t'".  Viceversa:  i  vertici  del  2*  sono  i  poli  dei  lati  del  !•  (poiché, 
essendo  r'  e  r"  polari  di  P'  e  P",  sarà  il  punto  r'r''  polo  della  retta 
P'P",  e  cosi  vìa).  E  i  due  triangoli  o  trilateri  si  dicono  coniugati  (l'uno 
airaltro)  rispetto  alla  conica. 

Z)i^  triangoli  coniugati  sono  in  omologia',  vale  a  dire:  le  tre  rette 
che  uniscono  i  vertici  dell'uno  a  quelli  delValtro  {T'  con  r'V",  P" 
con  r'"r',  P'"  con  r'r")  concorrono  in  un  medesimo  punto  (centro 
di  omologia),  e  i  tre  punti  d'intersezione  dei  lati  delVuno  con  quelli 
delValtro  (cioè  i  punti  ove  le  P'P"  p"p'"  P'"P'  secano  rispettivamente 
le  r'^Vr")  sono  in  una  medesima  retta  (asse  di  omologia),  e  quel 
punto  di  concorso  è  il  polo  di  questa  retta. 

Infatti,  le  equazioni  delle  r'  r"  p"',  polari  di  P'  P"  P"',  sono 

^(J)=«    f (;')=«    f(;.)=o; 

e  però  la  retta  (P',  p''r'")  ha  l'equazione 

e  similmente  le  equazioni  delle  rette  (P",  r"V)  e  (P'",  r'r")  sono 

Or  le  tre  ultime  equazioni  sommate  membro  a  membro  danno  una 
identità,  sicché  ciascuna  è  combinazione  lineare  delle  altre  due; 
adunque  le  tre  rette  che  esse  rappresentano  concorrono  in  un  pnnto. 

Inoltre,  essendo  r"p'"  polo  della  p"p'"  e  P'  polo  della  r',  sarà  la 
retta  (P',pV")  polare  del  punto  (r',  P"P'");  e  similmente  la  retta 
(P",  p'V)  sarà  polare  del  punto  (r",  P"P'),  e  la  retta  (P'",  rV)  po- 
lare del  punto  (r"',  F'P").  Ma  quelle  tre  rette  concorrono  in  un  punto; 
dunque  questi  tre  punti  sono  in  una  retta,  che  sarà  la  polare  di  quel 
punto. 

Diciamo  un  poligono  iscritto  in  un  luogo  se  ha  per  vertici  punti 
del  luogo,  e  circoscritto  al  luogo  se  ha  per  lati  tangenti  del  luogo. 

Quindi  segue  dal  teorema  precedente  che:  un  triangolo  iscritto  in 
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una  conica,  e  il  triangolo  circoscritto  formato  dalle  tangenti  nei 
vertici  del  primo,  sono  omologici  (perchè  coniugati). 

Un  punto  P',  più  due  punti  P^'  P'"  presi 
sulla  polare  di  P'  e  coniugati  fra  loro, 
costituiscono  una  terna  di  punti  mutua- 
mente coniugati  rispetto  alla  conica. 

Nel  triangolo  p'p"p'"  ciascun  vertice 
è  polo  del  lato  opposto,  vale  a  dire  che 
il  triangolo  ha  per  coniugato  sé  stesso  ri- 
spetto alla  conica,  e  perciò  lo  diremo 
autoconiugato. 

Ancora:  una  retta,  e  due  rette  coniugate  fra  loro  condotte  pel  polo 
dì  essa,  costituiscono  una  terna  di  rette  mutuamente  coniugate:  un 
trilatero  autoconiicgato. 

I  lati  di  un  triangolo  autoconiugato  formano  un  trilatero  autoconiu- 
gato, e  viceversa.  Vi  sono  oo*  triangoli  o  trilateri  autoconiugati. 

È  facile  assicurarsi  che  due  dei  tre  lati  secano  la  conica  (se  reale), 
e  due  dei  tre  vertici  sono  esterni.  Inoltre  le  rette  che  uniscono  ciascun 
vertice  ai  punti  ove  il  lato  opposto  seca  la  conica,  sono  le  tangenti 
che  si  possono  condurre  per  quel  vertice. 

Se  un  quadrangolo  completo  ha  per  vertici  quattro  punii  della 
conica,  il  suo  triangolo  diagonale  sarà  autoconiugato;  poiché  ciascun 
lato  del  triangolo  divìde  armonicamente  (V,  31)  quei  due  lati  del 
quadrangolo  che  passano  pel  vertice  opposto  al  lato  medesimo,  e 
quindi  contiene  due  punti  coniugati  di  questo  vertice,  che  è  polare 
di  esso. 

Dualmente  :  se  un  quadrilatero  completo  ha  per  lati  quattro  tan- 
genti di  una  conica,  U  suo  trilatero  diagonale  sarà  autoconiugato. 


Punti  e  tangenti  comuni  a  due  coniche. 
SO.  Siano 

t(oc)  =  Va^pO?*  a!p  =  0,      V{x)  =  Va'^p^r»  a7p  ==  0 

Ap  hp 

le  equazioni  di  due  luoghi  di  2"*  ordine.  I  punti  comuni  ai  due  luoghi 
sono  quelli  le  cui  coordinate  soddisfanno  simultaneamente  le  due 
equazioni;  e  siccome  è  noto  che  due  equazioni  di  2"*  grado  omogenee 
in  Xf^x^x^  ammettono  in  generale  4  soluzioni,  cioè  4  coppie  di  va- 
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lori  di  x^ix^  e  ^,  : x^  che  le  soddisfanno  entrambe;  cori  due  coniche 
in  un  piano  hanno  in  generale  quattro  punti  comuni. 

Senonchè  le  4  soluzioni  possono  essere  tutte  reali,  o  2  reali  e 
2  complesso-coniugate,  o  tutte  complesse,  delle  quali  2  coniugate  ed 
altre  2  del  pari  ;  e  inoltre  possono  essere  tutte  distinte,  od  alcune  o 
tutte  coincidenti.  Quindi  i  punti  comuni  a  due  coniche  possono  pre- 
sentare i  seguenti  casi: 

4  punti  distinti:  o  tutti  reali,  o  2  reali  e  2  complessi-coniugati, 
o  2  complessi-coniugati  e  gli  altri  2  del  pari. 

2  punti  coincidenti  e  2  distinti:  i  due  primi  reali,  e  gli  altri  2 
0  reali  e  distinti  o  complessi-coniugati  (contatto  di  i^  ordine). 

3  punti  coincidenti  reali  e  un  altro  reale  (contatto  di  S"  ordine 
od  osculazione). 

4  punti  coincidenti  reali  (conlatto  di  3*  ordine). 

2  punti  coincidenti  ed  altri  due  coincidenti  (doppio  contatto); 
nel  guai  caso  i  due  punti  distinti  cosi  ottenuti  possono  esser  reali  o 
complessi-coniugati. 

Che  se  le  due  coniche  avessero  più  di  4  punti  comuni,  o  coincide- 
rebbero, 0  si  scinderebbero  in  coppie  di  rette  con  una  retta  comune. 

I  quattro  punti,  in  generale,  sono  vertici  di  un  quadrangolo  comr 
pleto;  le  tre  coppie  di  rette  che  passano  per  essi  ne  sono  le  coppie  di 
lati  opposti,  e  diconsi  assi  di  sintosi  per  le  due  coniche;  i  tre  punti 
comuni  alle  singole  coppie  ne  sono  i  punti  diagonali. 

II  triangolo  dei  punti  diagonali  è  autoconiugato  rispetto  ad  en^ 
trambe  le  coniche.  Ed  è  in  generale  il  solo;  poiché  ciascun  vertice 
di  un  triangolo  autoconiugato,  unito  a  uno  dei  punti  comuni  alle  due 
coniche,  dà  una  retta  che  deve  incontrar  queste  di  nuovo  in  uno 
stesso  punto  (*). 

Gli  elementi  del  quadrangolo  e  del  triangolo  possono  esser  non  tutti 
reali  e  non  tutti  distinti.  Ck)sl:se  due  vertici  sono  complessi-coniugati, 
il  lato  che  individuano  è  reale;  se  due  lati  sono  complessi-coniugati, 
il  vertice  comune  è  reale;  e  se  due  vertici  del  quadrangolo  coinci- 
dono, il  lato  che  individuano  è  tangente  alle  due  coniche. 

Se  le  due  coniche  hanno  doppio  contatto,  vi  sono  co  triangoli  au» 
toconiugati  comuni;  poiché  la  retta  dei  due  punti  di  contatto  ha  un 
medesimo  polo  rispetto  alle  due  coniche,  e  però  ogni  triangolo  avente 
per  un  vertice  questo  polo,  e  per  altri  due  vertici  due  punti  di  quella 


(*)  Inoltre,  le  tangenti  a  una  delle  coniche  in  due  dei  pnnti  comuni  si  secano 
su  quel  lato  del  triangolo  diagonale  che  è  opposto  al  vertice  allineato  coi 
due  punti. 
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retta  armonici  coi  due  di  contatto,  è  autoconiugato;  né  ve  ne  ha 
altri. 

Analogamente  a  qaanto  si  è  detto  per  due  luoghi  di  2*  ordine,  si 
dimostra  che  :  due  luoghi  degli  ordini  nn'  in  un  piano  hanno  nM' 
punii  comuni. 

SI.  Dualmente  a  quanto  si  è  ora  detto  per  due  coniche  luoghi, 
abbiamo:  due  coniche  come  inviluppi  hanno,  in  generale,  quattro 
rette  tangenti  comuni.  Queste  rette  formano  un  quadrilatero  com- 
pleto, U  cui  trilatero  diagonale  è  Vunico  autoconiugato  per  entrambe 
le  coniche.  Se  due  delle  rette  coincidono  in  una,  questa  passa  per  un 
punto  comune  alle  due  coniche  ed  ivi  è  tangente  ad  entrambe.  Se  lo 
stesso  è  delle  altre  due  rette,  si  ricade  nel  caso  del  doppio  contatto  (*). 

Sistemi  lineari  di  coniche. 

99.  In  un  piano  dicesi  sistema  lineare  semplice  di  luoghi  di  2""  or- 
dine, od  anche  fascio  di  coniche ,  un  insieme  di  oo  coniche,  le  cui 
equazioni  possano  ridursi  alla  forma 

Xf(a?)+Vf(a?)  =  0, 

ove  {(x)  =  0  r(a;)  =  0  sono  le  equazioni  di  due  assegnate  coniche 
come  luoghi,  e  X  V  due  numeri  arbitrari;  cosicché  Tequazione  dipende 
dal  parametro  X  :  X'. 

Per  X=4=0e  V  =  0,  siha  f(a7)  =  0;  per  X  =  OeX'H=0,siha  f'(a?)=0. 

La  conica  passa  pel  punto  {ccfiptf^^  se  Xf(a?')  +  X'f(a/)  =  0,  e  la 
sua  equazione  è 


t{x)    V{x) 


=  0    ovvero    t{x)V{x')  —  t{x^V{m)  =  Q. 


Tutte  le  coniche  del  &scio  hanno  evidentemente  in  comune  i  punti 
comuni  alle  due  f(a?)  =  0  f(a;)  =  0,  i  quali  si  dicono  punti-base  del 
fàscio. 

Dunque:  due  coniche  in  tm  piano  determinano  un  fascio  di  co- 
niche;  queste  hanno  tutte  in  comune  gli  stessi  quattro  punti  (fra 
reali  e  non,  distinti  e  non),  ossia  sono  circoscritte  a  un  quadran- 
golo ;  un  punto  arbitrario  del  piano  individua  una  conica  del  fascio. 


(*)  Qui  ha  Inogo  il  duale  della  nota  precedente. 

S.  D'Otidio,  Qtomtkria  anàliUoa.  17 
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Essendo 

ftp 

la  condizione  perchò  una  conica  dei  fascio  sia  tangente  a  una  retta 
data  (u^  u,  u^)  è  (§  15) 

v-i  I  Xakp  +  Va'fcp    Xa»,  +  X'a'k^ 
^|Xa»p  +  X'a'»p    Xa»,  +  Va'», 

equazione  di  2^  grado  in  X  :  X',  che  fornisce  due  valori  per  X  :  X',  e 
quindi  determina  due  coniche  del  fascio. 

Dunque:  in  un  fascio  di  coniche  ve  ne  sono  due  tangenti  a  una 
data  retta. 

Le  tre  coppie  di  lati  del  quadrangolo  dei  quattro  punti-base  del 
fascio  sono  le  tre  coniche  degeneri  del  fascio. 

Per  ottenere  le  loro  equazioni,  si  eguagli  a  zero  il  discriminante 
di  \X{x)  +  VV{x\  e  si  avrà  una  equazione  di  3""  grado  in  X  :  X',  le  cui 
tre  radici  determineranno  le  tre  coniche  degeneri. 

Sistema  lineare  doppio  di  luoghi  di  2^  ordine,  o  rete  di  coniche,  è 
un  insieme  di  cx)*  coniche,  le  cui  equazioni  possano  ridursi  alla  forma 

U{x)  4-  VV{x)  +  X"f '(a?)  =0, 

ove  f(a;)=0  f(;r)=:0  V\x)=zQ  sono  le  equazioni  di  tre  assegnate 
coniche  del  piano  e  XX'X"  tre  numeri  arbitrari;  cosicché  Tequazione 
dipende  da  due  parametri  X  :  X^',  X'  :  X''. 

Due  punti  individuano  una  conica  della  rete. 

Una  rete  particolare  è  1*  insieme  delle  coniche  passanti  per  tre  punti 
fissi,  cioè  circoscritte  ad  un  triangolo. 

33.  Dualmente:  sistema  lineare  semplice  d'inviluppi  di  2*  classe, 
0  schiera  di  coniche,  è  un  insieme  di  oo  coniche,  le  cui  equazioni 
possano  ridursi  alla  forma 

Xf(w)  +  Vf(w)  =  0. 

Due  coniche  determinano  una  schiera  ;  le  coniche  di  una  schiera 
hanno  tutte  quattro  tangenti  comuni;  una  retta  data  come  tangente 
individua  una  conica  della  schiera;  per  un  punto  dato  paesano  due 
coniche  della  schiera;  tre  coniche  della  schiera  degenerano  in  coppie 
di  punti. 
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Sistema  lineare  doppio  d'inviluppi  di  2*  classe,  o  tessuto  di  co- 
niche, è  il  duale  della  rete.  Tarò,  in  particolare,  il  sistema  delle  co- 
niche tangenti  a  tre  rette  fisse  del  piano,  cioè  iscritte  in  un  trilatero. 


Cenno  sui  luoghi  e  inviluppi  di  2^  grado  nella  stella. 

34.  Un'equazione  fra  le  coordinate  projettive  dì  una  retta  variabile 
in  una  stella  è  soddisfatta  da  infinite  rette  della  stella,  il  luogo  delle 
quali  è  un  cono.  Se  Tequazione  ò  di  grado  n,  il  cono  dicesi  di  grado  n. 

Del  pari,  un'equazione  (hi  le  coordinate  projettive  di  un  piano  va- 
riabile in  una  stella  è  soddisfatta  da  infiniti  plani  della  stella,  costi- 
tuenti un  inviluppo.  Se  l'equazione  è  di  grado  n,  l'inviluppo  dicesi  di 
ffrado  n. 

Lasciamo  al  lettore  la  cura  di  svolgere  la  teoria  dei  luoghi  ed  in- 
viluppi di  2*  grado  in  una  stella,  applicando  le  considerazioni  e  le 
formolo  già  esposte  intomo  ai  luoghi  e  inviluppi  di  2''  grado  nel 
piano. 

Se  anzi  si  rifiette  che  le  coordinate  projettive  dei  punti  e  delle  rette 
di  un  piano  possono  assumersi  eguali  alle  coordinate  projettive  di 
quelle  rette  e  di  quei  piani  dì  una  stella  che  projettano  rispettiva- 
mente dal  centro  della  stella  quei  punti  e  quelle  rette,  si  vede  che 
una  stessa  equazione  può  servire  per  rappresentare  cosi  una  conica 
come  il  cono  di  2*  grado  che  la  projetta. 

La  teoria  delle  coniche  rimonta  ai  geometri  greci.  In  Apollonio  Pbboio  {Conica, 
247  a.  Cr.)  già  si  trovava  il  fondamento  della  teoria  dei  poli  e  polari,  che  fìi 
poi  stabilita  da  Delàhibb  {Sectiones  conicae  etc.,  1685). 

Zbuthbn  (Geschichte  der  Mathematik  in  Alterthum  und  MiUdaUer)  pensa  che 
le  coniche  farono  dai  greci  studiate  prima  nel  piano  come  luoghi  serventi  alla 
costruzione  dei  problemi  solidi  (di  8*"  grado),  e  poscia  furono  da  essi  medesimi 
considerate  come  sezioni  del  cono  e  del  cilindro  retti. 

DBSABauBs  (BrouiUonrprojetf  1639)  introdusse  il  nome  involuzione;  stabilì  l'in- 
volnzione  delle  coppie  di  punti  coniugati  su  una  retta;  assimilò  una  coppia 
di  rette  a  una  conica;  scoprì  il  triangolo  autoconiugato  per  le  coniche  di  un 
fascio  0  di  una  schiera. 

Sbbvois  (AnnaHes  de  Oergonne,  1811)  e  Gbboonhb  (ib.,  1818)  usarono  rispetti- 
vamente i  nomi  polo  e  polare.  Il  secondo  formulò  la  legge  di  dualità  (ib.,  XYI) 
e  il  concetto  di  classe  (ib,,  XVIII). 

PoNCBLBT  stabilì  il  motodo  delle  polari-reeiproche  {Tratte  des  propriétés  prò- 
jedives,  282). 

PlQckbb  diede  una  base  analitica  alla  legge  di  dualità  mercè  le  coordinate 
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della  retta  nel  piano  (Entwickelungen  ecc.,  II).  Egli  provò  Tomologia  di  due 
triangoli  coniugati  {Joum,  Creile^  Y). 

Hnsi  introdoBse  la  denominatione  di  punti  coniugaH  rispetto  a  una  conica. 

A  Staudt  è  dovuta  la  definizione  di  conica  imaginaria  mediante  il  sistema 
polare. 

EssBcmo  1.  In  un  piano,  i  due  lati  di  un  triangolo  passino  per  tre  ponti 
fissi,  e  due  vertici  scorrano  su  due  rette  fisse  :  il  luogo  del  terso  vertice  è  una 
conica  (Maclauru).  E  dualmente. 

Es.  2.  Esaminare  le  modificazioni  del  teorema  dell*esagramma  di  Pascai., 
quando  più  vertici  vengano  a  coincidere.  E  dualmente   per  il  teorema  di 

BaiAHCBOH. 

Es.  8.  Se  due  triangoli  sono  omologici,  i  sei  punti  comuni  a  due  lati  non 
omologhi  sono  in  una  conica;  e  viceversa.  E  dualmente. 

Es.  4.  Se  Akh  >  0,  akk  e  au  non  sono  nulli  ed  hanno  lo  stesso  segno.  Se  ou 
e  ciu  non  sono  nulli  ed  hanno  segno  contrario,  Ahk  <  0. 

Se  ^  ^ 0  e  Akk "» 0,  è  pure  Akn  ^  0,  ^m'^  0;  se  inoltre  Am"^ 0,  ^k  e  Jui  non 
sono  nulli,  ma  hanno  lo  stesso  segno.  Che  se  jiti^sO,  è  nullo  Atat  o  Aii ,  p.  es. 
Au^^O:  ed  è  anche  Au^'O,  quando  a^,  aw,  au  non  sono  tutti  nulli. 

Es.  5.  Si  ha 


f(x')  «*•')-£ 


C^)'- 


0 

0 

*'. 

«ft 

x\ 

0 

0 

«". 

«", 

*", 

*'. 

*". 

^11 
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«1 
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An 

A» 

«J 

x% 

A» 

An 

An 

e  la  retta  P'P''  è  secante,  tangente,  esterna  alla  conica  f  (x)»0,  secondo  che 
il  determinante  è  negativo,  nullo  o  positivo. 
Si  ha  pure 


f(«')f(«")-f(;^„)-^ 


0 

0 

«/l 

A 

* 

0 
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«". 

"". 

u". 

«'l 

«". 

«Il 

«11 

OlJ 

«". 

•♦"l 

«M 

Un 

0» 

«/. 

«'. 

«M 

<ht 

Osi 

e  il  punto  p'p"  è  estemo  alla  conica  f(jp)  =  0|  o  sulla  conica,  o  intemo,  se- 
condo che  il  2*  membro  è  negativo,  nullo  o  positivo. 

Dualmente  per  la  conica  inviluppo. 

Es.  6.  L'equazione  della  coppia  di  punti  comuni  alla  retta  dei  punti  P  P'' 
ed  alla  conica  f(a?)aO  è 

i{t^)(x\u,  +  x\u^  +  x\u,f  +  £(«'')(«',«,  +  x\iH  +  x\u^f 


Digitized  by  VjOOQIC 


Gap.  XIV  -  §  34  261 


ossia 


f(0,  x\x\  -  «',«", ,   «',*",  -  a/,*",)  V  + . .  . 

e  dualmente.  Quindi  Tequazione  della  coppia  di  tangenti  condotte  dal  punto 
delle  rette  !<  r"  alla  conica  f(a?)  =  0  è 

ostia 

F(0,  i/.m".-!/,!.",,  «',«",-«',«',)«,•  +  ... 

e  dualmente. 

Eb.  7.  L*equazione  delie  tangenti  alla  conica  f(x)»sO  nei  suoi  punti  d*in- 
contro  con  la  retta  (ui  ug  M3) ,  e  Tequazione  dei  punti  di  contatto  delle  tangenti 
dal  punto  {x^x^x^,  sono  la  medesima 

f  (a?) F(u)  - ^(«jM,  +  a?8  ti,  +  a?8 wa)*  =  0  , 

secondo  che  sì  considera  come  variabile  il  punto  o  la  retta. 

Dualmente  per  la  conica  inviluppo. 

Es.  8.  L'equazione  della  conica  polare-reciproca  di  t{x)  «3  0  rispetto  alla 
q)(a:)=  0  è  F  |  <Pi  (a?),  <p,  (a?),  <Ps  (a:)  j  =0  ;  e  dualmente  per  gFinviluppi. 

Per  esempio  Xa^  +  My*— 1^0  ha  per  polare  reciproca  sé  stessa  rispetto  a 
^as*  +  My*  + 1  =  0;  e  viceversa. 

Es.  9.  I  due  birapporti  di  due  punti  P  P'  con  quelli  che  la  loro  retta  ha 
comuni  con  la  conica  f(a;)=0  sono  le  radici  deirequazione  in  p  : 


fWfM(P  +  l)^-4f(j)*p  =  0. 


E  dualmente. 

Es.  10.  Cinque  coppie  di  punti  coniugati  individuano  la  conica.  E  dualmente. 

Es.  11.  Dare  un  punto  e  la  tangente  in  esso  equivale  a  dare  due  punti,  cioè 
a  due  equazioni  lineari  omogenee  fra  i  coefficienti  deirequazione  della  conica. 

Es.  12.  Se  un  quadrilatero  completo  ha  due  coppie  di  vertici  opposti  coniu- 
gati rispetto  ad  una  conica,  lo  stesso  avviene  della  terza  coppia.  E  dualmente 
(Hbssb). 

Es.  13.  Se  sei  punti  (^tyi^i), .. .»  {^%y%si%ì  sono  su  una  conica,  è  soddisfatta 
la  relazione 

ai  (\xx  +  \kyx  +  vzif  + ...  +  a,(Xa;«  +  Ma:0  +  v«e)*=  0 

per  ogni  valore  di  X  |bi  v  e  per  convenienti  valori  di  a|...  a«;  e  viceversa. 
E  dualmente. 
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Es.  14.  Se  due  triangoli  sono  coniugati  rispetto  ad  una  conica,  una  conica 
passa  per  i  loro  vertici;  e  viceversa.  E  dualmente  (Stkinkr). 

Es.  15.  Detto  birapporto  di  quattro  punti  di  una  conica  quello  delle  rette 
che  li  projettano  da  un  punto  qualsiasi  «della  conica,  e  dualmente  per  le  tan- 
genti, sarà  il  birapporto  di  quattro  punti  della  conica  eguale  a  quello  delle 
tangenti  in  essi. 

Due  rette  coniugate  avranno  comuni  con  la  conica  due  coppie  di  punti  ar- 
moniche; e  dualmente. 

Es.  16.  Una  data  conica  si  può  considerare  come  corrispondente  a  un  cir- 
colo di  dato  raggio  in  un*omologia  avente  per  centro  un  punto  assegnato  del 
suo  piano. 

Es.  17.  Due  date  coniche  possono  sempre  considerarsi  come  corrispondenti 
in  un'omografia  (o  correlazione),  e  si  possono  scegliere  ad  arbitrio  come  cor- 
rispondenti tre  coppie  di  loro  punti  o  di  loro  tangenti  (o  di  punti  con  tangenti). 

Es.  18.  In  ogni  fascio  di  coniche,  una  è  tale  che  due  dati  punti  siano  coniu- 
gati rispetto  ad  essa;  due  sono  tali  che  due  date  rette  siano  coniugate  ri- 
spetto a  ciascuna  di  esse.  Dualmente  per  la  schiera  di  coniche. 

Es.  19.  Le  coniche  di  un  fascio  segnano  su  ogni  retta  coppie  di  punti  in 
involuzione  ;  e  questa  ha  per  punti  doppi  i  punti  dì  contatto  delle  due  coniche 
del  fascio  che  toccano  la  retta  (Desaboubs  e  Stubk).  Dualmente  per  la  schiera. 

Es.  20.  Le  polari  di  un  punto  rispetto  alle  coniche  di  un  fascio  formano 
un  fascio.  E  dualmente  per  la  schiera. 

Es.  21.  I  poli  di  una  retta  rispetto  alle  coniche  di  un  fascio  hanno  per  luogo 
una  conica.  E  dualmente  per  la  schiera. 

Es.  22.  Se  Zf  =  0 ,  If  =  0 ,  ^=0,  P=0  sono  le  equazioni  dei  lati  successivi 
di  un  quadrangolo  semplice,  Tequazione  di  una  conica  qualunque  circoscritta 
al  quadrangolo  ò  della  forma  \LN-\-nMP=^  0.  Essa  esprime  che  il  prodotto 
delle  distanze  di  un  punto  variabile  della  conica  da  due  lati  opposti  di  un 
quadrangolo  iscritto  serba  un  rapporto  costante  al  prodotto  delle  distanze  dagli 
altri  due  lati  (Pappo).  E  dualmente. 

Es.  23.  Le  equazioni  di  una  conica  (luogo  o  inviluppo)  circoscritta  al  trian- 
golo di  lati  («1  =  0,  asj  =  0 ,  a?s  =  0)  o  di  vertici  («1  =  0,  wt  =  0 ,  Wj  =  0)  sono 
della  forma 

«1  a^  «a  +  «8  3:3  a?!  +  as  «t  «k  =»  0, 

«I*  «1*  +  W  +  «8*  «I*  —  2  oi  oj  ui  «I  —  2  ai  03 1*1  U3  —  2at  as  U9  M3  =  0 , 

e  possono  ricevere  un*  interpretazione  geometrica  come  nelFEs.  22. 
Le  tangenti  nei  vertici  sono  os  X3  +  03  0^3  =  0,...,  le  quali  secano  i  lati  opposti 

Xé  jj^  <jj_ 

sulla  retta 1 1 — ^  =  0 ,  che  h  armonica  del  punto  (ai  a^  a^)  rispetto  al 

ai        at        as 

triangolo  ed  è  polare  del  medesimo  punto  rispetto  alla  conica. 
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Es.  24.  Le  equazioni  di  una  conica  iscritta  nel  triangolo  suddetto  sono  della 
forma 

a\^ 3c^  +  af ^ -\- Oz  x^  —  2ax(HXi^  —  ^OxO^x^x^  —  2ai 03 «a afa  =  0 ;    ecc.  ecc. 

Es.  25.  Le  equazioni  di  una  conica,  di  cui  :ri  =»  0 ,  a?!  =  0  siano  due  tangenti 
e  0:3  =  Ola  retta  dei  loro  punti  di  contatto,  oppure  ui  =  0,  U3  =  0  siano  due 
punti  e  tt3  =  0  Tintersezione  delle  relative  tangenti,  sono  della  forma 

2aa?ir2  +  Ix^  =  0,    26uitt,  +  «1*3*  =  0 , 

e  possono  ricevere  un'interpretazione  geometrica. 

Variando  a  :  ò ,  si  ha  un  fascio-schiera  di  coniche  bitangenti. 

Es.  26.  Le  equazioni  di  una  conica,  rispetto  a  cui  il  triangolo  («1=0,  iC2=0,  ir3==0) 
o  il  trilatero  (ui  =  0 ,  ut  ==  0 ,  U3  =  0)  sia  autoconiugato,  sono  della  forma  (ca- 
nonica) 

a,x,^+<HX^  +  a,x,'  =  ^,  ^'  +  ^%?^'.=  0. 

«1        «1        <h 

Loro  interpretazione  geometrica. 
Es.  27.  Le  seguenti  equazioni  rappresentano  coppie  di  rette  : 

ic«  +  3iry  — 2a;  =  0,       Sa;*  — 6«y  +  2y*  +3a;  — 2y  =  0, 
2aj*  — 2a-y  +  y«  +  2a:  +  l=r0,      a^  — 2ay +  y*  — 2«  +  2y —  8  =  0. 

Es.  28.  Il  luogo  di  un  punto  variabile  in  un  piano,  le  cui  coordinate  projet- 
fcive  omogenee  siano  funzioni  intere  di  2°  grado  di  un  parametro  variabile 
(od  anche  forme  quadratiche  di  due  variabili),  è  una  conica;  e  viceversa. 

Dualmente  per  gl'inviluppi. 

Es.  29.  In  due  piani  correlativi  sovrapposti,  la  conica  luogo  dei  punti  appar- 
tenenti alle  rette  corrispondenti  e  la  conica  inviluppo  di   queste  rette  sono  . 
tali,  che  a  ciascun  punto  della  1*  corrispondano  nei  due  piani  le  tangenti  da 
esso  condotte  alla  2*,  e   a  ciascuna  tangente  della  2*  i  due  punti  ove  essa 
seca  la  1*. 

Es.  30.  n  discriminante  di 

U(x)  +  X'f '(a?)  =  V  (Xafcp  +  \'a\p)  xhXp 

A\^  +  m»v  +  B'W^  +  A'y\ 
ove 

J  -  discr.  f  (a?) ,   A'  =  discr.  ^{x),    -B  =  /^  ^hp  a'hp ,     -S'  =  /^  «*p  ^  V- 

hp  ph 

Queste  quattro  quantità  sono  invarianti  di  f  (a:)  e  f  (a;),  d'indice  2  {App.  §  30). 
Es.  31.  Definire  e   studiare  i  sistemi  lineari  tripli ,  quadrupli  e  quintupli  di 
coniche,  a  complemento  dei  §§  32  e  33. 
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CAPITOLO  XV, 
Proprietà  diametrali  delle  coniche. 


Alcu/ne  formale. 

§  1.  Nello  studiare  le  coniche  noi  abbiamo  sinora  adoperato  coor* 
dinate  projettive,  poiché  le  proprietà  che  intendevamo  di  esporre 
erano  grafiche  o  di  posizione,  anzi  projettive.  Ora  intendiamo  di  esporre 
le  principali  proprietà  metriche,  nelle  quali  intervengono  i  concetti 
di  lunghezza,  angolo,  area  e  di  elementi  ali*  infinito.  A  tale  uopo  si 
prestano  meglio  le  coordinate  cartesiane  per  i  punti  e  le  pluckeriane 
per  le  rette. 

Scriveremo  Tequazione  di  un  luogo  piano  di  2^  ordine,  in  coordi- 
nate cartesiane  x  y  di  punti,  sotto  la  forma 

[1]    i{xyi)  =  a^^x^  +2a^^xy  +  a^^y*  +  2a^^  +  2a„y -f  a„ =0 , 

la  quale  differisce  da  quella  in  coordinate  omogenee  adoperata  pre- 
cedentemente per  essersi  preso  ^^  =  1  ed  inoltre  per  essersi  scritto  x 
invece  il  x^  e  y  invece  di  a?,. 

I  coefficienti  si  suppongono  tutti  reali. 

Alcuni  coefficienti  possono  essere  nulli,  ma  non  può  essere  simul- 
taneamente a^i  =  0,  0,2  =  0,  a^,  =  0,  altrimenti  il  luogo  sarebbe  di 
1**  grado. 

Sarà,  posto  a„  =  a4,,..., 

t^(a  y  1)  =  a^^x  +  a^^y  +  a^^ 
[2]  f,(a?  yi)  =  a^,x  +  a„y  +  0,3 

f,(a?  y  1)  =  a^,x  +  «3,1/  +  Oj, , 

[3j  t(xyi)  =  xtSxyi)+y{J,xyi)-\-U{xyi). 


Digitized  by  VjOOQiC 


Gap.  XV  .  §  i  265 

Le  t^{a  y  1)  tj^x  y  1)  sono  le  semiderivate  di  t{xyi)  rispetto  a  a?  e  t/> 
ma  tj^x  y  1)  non  fa  pia  TufiBcio  di  semiderivata,  e  suol  dirsi  trinomio 
complementare. 

La  condizione  perchè  due  punti  siano  coniugati  sarà 

[4]     f(^,J,J)=0    ossia  a?f,(a/i^'l)  +  y(,(a?'i/l)  +  f,(a?'y'l)  =  0; 

questa  sarà  anche  Tequazione  della  polare  del  punto  (a/f/),  e  diverrà 
Tequazione  della  tangente  nel  punto  {cc^y^)  quando  questo  punto  ap- 
parterrà alla  conica. 

L'equazione  complessiva  delle  tangenti  condotte  da  un  punto  {ocfy^) 
sarà 

[5]  f(^l/l)f(^l/l)-f(^,J.J)=0. 

L*equazione  della  conica  come  inviluppo,  in  coordinate  plìickeriane 
uv  ài  rette,  sarà 

[6]    P(t«t? i)  =  ^„t«»  +  2A,,wt?  +  ii„t?»  4- 2.4„w-h 2^3^  +  ^1,3  =  0, 

e  sarà 

Fi(w  r  1)  =  A^^u  +  A^jt?  +  ^„ 

m  ¥^{uvi)  =  A^,u  H-  ^tft?  4-^M 

¥^{uvi)  =  A^^u-\-A^^V'\-A^, 

[8]  P(wri)  =  wP,(wi?l)4-^F,(wt;i)  +  P8(ut?i). 

La  retta  {uv)  sarà  secante,  tangente,  esterna  alla  conica  secondo  che 

[9]  P(t«rl)<  =  >0. 

Il  punto  (xy)  sarà  estemo,  appartenente,  interno  alla  conica,  se- 
condo che 

[10]  ilf(a?i/l)<  =  >0. 

Le  coordinate  della  polare  del  punto  {afy')  saranno 
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Le  coordinate  del  polo  della  retta  (u'  v*)  saranno 

"■^^J  "^  ""  FVSV 1)  ^  —  F,(t/  f.'  1)  • 

e  la  condizione  perchè  due  rette  (u  v)  (u'  t/)  siano  coniugate  sarà 

[13]    f(]J,^J)=0  ossia  wP,(u't?'i)  +  t?P,(wVl)  +  P3(uVl)  =  0- 

È  focile  vedere  che  Tequazione  della  perpendicolare  condotta  dal 
punto  (a/  t/)  alla  polare  di  esso  ha  per  equazione 

ri4i       ^-^ — y-y' . 

^^  f,(a?'y'l)  — ft(x'y  l)co8ui   ""   f,(«'/l)  — £,(«'/ Dcosui   ' 

quando  il  punto  (x'y')  è  sulla  conica,  questa  equazione  rappresenta  la 
retta  perpendicolare  alla  tangente  nel  punto  di  contatto  {afy^),  cioè 
quella  che  dicesi  normale  alla  conica  nel  punto  {off/). 
In  assi  ortogonali 

Posto  n  =  senxr  :  senxy,  m  =  senyr  :  senyx,  per  un  punto  P'(ir'i/') 
della  retta  condotta  per  Torigine  0  nella  direzione  di  r  si  ha 

x'  :m  =  y'  :n  =  p, 

ove  p  =  OF.  Quindi  per  coordinate  cartesiane  omogenee  di  P'  si  pos- 
sono assumere  m,  n,  1  :  p,  e  pel  punto  air  in  finito  di  r,  m  n  0. 

L*equazione  complessiva  delle  tangenti  aventi  la  direzione  indivi- 
duata dal  rapporto  m:n  si  ricava  dalla  [9]  cap.  XIV  §  17  ponendovi 
mnO  invece  di  cd^af^od^  ed  a?|/l  invece  di  cCyXyX^\  e  si  ha 

[14']  f(mnO)  f(a;yl)-f  (^^J)  =0. 

Se  (ir  y)  e  (w  t?)  sono  polo  e  polare ,  si  avrà  (XIV,  §  21 ,  [13])  la 
relazione 

[15]  P(ut?l)  =  7tMf(a?yl), 

dove  ft'  è  un  numero  positivo. 
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FunM  alV  infinito  di  una  conica. 
Ellisse,  iperbole,  pareCbola. 

^.  La  retta  ali*  infinito  ha  per  coordinate  plùckeriane  ordinarie 
(0,0);  quindi  essa  sarà  secante,  tangente,  o  estema  alla  conica,  se- 
condo che  sia  F(0,  0, 1)  <=>0,  ossia  A^^  <=>0.  Altrimenti:  la  co- 
nica ha  due  punti  agl'infinito,  reali  e  distinti,  o  reali  e  coincidenti, 
o  complessi-coniugati;  e  ciò  secondo  che  nella  sita  equazione  car- 
tesiana t{osyì)  =  0  A^^=:a^fi^^  —  a^g*  è  negativo,  nuUo  o  positivo. 

Nel  !•  caso  la  conica  si  chiama  iperbole,  nel  2""  paràbola,  nel  3^  el- 
lisse  (•). 

Si  noti  che  ^33  dipende  dai  soli  coefficienti  dei  termini  di  2""  grado 
di  tixyi). 

Quando  -433>0  ossia  «u^t^^t»  onde  a44a23>0,  a^^  e  a^^  non  pos- 
sono annullarsi  ed  hanno  Io  stesso  segno. 

Quando  i438<0  ossia  a^^aii<a^^\  può  annullarsi  cosi  a^^  come  a,,, 
ma  in  tal  caso  non  si  annullerà  anche  a^,* 

Quando  ^33  =  0  ossia  <2|ta2,=:<2i3*,  se  si  annulla  aj^  0  a,,  si  an- 
nulla anche  a^g,  e  viceversa;  e  se  no  a^,  e  a^^  hanno  lo  stesso  segno, 

ed  anzi  si  possono  supporre  entrambi  positivi.  Allora  aiv=+/^ii^ti» 
e  la  t{xy  i)  prende  la  forma 

[16]  (x  j/o^  ±  y  /a^*  +  2a^^  +  2a^^y  +  «33  ; 

sicché  nella  equazione  della  parabola  i  termini  di  2^  grado  formano 
il  quadrato  di  una  forma  lineare. 

Per  brevità,  il  determinante  A33  può  chiamarsi  stuidiscriminante 
di  ({x  y  i).  Esso  veramente  è  il  discriminante  di 

f  (a?  2/  0)  =  an^?*  +  2a^^xy  +  a,, y\ 

Diametri. 

8.  Una  retta  ha  comuni  con  la  conica  due  punti  reali  od  imaginar!, 
il  cui  punto  di  mezzo  è  sempre  reale,  ed  ha  per  coniugato  sulla  retta 
il  punto  airinflnito.  Se  per  un  punto  dato  P  si  tira  la  parallela  alla 


(*)  Accenneremo  in  altro  luogo  la  proprietà  che  effettivamente  consigliò 
Tadozione  dei  nomi  :  iperbole,  parabola^  ellisse. 


Digitized  by  VjOOQ iC 


268 


Gap.  XV  -  §  3 


polare  di  esso,  su  questa  parallela  il  punto  P  avrà  per  coniugato  il 
punto  airtnfinito,  e  però  bisecherà  il  segmento  (corda)  che  la  curva 
taglia  da  quella  parallela. 

Adunque  :  per  ogni  punto  si  può  tirare  alla  conica  una  corda  che 
resti  in  esso  bisecata,  e  in  generale  una  sola. 

Tutte  le  rette  parallele  ad  una  stessa  r  hanno  in  comune  il  punto 
airinflnito  sulla  r;  quindi  la  retta  s  polare  di  questo  punto  airinfl- 

nlto  biseca  tutte  le  corde  che  la  curva 
intercetta  sulle  dette  parallele;  ovvero: 
U  luogo  dei  punti  medi  di  un  sistema 
. ,  di  corde  aventi  una  stessa  data  dire- 
zione  è  una  retta,  che  è  chiamata  perciò 
diametro. 

Questo  diametro  è  coniugato  con  le 
rette  di  quelle  corde,  e  perciò  dicesi 
coniugato  con  la  data  direzione. 
Le  polari  dei  punti  di  un  diametro  sono  parallele  fra  loro   e 
coniugate  con  esso. 

In  particolare  :  le  tangenti  nei  punti  comuni  a  un  diametro  ed 
alla  conica  sono  parallele  fra  loro  e  coniugate  con  esso. 

Pel  punto  airinflnito  di  r  le  coordinate  cartesiane  omogenee  sono 
m  n  0;  onde  scrivendo  l'equazione  della  polare  di  questo  punto  airin- 
finito,  si  trova  che  Inequazione  del  diametro  coniugato  con  la  dire- 
zione individuata  dal  rapporto  m:n  è 

[i7]  ^('Jno)=^^    0*^    m{,{xyi)+nU{xyi)  =  0, 


od  anche 

{a^^m■j^'a^,n)x  +  {a^^m  +  a^^n)v  +  (a^^m  +  ann)  =  0. 

In  particolare,  le  equazioni  dei  diametri  coniugati  con  gli  assi 
coordinati  x  e  y  sono 

[18]  U{povi)  =  a,^x-]ra^^v  +  a,^=0,  f,(^i/l)=a,4a?+a„y-f 0,3=0. 

ovvero  le  derivate  parziali  della  t{x  y  1)  eguagliate  a  zero. 
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Centro. 

41.  Tutu  i  diametri  passano  in  generale  per  un  medesimo  punto. 
Infatti  r  equazione  [17]  di  un  diametro  qualunque  prova  che  esso 
passa  per  il  punto  0  comune  ai  due  diametri  rappresentati  dalle  equa- 
zioni [18]. 

Le  coordinate  x^  y^  di  questo  punto  G  si  ricavano  da  queste  due 
equazioni  [18],  e  sono 


[19]  ^o  =  T^         2/o  = 


—         y  =^, 


Allo  stesso  si  perviene  osservando  che  i  diametri  s  •'...,  come  polari 
dei  punti  all'infinito,  passano  per  il  polo    J 
della  retta  airinflnito  ;  ora  le  coordinate 
di  questo  polo  sì  traggono  dalla  [12] 
ponendo  u  =  v^=  0,  e  cosi  si  ritrovano 
le  [19]. 

Viceversa,  ogni  retta  condotta  per  il       _, 

punto  C(a7o  I/o)  è  un  diametro;  poiché  \ 

la  sua  equazione  può  ricevere  la  forma  [17];  od  anche  perchè,  avendo 
il  polo  sulla  polare  di  C  (e  quindi  all'infinito),  biseca  le  corde  (paral- 
lele) dirette  a  quel  polo. 

Da  cotesto  premesse  s'inferisce  che  il  punto  C  comune  ai  diametri 
biseca  tutte  le  corde  passanti  per  esso;  e  però  è  centro  di  simmetria 
della  conica,  e  si  chiama  semplicemente  centro  della  conica  (*). 

Nella  ellisse  e  nella  iperlH>le  il  centro  è  reale,  unico  ed  al  finito; 
poiché  ^33=#0.  E  precisamente:  nell'ellisse  il  centro  è  irUemo  (vista 
che  la  sua  polare,  cioè  la  retta  all'infinito,  ha  comuni  con  la  curva 
punti  imaginar!),  e  nell'iperbole  è  estemo.  L'ellisse  e  l'iperbole  sono 
dette  coniche  a  centro  o  centrali. 

Rammentiamo  che  si  ha 

fil^ot/o  i)  =  «11^0+«l«l/0+«l8=0,    f,(^oyol)=«»1^0+«Myo+«t8=0,. 


(*)  L'equasdone  del  centro  è 

F,(«rl)-0, 
essendo  esso  il  polo  della  retta  all*infiiiito  (0,  0). 
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f(a?,  V«  1)  =  a;,  fj  (a?o  Vo  *)  +  V«  ft  («^o  l'o  *)  +  f»  (a^o  Vo  1) = fa  (a?o  V.  *  ). 
d'onde  per  le  [19] 

f  K  V,  1) = «..  5^ + ««  i  +  ''»»  =  '^'^"+'^^"'^'"'^^' 


ossia 
[20] 

Similmente 
[21] 


f(«oVol)  =  - 


■(;;J)='«('^«''«*)= 


Se  ^33=0  e  di  caratteristica  1,  e  se  al  tempo  stesso  la  matrice 

ha  la  caratteristica  2;  allora  i  due  diametri  [18], 
7  e  quindi  tutti,  sono  paralleli.  Dunque  tuUi  i  dia- 
^  metri  della  parabola  sono  paralleli. 

Può  dirsi  che  la  parabola  ha  un  centro  unico, 
reale ,  ma  all'infinito,  nel  quale  è  toccata  dalla 
M-'     retta  all'infinito. 
Il  rapporto  direttivo  dei  diametri  della  parabola  è  — a^^'.a^^.od 
anche  —  a,»  :  a^^ . 

Quando,  oltre  ad  essere  ^33  =  0,  la  detta  matrice  ha  la  caratte- 
ristica i ,  le  due  equazioni  [18]  si  riducono  ad  una.  Allora  vi  sono  infi- 
niti centri,  il  cui  luogo  è  la  retta  di  quella  equazione;  ed  è  chiaro  che 
il  luc^o  riducesi  a  due  rette  parallele  a  quella. 

Quando  la  detta  matrice  ha  la  caratteristica  0,  ogni  punto  del  piano 
può  dirsi  centro.  Allora  t(x  y  ì)  =  a^^  e  f  (^^  x^  x^)  =  a^^  x^\  onde  il 
luogo  si  riduce  alla  retta  airinfinito  x^=0  presa  due  volte. 

Diametri  conitigati. 

5.  Cerchiamo  te  relazione  fra  i  rapporti  direttici  m  :  n,  m'  :  n'  di 
una  direzione  e  del  diametro  ad  essa  coniugato. 
Il  diametro  rappresentato  dalia  [17]  ha  per  rapporto  direttivo 

atfffi-l-ann 


Oiim  +  otin' 
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sicché  la  relazione  cercata  sarà  una  qtuUunqtce  delle  seguenU: 

[22]     ^  a,  ^mm'  +  a^ ,  (mn'  +  rn'n)  +  a„nn'  =  0 

i)t4e  diametri  r%di  una  conica  sono  coniugati,  se  l'uno  è  comugato 
alla  direzione  delV altro,  vale  a  dire  se  l'uno  biseca  le  corde  parallele 
all'altro.  Questa  relazione  è  reciproca  ;  poiché,  se  r  passa  per  il  polo 
di  s,  anche  •  passerà  per  il  polo  di  r;  od  anche,  perché  fra  i  rap- 
porti direttivi  di  due  diametri  coniugati  passa  la  relazione  [22],  la 
quale  non  si  altera  scambiando  m  :  n  con  m'  :  n'. 

Due  diametri  coniugati  e  la  retta  airinfinlto  formano  un  triangolo 
autoconiugato  rispetto  alla  conica. 

Diconsi  supplementari  due  corde,  che  uniscano  un  punto  della  conica 
ai  punti  che  un  diametro  ha  comuni  con  la  conica  ;  i  quali  son  detti 
estremi  del  diametro.  È  chiaro  che  due  corde  supplementari  sono 
parallele  a  due  diametri  contuffati;  giacché  il  diametro  parallelo 
all'una  biseca  Taltra. 

Le  infinite  coppie  di  diametri  coniugati  sono  in  involuzione.  Poiché 
é  noto  (XIV,  26)  che  le  coppie  di  rette  coniugate  uscenti  da  un  punto 
sono  in  involuzione;  e  del  resto  la  relazione  [22],  essendo  bilineare  e 
simmetrica  in  m  :  n  e  m'  :  n',  rappresenta  una  involuzione  nel  fascio 
di  centro  C  (X,  14). 

Si  può  dire  che  ciascun  diametro  della  parabola  ha  per  diametro 
coniugato  la  retta  alTinflnito. 

Asintoti. 

B.  Le  tangenti  condotte  dal  centro  hanno  per  punti  di  contatto  i 
punti  aWinfinito  della  conica,  essendo  il 
centro  polo  della  retta  airinfinito.  Esse 
sono  reali  e  distante  neW iperbole,  com- 
plesse-confugate  nell'ellisse.  E  si  dicono 
asintoti;  poiché  si  comprende  che  nel- 
riperbole  tali  tangenti  t  V  debbono  acco- 
starsi indefinitamente  alla  curva,  senza 
mal  raggiungerla. 

L'iperbole  può  dirsi  rientrante  in  sé  stessa,  come  Tellisse,  quando 
si  tenga  conto  dei  suoi  due  punti  airinflnito. 


Digitized  by  VjOOQiC 


272  Gap.  XV  -  §  6,  7 

Ponendo  le  coordinate  del  centro  x^  t/o  ^^  ^^ogo  di  x'  j/'^eirequa- 
zione  complessiva  [5]  delle  tangenti  tirate  dal  punto  {a^  y'),  e  tenendo 
presente  la  [20]  e  la  [21],  si  trova  immediatamente 


£f(a.yl)-(A)*  =  o; 


quindi  l'equazione  degli  asintoti  di  una  ellisse  o  iperbole  è 

[23]  f(^yl)_^  =  0. 

Essa  si  forma  da  quella  della  conica  t{x  i/ 1)  =  0  mutando  solo  a^  in 
a,,  —  x~  (^  quindi  mutando  solo  a,,  in  0,  se  Torigine  è  il  centro). 

É  facile  dedurre  dalla  [23]  le  equazioni  separate  dei  due  asintoti 
(XIV,  22). 

Nella  paràbola  gli  asintoti  coincidono  colla  retta  all'infinito. 

La  parabola  può  considerarsi  come  rientrante  in  sé  stessa  quando 
si  tenga  conto  del  suo  punto  airinflnito. 

Le  parallele  condotte  da  un  punto  arbitrario  del  piano  agli  asin- 
loti  hanno  comuni  con  la  conica  un  punto  aWinfinito  e  un  punto 
ai  finito.  Esse  sono  reali  e  distinte  neir  iperbole^  complesse^oniugate 
neirellisse,  e  nella  parabola  sono  i  diametri.  Nel  1^  e  nel  3**  caso  il 
punto  comune  al  finito  è  reale. 

V.  L'involuzione  delle  coppie  di  diametri  coniugati  ha  per  rette 
doppie  gli  asintoti,  essendo  essi  le  tangenti  condotte  dal  centro  C 
(Xrv,  26).  In  altri  termini:  gli  asintoti  sono  coniugaii  armonici  ri- 
spetto a  ciascuna  coppia  di  diametri  coniugati.  Ed  ancora:  gli 
asintoti  sono  i  diametri  coniugaii  con  sé  stessi,  o  autoconiugati. 

Quindi  è  chiaro  che  i  rapporti  direttivi  degli  asintoti  si  ottengono 

ponendo  nella  [23]  ~  =  -  ;  e  però  l'equazione  che  dà  i  rapporti  di* 

M  ft 

rettici  degli  asintoti  è 

[24]    a,,(^]+2a,,^4-a«  =  0    o    a,,m^+2a,,mn+a,,n^=^0. 

Siccome  le  coordinate  cartesiane  di  ogni  punto  di  una  retta  condotta 
per  Torigine  nella  direzione  m:n  sono  espresse  (§  1)  da  a7  =  mp, 
yzzznp,  cosi,  ponendo  nella  [24]  x\p  e  y:p  invece  di  m  ed  n,  si 
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ayrà  che  reqiMZione  delle  parallele  agli  asintoti  condotte  per  Vori- 
gfne  è 

[25]  aHa?*  +  2a4,fl;i/  +  a„i/*  =  0,    ossia    f(a?i/0)=:0; 

vale  a  dire  si  forma  eguagliando  a  zero  l'insieme  dei  termini  a  2*  grado 
neirequazione  della  conica. 

Del  pari,  per  ogni  punto  {x  y)  della  retta  condotta  pel  punto  {af  yT) 
nella  direzione  m  :  n  si  ha  a?— a/=mp,  y — i/'=np  ;  e  però  V equazione 

[26]         a,,{x-afY  +  2a,^{x-uf)(y-y')  +  a^^{y-^y=(^ 

rappresenta  le  parallele  agli  asintoti  condotte  pel  punto  {af  y'). 
In  particolare,  Veqtuizione 

[27]        a^,{x  —  x^y  +  2a,^{w—x,){y—y^)  +  a^^(y^y,Y  =  0 

rappresenta  gli  asintoti,  sotto  una  forma  diversa  dalla  [23].  Risolven- 
dola rispetto  ad  x  —  x^^  o  y  —  y^,  si  ottengono  le  equazioni  separate 
degli  asintoti  sotto  le  forme  seguenti  : 

Ia^.Co?— iro)-l-(a,,±f/— ^33)(l/— yo)  =  0,   se    a^,4=0; 
(«i«^=/— ^33)(^— ^o)  +  «^«t(y— l/o)  =  0,  se  a„#»0; 
a:  — a?o  =  0,  y  —  yo  =  0,  se  «11  =  0  e  a„  =  0. 

Le  cordCy  che  un'iperbole  e  gU  asintoti  intercettano  su  una  retta 
qualunque  del  loro  piano,  hanno  lo  stesso  punto  medio  ;  poiché  il 
diametro  coniugato  alla  retta  biseca  anche  la  corda  fra  gli  asintoti 
(per  una  proprietà  delle  rette  armoniche). 

In  particolare  :  il  punto  di  contatto  di  una  tangente  è  medio  fra 
i  due  punti  in  cui  essa  seca  gli  asintoti. 

8.  I  valori  del  rapporto  m  :  n  corrispondenti  agli  asintoti  ci  sono 
fomiti  dalla  equazione  [24];  sicché,  indicandoli  con  m^  :  n^  e  m,  :  n^, 
avremo  le  relazioni 

Itti    I   mt  2aif  mi     mj om 

fii        »,  Oix  *        Hi      n%       aji 

Gli  asintoti  sono  perpendicolari  quando  sono  reali  (*)  e  soddisfanno 
la  condizione  di  perpendicolarità  (V,  35) 

mi 


n  Due  rette  complesse-coningate  non  possono  essere  perpendìoolarij 
E.  D'Oyidxo,  Cfeometria  anàUOca. 
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la  quale  per  le  ora  scritte  relazioni  si  riduce  a 

— +  1 ^•co8uj  =  0    ovvero    a..  +  ««  —  2a,.cosui  =  0 . 

«ti  Oli  "    '      **  " 

Ponendo  per  brevità 

i  =  a,  j^  -f  a„ — 2a|,co8(u , 

concludiamo  che:  1=0  è  la  condizione,  cui  debbono  soddisfare  i 
coeffìcienU  (dei  termini  a  2^  gcdiào)  della  t{xyì)=0  affinchè  l'iper- 
bole abbia  gli  asintoti  perpendicolari. 

Una  tale  iperbole  viene  chiamata  ortogonale,  per  la  detta  proprietà 
degli  asintoti.  Viene  anche  chiamata  equilatera,  per  un*altra  proprietà 
che  sarà  esposta  in  seguito. 

Durante  il  precedente  ragionamento  si  è  tacitamente  supposto  a^  «4=^0. 
È  evidente  che,  se  fosse  a^  =  0  ma  a„  #»  0,  si  giungerebbe  allo  stesso 
risultato  7  =  0. 

Se  poi  fosse  a^^  =  0  e  at,  ==  0,  sarebbe  a^^^O^^  gli  asintoti  avreb- 
bero per  equazioni  x — a?o  =  ^»  V  — 1^0  =  ^»  ^^^  sarebbero  paral- 
leli agli  assi  coordinati;  e  per  esser  perpendicolari  dovrebbe  esser 
cos(u=:0;  cosicché  si  avrebbe  anche  in  questo  caso  7  =  0. 

'Diametri  principtUi  o  assi. 

».  Fra  gVtnfiniU  diametri  ve  ne  ha,  in  generale,  due  perpendico- 
lari alle  direzioni  coniugate;  diametri  e  direzioni  che  son  chiamate 
principcUi. 

Siano  m' in'  e  m" : n''  i  rapporti  direttivi  di  una  direzione  e  del 
diametro  ad  essa  coniugato:  sussisterà  la  relazione  di  coniugio  [22] 

{29]  a^^^.-^  +  a,,(-^  +  ^)+a„  =  0. 

Ora  se  le  coordinate  si  suppongono  ortogonali  (il  che  è  lecito), 
questa  relazione,  combinata  con  la  condizione  di  perpendicolarità 

^,  '^;r  =  —  l,dà  ^  4-^  =  ?y:r.?«;  e  conoscendosi  la  somma  e  il 

n     n  n  n  an 

prodotto  dì  ~  e  ^.^ ,  questi  rapporti  saranno  le  radici  deirequazione  di 
#1       ti 

2"  grado  in  in:n 

[30]    .  ««(v)-(au-««)-J-a.t  =  0. 
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Ora  quest*equazione  ha  due  radici  distinte  e  reali  (poiché  il  loro 
prodotto  è  —  1);  e»  presa  una  radice  come  rapporto  direttivo  di  una 
direzione,  Taltra  sarà  quella  di  un  diametro  coniugato  e  perpendico- 
lare ad  essa.  Dunque  esistono  due  direzioni  principali,  e  quindi  due 
diametri  principali  a  b,  e  ^  due  diametri  principcUi  sono  contugati 
fra  loro. 

Neiriperbole  essi  sono  i  diametri  che  bisecano  gli  angoli  degli  asin- 
toti; e  nell'ellisse  sono  reali,  benché  gli  asintoti  siano  imaginart  (**). 

Questi  due  diametri  sono  evidentemente  assi  di  simmetria  ortogonale 
deUa  conica,  e  sono  chiamati  anche  assi  della  conica.  Vertici  sono  chia- 
mati i  punti  in  cui  gli  assi  incontrano  la  conica. 


Se  le  coordinale  sono  oblique,  la  condizione  di  perpendicolarità  è 


_ 
fi' 


Ora  Tequazione  in  min  che  ha  per  radici  m'  :  vi  e  m"  :  rtP  è 

ni  m" 

e  dovendo  la  [29]  e  queste  due  ultime  equazioni  lineari  in  t'—it 

fi  fi 

(ni       ni'\ 
-r  +  -7r)  coesistere,  dovrà  esser  nullo  il  determinante  dei  coeffi- 
cienti di  queste  due  quantità  e  dei  termini  indipendenti  da  esse,  cioè 


[30r 


-?  (")■ 


cosui 


=  0  ossia 


n"    —  nm    m* 

«11  «1«  «22 

1         COSUI        1 


=  0. 


(*)  Osservando  che  neirinvoluzione  dei  diametri  coniugati  esiste,  in  generale, 
una  coppia  di  diametri  coniugati  e  perpendicolari  (Xiy,'26),  si  ritrovano  senza 
alcun  calcolo  le  proprietà  ora  esposte. 
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n  medesimo  procedimento  del  §  7  mostra  ehe  reqtéozKme  degìi  assi 
delia  conica  è  in  coordinale  ortogonaU 

[31]    a,,  (X — x^f  —  ia^i  —  a»»)  (x—  x^)  (y  —  i/o) — a.,  (y — !/•)"  =  0, 

ed  in  coordinate  oblique 

{y—y^y   —{y—yt)(^—^o)   i^—^of 


[31T 


«li  «12  «ti 

1  C081U  1 


:0. 


Risolvendole  rispetto  9Ld  x  —  x^  od  y  —  {/«,  si  hanno  le  equazioni 
sqfarate  dei  due  assi 


K  Nella  parabola  fH  è  un  solo  asse  al  finito.  Poiché,  se  un  rap- 
porto direttivo  m:n  ^  quello  dei  diametri  ( — a^^ : a^^  o  — a„ : o^J 
soddisfanno  la  condizione  di  perpendicolarità 


(-s:)+'+(7-a""»=«- 


m^ai,oo8m-at,  ^^  anche  ^=^"^^"'~*^V 

Lo  stosso  si  prova  osservando  che,  dei  due  diametri 
coniugati  e  perpendicolari  di  una  conica,  uno  diviene  la  retta  airin- 
finito  nel  caso  della  parabola ,  e  Taltro  ha  il  rapporto  direttivo  dì 
ogni  diametro  ( —  a^, : a^^  o  —  a^: a^ J,  il  quale  dev*esser una  radice 
della  [30y,  mentre  l'altra  radice  sarà  il  rapporto  direttivo  delle  corde 
perpendicolari  ai  diametri,  che  risulta  espresso  dalla  [32]. 

Ne  segue  che  la  parabola  ha  un  sol  vertice  al  finito. 

Ora  cercheremo  Fequazione  dell'asse  della  parabola  e  le  coordi- 
nate del  vertice. 

L'equazione  dell'asse  si  ottiene  dalla  equazione  [17]  di  un  diametro 
qualunque  ponendo,  invece  dimed  n,  a^tCosui — a^^e  a^iCosui — a^^, 
e  quindi  è 

[33]        (a^^cosu)— a^^)  f^  (a?  y  1)  +  {a^^coa{ki—a^^)  t^(xy  i)  =  0. 

Chi  voglia  darle  una  forma  più  semplice,  la  ordini  (ricordando  che 
««•  =  «ii««)  in 

{a^i  +  «M  —  2ai,  cosui)^^^^?  +  (a^j  +  a„  —  2a^^  cùsw)a^^y 

+  («1  As  +  «««ts)  —  («11«M  +  «18«lt)  COSU)  =  0  , 
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indi  aggiunga  e  tolga  (aii-fa,,  — 2ai,co8ui)ai,  e  ricordi  che 
a^^  +  a„  —  2a^^  cosai  =  /  ; 

avrà 

la^^x  +  /a„y  +  /a,8  +  ^^  +  ^«3  «wui  =  0 , 

e  dividendo  per  I  (che  non  è  zero) 

[33r  t,{xyi)  +  ^^^i±^^^^  =  0; 

od  anche,  mercè  i  soliti  scambi, 

[33r  U(xyi)' 


An-^AisCoeoi 


Per  trovare  l'ascissa  del  vertice,  basta  combinare  Teqnazione  [337^ 
dell'asse  con  Tequazione  della  conica  sotto  la  forma  (XTV,  13) 

a^^t{xyi)  =  t^{xyi)*  —  2A,^  +  A,,  =  0; 

eliminando  dalle  due  equazioni  f,(a?yl),  si  trova  subito 

11.  Ecco  un'altra  via  per  determinare  gli  assi  di  una  conica. 

Se  9n  :  n  è  il  rapporto  direttivo  d'una  retta,  la  solita  condizione  di 
perpendicolarità  dà  per  rapporto  direttivo  d'una  retta  perpendicolare 
alla  prima  —  (mcosuj  -f  n)  :  (m  +  ncosuj);  ma  il  rapporto  direttivo  del 
diametro  coniugato  alla  prima  retta  medesima  è  '^(a^im  +  a^^n): 
{a^im  +  a^^n);  dunque,  perchè  questo  diametro  sia  anche  perpendi- 
colare alla  prima  retta,  è  necessario  e  sufficiente  che  codesti  due  rap- 
porti  direttivi  siano  eguali,  o  in  altri  termini  che  sia 

^11^  +  «it ^  =  —  P(w  +  «cosui),    a,4 m  +  a^^n  =— p(mcosui  +n), 

ove  p  è  un  numero  da  determinare;  e  quindi 

(«li  +  P)  w  +  («12  +  pcosui)  n  =  0 
^    I  (a,i  +  pcosui)m  +  (a«.  +  p)n  =  0. 


onde  la  condizione 
[36] 


«ii  +  P  a«  +  pcosuj 

fln  +  Pcosui     a^  +  P 


=  0  ossia  p*sen*ui4-/p-h-48s=0; 
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equazione  di  2''  grado,  che  fornisce  per  p  due  valori,  a  ciascuno  dei 
quali  corrisponde  un  valore  di  m:n  espresso  da 

m an+PC08"i gg  +  P 

n  «11+ P  an+pc08Ui' 

Dividendo  la  [36]  per  sen^uj,  e  ponendo  per  brevità 

A(p)  =  p*H — ^p  +  -^, 

la  [36]  diviene 

A(p)  =  OC). 

Nel  caso  ^33  =  0,  che  è  quello  della  parabola,  una  radice  di  questa 
equazione  è  p  =  0  e  l'altra  p  =  —  /:  sen*uj;  alla  1*  corrisponde  la 
retta  all'infinito,  ed  alla  2"  Tasse  al  finito. 

Caso  del  circolo  e  détta  coppia  di  rette. 

19.  Esaminiamo  le  modificazioni  che  subiscono  le  proprietà  relative 
ai  diametri,  agli  asintoti,  alle  polari,  ecc.,  nel  caso  di  un  circolo. 

Definito  il  circolo  come  il  luogo  dei  punti  aventi  da  un  punto  (a  p) 
una  distanza  R,  la  sua  equazione  è 

[37]  {X  —  a)*  +  (1/  —  p)*  +  2(0?—  a)  (y  —  p)  cosui  =  R\ 

Dalla  definizione,  nonché  dalla  equazione,  ò  chiaro  che  il  circolo  è 
un  caso  particolare  dell'ellisse,  che  il  punto  (a  3)  ne  è  il  centro,  che 
ciascun  diametro  ne  è  un  asse,  che  ciascufia  retta  è  perpendicolare 
al  diametro  che  passa  pel  sito  polo,  che  tutte  le  coppie  di  diametri 
coniugati  sono  perpendicolari. 

Queste  infinite  coppie  di  diametri  costituiscono  una  involuzione,  della 
quale  le  rette  doppie  sono  gli  asintoti  (complessi-coniugati)  del  circolo. 

L'equazione  complessiva  degli  asintoti  è,  giusta  il  §  7, 

[38]    (ri?— a)*+(i/— B)«+2(a7— a)(2/— P)cosu)=0  ossia  cK^— a,  y— p)=0. 


(*)  Accenniamo  che  le  coordinate  x^  yo  del  centro  sono  quelle  che  possono  ren- 
dere la  funzione  f(;r  y  ì)  massima  0  minima  (poiché  ne  annullano  le  derivate), 
e  precisamente  la  rendono  massima  o  minima  secondochè  A  (p)  offre  nella  suc- 
cessione dei  suoi  coefficienti  tutte  variazioni  di  segno  0  tutte  permanenze. 
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e  le  equazioni  separate  sono  (posto  i  =  \/ —  1) 

[39]  (07— a)+(y— P)(cosu)+feenu))=0,  (a?— a)+(i/— PX^osu)— tóenu})=0. 

Ora  in  queste  equazioni  non  entra  R\  e  però  tutti  i  circoli  con- 
centrici  del  piano  hanno  gli  stessi  asintoti. 

Siccome  poi  i  coeiBcienti  di  m  e  y  nelle  stesse  equazioni  sono  indi- 
pendenti da  a  e  3,  cosi  tutti  i  circoli  del  piano  hanno  gli  asintoti 
paralleli. 

E  siccome  gli  asintoti  sono  le  tangenti  alla  curva  nei  punti  airin- 
finito,  cosi  tutti  i  circoli  del  piano  hanno  in  comune  dice  punti  com- 
plessi-coniugati all'infinito,  detti  i  punti  ciclici  del  piano. 

Una  conica  è  circolo,  se  passa  per  i  due  punti  ciclici.  Altri  tre 
punti  la  individuano. 

Due  circoli  concentrici  sono  anche  tangenti  nei  due  punti  ciclici 
(cioè  hanno  doppio  contatto  airinSnito). 

Ciò  posto,  consideriamo  in  un  fascio  di  rette  le  infinite  coppie  di 
rette  perpendicolari.  Potendo  queste  considerarsi  come  le  coppie  di 
diametri  coniugati  di  qualunque  circolo  avente  per  centro  il  centro 
del  fàscio,  concludiamo  che  le  infinite  coppie  di  rette  perpendicolari 
di  un  fascio  costituiscono  un'involuzione^  le  cui  rette  doppie  sono  le  due 
rette  (complesse-coniugatej  che  vanno  ai  dite  punti  ciclici  del  piano. 

In  altre  parole  :  due  rette  perpendicolari  sono  in  armonia  con  le 
due  rette  che  vanno  dal  loro  punto  comune  ai  due  punti  ciclici  del 
loro  piano,  ovvero  hanno  i  punti  all'infinito  in  armonia  coi  punti 
ciclici. 

È  chiaro  che  reqtiazione  delle  rette  che  vanno  da  un  punto  (a  P) 
ai  due  punti  ciclici  è  la  [38],  e  le  equazioni  separate  delle  medesime 
due  rette  sono  le  [39].  Queste  due  rette  si  dicono  isotrope- 

Inoltre,  se  una  retta  {u  v)  passa  per  (a  P)  e  per  un  punto  ciclico, 
si  ha  M  :  t;  =  —  (y  —  P)  :  (a?  —  a);  e  quindi,  ponendo  —  w  e  t?  invece 
di  y — p  e  X — a  nell'equazione  [38],  si  avrà  V equazione  dei  punti  ciclici 

[40]  w*  + 1?*  —  2wfcosu)  =  0    ossia    V(w,t?)  =  0. 

Si  noti  che  i  punti  airinfinito  dei  due  assi  di  una  conica  sono  armo- 
nici cosi  rispetto  ai  due  punti  all'infinito  della  conica  come  ai  due 
punti  ciclici,  e  però  sono  i  punti  doppi  deirinvoluzione  determinata 
da  quelle  due  coppie  di  punti. 

13.  Il  circolo  si  distingue  fra  le  coniche  per  la  proprietà  di  pos- 
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sedere  infiniti  assi  ;  ora  Teguazione  quadratica  [30],  che  fomiace  i 
rapporti  direttivi  degli  assi,  ammette  più  di  due  radici,  e  quindi  diviene 
una  identità,  quando  sono  nulli  i  coefficienti  dei  singoli  sud  termini, 
vale  a  dire  quando  si  verificano  le  condizioni 

ajjCosuj — a  j,  =  0      a^^  —  a,,  =  0      at^cosui  —  a^^  =  0 , 

che  si  riducono  alle  due 

[41]  a^j  =  a,,       a^^  =  a^^cosui  ; 

dunque  qtieste  [41]  sono  le  condiziOfU perchè  la  t{x  y  1)  =  0  rappre- 
senti  un  circolo. 

Facendo  capo  invece  alle  [35],  si  scorge  che  pel  circolo  esse  devono 
esser  verificate  per  ogni  valore  di  m  e  n,  e  quindi  deve  essere 

a,4  +  p=:r0     ajt  +  Pcosuj=0     a,,  +  p  =  0, 

onde 

p  =  —  «ii  =  —  dft  = — «it  •  cosu)  ; 

e  cosi  si  ritrovano  le  [41].  Si  scorge  inoltre  che  questo  valore  di  p 
rende  nulla  la  caratteristica  del  determinante  [36],  cioè  ne  annulla 
gli  elementi,  e  quindi  annulla  anche  la  derivata  del  determinante 
rispetto  a  p,  e  quindi  è  radice  doppia  della  equazione  [36],  ossia  della 
A(p)  =  0. 

14.  Ci  resta  ad  esaminare  il  caso  che  la  conica  rappresentata  dalla 
{(x  y  1)  =  0  degeneri  in  due  rette. 

È  chiaro  che,  se  le  due  rette  hanno  un  punto  comune,  i  diametri 
sono  le  rette  che  passano  per  questo  punto,  il  quale  è  il  centro.  Due 
diametri  coniugati  sono  due  rette  armoniche  con  le  date,  e  gli  asintoti 
sono  le  medesime  due  rette  date.  Gli  assi  sono  le  bisettrici  degli  angoli 
delle  due  rette  date.  Il  centro,  i  diametri  e  gli  assi  sono  reali  anche 
se  le  due  rette  date  sono  complesso-coniugate. 

Se  poi  le  due  rette  sono  parallele,  ad  ogni  direzione  diversa  dalla 
loro  corrisponde  come  diametro  un*unica  retta  parallela  ad  esse  ed 
equidistante  da  esse,  che  è  il  luogo  dei  centri;  alla  direzione  delle 
due  rette  date  corrisponde  come  diametro  coniugato  ogni  retta  del 
piano;  gli  asintoti  sono  tutte  le  rette  parallele  alle  date. 


Digitized  by  VjOOQIC 


Gap.  XV  .  §  i4  281 

EoBOizio  1.  La  relaiione  fra  i  rapporti  direttivi  di  due  rette  coniugate  ri- 
spetto alla  conica  f(a;  y  1)  «*0  e  passanti  pel  punto  {x  y)  é 

ove,  giusta  il  §  1  del  cap.  XIV, 

Es.  2.  I  rapporti  direttivi  delle  tangenti  condotte  dal  ponto  («'y  )  sono  de- 
terminati dalla  equazione 


^'..(^)*+2^'h^  +  ^'«  =  0. 


n« 

—  nm 

m* 

^'h 

A\t 

A'n 

1 

C08UI 

1 

Es.  8.  I  rapporti  direttivi  delle  due  rette  principali  condotte  pel  punto  (»'  yO 
sono  determinati  dalla  equazione 


■0. 


Es.  4.  Formare  Tequazione  di  una  conica,  date  le  coordinate  degli  asintoti 
(o  la  loro  equazione  complessiva)  e  le  coordinate  di  un  punto  della  conica. 
Es.  5.  n  discriminante  dell'equazione  che  determina  la  direzione  degli  assi  ò 

(oi,  cosui  —  ois)  {on  cosui  —  «ii)  +  -j-  (^i  —  <haft 

e  può  trasformarsi  nella  somma  di  due  quadrati 

-^  (ai,  —  flu)  senui  J  +  ^  |  (a„  +  otj)  cosai  —  2ai8  >  , 

ed  anche  in 

^(I*— 4^8en*ui). 

4 

perciò  I*  —  4^  sentii  >  0  in  generale,  e  =»  0  nel  circolo, 

Con  ciò  rimane  provato  senza  considerazioni  geometriche  che  le  radici  del- 
Tequazione  suddetta  e  della  A(p)  =  0  sono  reali  e  in  generale  distinte. 

Anàloga  trasformazione  pel  discriminante  dell'equazione  dell'es.  3. 

Es.  6.  L'equazione  degli  assi  della  conica  f(a;yl)«aO  può  assumere  anche 
le  forme 
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(au  C08u;-a,8)f8(a:yl)*-(aii-aaa)fi(a;  y  l)f,(a:y  1)— (oncosu)— ai8)fi(ajy  1)*  =  0, 


(AvìX  —  Axzì  +  (^38 y—Ati) cosui    {A^ x—Aii^conm  +  (-issy — -^ 
ix(xyl)  U(xyl) 


=  0. 


Es.  7.  Le  coordinate  del  vertice  della  parabola  f  (a;  y  1)  =»  0  possono  ridursi  a 

£8.  8.  Date  le  equazioni  di  due  circoli,  determinare  Vasae  radicale  (la  retta 
dei  due  punti  al  finito,  reali  o  no,  comuni  ai  due  circoli). 

Date  le  equazioni  di  tre  circoli,  determinare  il  centro  radicale  (punto  dei 
tre  assi  radicali). 

Es.  9.  Formare  Tequazione  del  circolo  ortogonale  a  tre  circoli  dati. 

Es.  10.  Gli  angoli  di  una  retta  reale  con  due  rette  isotrope  hanno  per  tan- 
gente ±  *. 

Es.  11.  Uangolo  di  due  rette,  moltiplicato  per  2»,  è  il  logaritmo  del  doppio 
rapporto  formato  dalle  due  rette  con  quelle  che  dal  loro  punto  comune  vanno 
ai  due  punti  ciclici  (Lagubbbb,  Nouv.  Ann,  1853). 

Questa  importante  proprietà  serve  a  ridurre  le  relazioni  metriche  angolari 
a  relazioni  proiettive. 

Così:  due  piani  omografici  sovrapposti  sono  simili,  quando  le  loro  punteg- 
giate airinfinito  si  corrispondono  ed  hanno  per  punti  uniti  i  punti  ciclici. 

Es.  12.  Una  parabola  ò  individuata  da  quattro  tangenti  al  finito. 

Es.  18.  Il  luogo  dei  centri  delle  coniche  di  un  fascio  h  una  conica  (Pfaff). 

Es.  14.  Il  luogo  dei  centri  delle  coniche  di  una  schiera  è  una  retta  (Newton). 

Es.  15.  In  un  fascio  di  coniche  esistono,  in  generale,  due  parabole  ed  una 
iperbole  equilatera.  Quando  vi  è  un  circolo? 

Es.  16.  Un*iperbole  equilatera  é  individuata  da  quattro  punti.  Per  tre  punti 
dati  passano  infinite  iperboli  equilatere,  e  fanno  un  fascio.  Il  quarto  punto  ad 
esse  comune  è  il  punto  delle  altezze  (ortocentro)  del  triangolo  dei  tre  punti  dati 
(Bbiahchom,  Poncblet,  Ann^  Oerg.,  XI).  Il  luogo  dei  centri  è  il  circolo  che  passa 
pei  punti  medi  dei  lati  del  triangolo,  pei  piedi  delle  altezze,  ecc.,  cioè  il  cir- 
colo dei  nove  punti  (Maohus,  Aufgahen,  etc.,  I). 
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CAPITOLO  XVL 
Equazioni  ridotte  delle  coniche. 


Invarianti. 

§  1.  È  necessario  studiare  da  vicino  Teffetto  di  una  trasformazione 
di  coordinate  cartesiane  in  altre  cartesiane  sulla  funzione 

{{x  yì)  =  a^^  X*  +  2a^^xy  +  a„  i/*  +  2a^^ ^  +  2^23  2/  +  «ss- 

Consideriamo  prima  il  caso  che  i  novelli  assi  delle  coordinate  ab- 
biano le  stesse  direzioni  dei  primitivi  ma  diversa  origine,  poi  il  caso 
che  i  novelli  assi  abbiano  la  stessa  origine  dei  primitivi  ma  diverse 
direzioni,  e  da  ultimo  il  caso  che  siano  cangiate  tanto  Torigine  quanto 
le  direzioni  degli  assi. 

La  sostituzione  lineare  per  il  passaggio  a  un  sistema  di  assi  paral- 
leli ai  primitivi  è  (V,  19) 

x  =  X-\'OC^        y=Y+y\ 

essendo  af  y*  le  coordinate  della  novella  origine  rispetto  agli  assi  pri- 
mitivi. Per  effetto  di  tale  sostituzione  la  t{x  y  1)  diviene  manifestamente 

vale  a  dire  che  :  «  i  coefficienti  dei  termini  a  2^  grado  rimangono 
4L  inalterati  ;  i  coefficienti  dei  termini  a  l""  grado  divengono  rispettiva- 
«  mente  le  derivate  parziali  della  t{xyi\  nelle  quali  siano  sostituite 
«  alle  variabili  le  coordinate  della  nuova  origine;  ed  il  termine  indi- 
ce pendente  dalle  variabili  diviene  il  risultato  della  sostituzione  delle 
4C  coordinate  della  novella  origine  nella  l{xyi)>. 
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Ciò  posto,  è  innanzi  tutto  evidente  che  ogni  funzione  dei  coefficienti 
dei  termini  a  2^  grado  àìt{xy  1),  p.  es.  ^33  e  /,  sarà  identica  all'ana- 
loga (unzione  dei  coefficienti  della  funzione  trasformata. 

Inoltre  il  discriminante  delia  trasformata  è 


A'  = 


or  sottraendo  dalla  3*  orizzontale  le  due  prime  moltiplicate  per  af  y' 
e  poi  facendo  la  stessa  operazione  sulle  verticali,  esso  si  riduce  al 
discriminante  A  della  f  (a?  y  1). 
Le  funzioni  analoghe  ad  A^^  e  A^^y  ma  relative  alla  trasformata,  sono 

^'u  =  ««f(^l/'  i)-U{oo'y' i)\    A'„=a,, f(a?'y' i)-U{afy'  ì)\ 
ovvero  (XIV,  13,  [iO]) 

A\,  =  A^^0(f*'^2A,^af+A,,.        A\,  =  A^,y'^  —  2A,^y'  +  A^^; 
e  le  analoghe  ad  A^^A^^A^^  sono  (com'è  facile  verificare) 

A\^  =  Aj^^afy'  --  A^^af  ^A^^y'  +  A^^. 

9.  Supponiamo  ora  che  i  novelli  assi  abbiano  la  stessa  origine  0 
dei  primitivi  ma  diverse  direzioni,  e  si  ponga  xj  =  ui,  XT  =  Q.  La 
sostituzione  lineare  per  operare  la  trasformazione  è  [V,  19]  del  tipo 

a?  =  aX+pF        y  =  a'X+p'r; 

e  sostituendo  ad  j?  e  y  le  loro  espressioni  mediante  Xe  Y^  ÌSL((xy  1) 
assume  la  forma 

f(aX+py,  a'JT+P'r,  1) 

=  a\,  X^  +  2a'„  Xr+  a\,  Y'  +  2a\,  X  +  2a\^  Y  +  a'33 . 

Calcolati  effettivamente  i  nuovi  coefficienti  a\^  a\^...  e  formate  con 
essi  le  funzioni  analoghe  ad  ^33,^1,  /,  che  indicheremo  con  A*^^ 
A\  1\  si  potrebbe  verificare  che 

A'38=^33(aP'-a'p)«,    ^'  =  ^(ap'-a'p)',    /'  =  /(ap'-a'P)*, 

ov'è  da  osservare  che  attualmente  è  (V,  19)  ap' —  a'p  =  senQ  :  senui. 
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Ma  possiamo  evitare  i  calcoli,  ed  ottenere  non  solo  queste  due  rela- 
zioni ma  anche  una  terza,  ricorrendo  al  seguente  ingegnoso  procedi- 
mento del  Boole: 

Quando  si  passa  da  due  assi  cartesiani  ad  altri  due  aventi  la  stessa 
origine,  le  iv  t^  si  esprimono  come  funzioni  di  l""  grado  e  omogenee 
delle  XY\  per  conseguenza  i  gruppi  dei  termini  a  2*  e  1*  grado  di 
t{xy\)  si  trasformeranno  rispettivamente  nei  gruppi  dei  termini  a 
2*"  e  1*  grado  della  Ainzione  trasformata;  si  avrà  cioè  identicamente 

a,,ar«+2a,,a?v  +  a„y«  =  a',iJi:*  +  2a\,irr+a'„r», 

Ma  (Y,  19)  si  ha  pure  identicamente 

a?*  +  2a7y  cosui  +  !/•  =  JT*  +  2JrrcosQ  +  F*. 

Dunque,  aggiungendo  alla  1'  identità  l'ultima  moltiplicata  per  una 
quantità  arbitraria  p,  avremo  identicamente 

(«11  +  P)^  +  2(a«  +  pcosu))  xy-\r  (a„  +  p)l/* 
=  {fl\,  +  P)  X«  +  2(a\,  +  pcosQ) JTF  +  (a'„  +  p)  F». 

Per  ogni  valore  di  p  atto  a  rendere  il  !<"  membro  il  quadrato  di  una 
forma  lineare  di  ^  e  y,  il  2!*  membro  dovrà  riescire  il  quadrato  della 
forma  lineare  di  X  e  F  trasformata  di  quella.  Ora  la  condizione  af- 
finchè il  l*"  membro  riesca  un  quadrato  è  che  sia  nullo  il  suo  discri- 
minante, cioè 


«Il  +  P  «it  +  P  cosai 

«it  +  pcosui       a„  +  p 


=  0,  ossia  p*  sen*u}  +  /p -f  id^j  =  0, 


doè  la  stessa  equazione  A  (p)  ==  0  già  incontrata  nella  ricerca  dei 
diametri  principali  (XV^  il);  e  analogamente  la  condizione  affinchè  il 
2*  membro  divenga  un  quadrato  è 

P«sen*Q  +  7'p  +  ^'^  =  0; 

dunque  cotesto  due  equazioni  di  2*  grado  in  p  dovranno  fornire  per  p 
gli  stessi  valori,  e  però  i  coefficienti  dei  termini  simili  dovranno  essere 
proporzionali.  Insomma  avremo 
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rii  _^=_?L 

8en*u)       sen^Q  ' 

sen'ui       sen'^ 

Similmente,  qualunque  sia  la  quantità  e,  abbiamo 

a^,x*  +  Za,^  xy  +  a«i/«  +  2^130?  +  2a,3  y  +  («33  +  a) 
=  a\,  X»  +  2a\,  XF  +  a'„  F«  +  2a^3  X  +  2a'„  r  +  (a'33  +  (T)  ; 

ora  per  ogni  valore  di  a  che  annulli  il  discriminante  del  l"*  membro 
avverrà  che  il  l""  membro  si  scinda  in  due  fattori  di  l""  grado  in  x 
e  1/,  onde  dovrà  il  2^  membro  scindersi  nei  due  fattori  di  i"  grado  in 
X  e  F  trasformati  di  quelli,  e  per  conseguenza  dovrà  risultare  nullo 
anche  il  discriminante  di  esso  2''  membro;  ma  il  discriminante  del 
i**  membro  è  manifestamente  A  +  -^38  <J,  e  quello  del  2**  è  -4'  +  ^'ss  ^\ 
quindi  le  due  equazioni 

dovranno  fornire  per  (j  uno  stesso  valore;  da  esse  si  trae 

A    ^__    ^33   ^  _j4 _____ _^^_  /j 

flen*uj  sen'ui     '  sen^Q  sen'Q     ' 

e  quindi  tenendo  presente  la  [2]  risulta 

A  A' 


t3] 


sen^ui       sen^Q' 


3.  Supponiamo  da  ultimo  che  si  trasformino  le  coordinate  mutando 
cosi  Torigine  come  le  direzioni  degli  assi.  Possiamo  decomporre  sif- 
fatta trasformazione  in  due,  prima  trasportando  gli  assi  primitivi  pa- 
rallelamente fino  a  passare  per  la  novella  origine,  e  poi  mutando  le 
direzioni  degli  assi  intorno  a  questa  orìgine.  Ora  sappiamo  che  per 
effetto  della  prima  trasformazione  si  riproducono  i  coefficienti  dei  ter- 
mini a  2*  grado  e  ui,  e  quindi  /  ed  A^^,  e  che  si  riproduce  anche  A; 
cosicché  si  verificano  le  [1]  [2]  [3].  Ed  inoltre  sappiamo  che  per  effetto 
della  seconda  trasformazione  si  verificano  le  medesime  relazioni. 

Dunque  le  tre  espressioni 

I  A33  A 


sen  uj         sen'ui 
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conservano  rispettivamente  i  medesimi  valori  dopo  ogni  trasforma- 
zione di  coordinate  cartesiane  in  coordinate  cartesiane. 

Diremo  perciò  queste  eapressioni  invarianti  metrici  assoluti  della 
f  (ir  y  !)(•). 

È  chiaro  che  I  A^  A  conservano  i  propri  segni  nella  trasforma- 
zione. 

Anche  F{uvi)  conserva  il  segno;  poiché  (XV,  1,  [15])  si  ha  F  (w  t;  1) 
=zk*A{(xyi)  se  (xyi)  è  il  polo  di  (uvi). 

Anche  le  radici  della  eqiuizione  A(p)  =  0  sono  invarianti  metrici 
assoluti  di  {(xyi);  poiché  tali  sono  i  coefficienti  di  A(p)  dai  quali 
essi  dipendono. 

E  poiché  in  assi  ortogonali  si  ha 

^(p)  =  P*  +  (aii  +  ««2)P  +  («it«M  — «it")  =  0, 

il  cui  discriminante  é 

(«li  +  ««t)*  —  4(aii  a„  —  «,,«)  =  (a,,  —  a„)*  +  ^a,,\ 

quindi  positivo  o  almeno  nullo,  cosi  le  radici  della  equazione  A  (p)  =  0 
sono  reali  e  in  generale  distinte. 

Ciò  é  d'accordo  con  quel  che  fu  detto  della  A(p)  =  0  al  cap.  XV, 
§  il. 

Vorm^e  ridotte  déUe  equazioni  détte  coniche. 

4.  Lo  studio  delle  proprietà  speciali  della  ellisse,  della  iperbole  e 
della  parabola  riesce  più  agevole  dopo  aver  ridotto  le  equazioni  di 
queste  curve  a  forme  più  semplici  mediante  particolari  scelte  degli 
assi  delle  coordinate  cartesiane  o  pliickeriane.  Dovendo  Tequazione 
rimanere  di  2^  grado  dopo  la  trasformazione,  il  modo  più  naturale 
che  si  presenti  per  semplificarla  consiste  nel  cangiare  la  posizione 
degli  assi  in  guisa  che  Tequazione  perda  uno  o  più  termini. 

La  sostituzione  atta  a  passare  da  due  coordinate  cartesiane  x  y  di 
due  altre  X  r  é  (V,  19) 

x  =  aX+^Y'\-x'        y  =  (i!X+^'Y+y\ 


(*)  Adottiamo  questa  denominazione,  poiché  qui  si  tratta  (JjDip.  §80)  di  invarianti 
assolati  della  coppia  di  forme  quadratiche  :f(a:y2f),  a?*  4"2ajycosui4-y*,  e  ciò 
solo  per  le  sostituzioni  (x^=aX-\-^Y,  y  =  a'X -f-PT,  z==Z=ì)  che  con- 
servano alla  seconda  forma  il  suo  tipo. 
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ove  a/  y'  sono  le  coordinate  della  nnova  origine  6  rispetto  agli  assi 
primitivi,  ed  a  p  a'  P'  hanno  noti  significati. 
Sapponiamo  che  per  eflTetto  di  questa  sostituzione  la  t{a>yi)  divenga 

f(Xri)  =  a',,Z*  +  2a'„jrr+a'„I^  +  2a'i,if  +  a'„r+a'„. 

Le  a/  y'  possono  ricevere  qualunque  valore  reale  e  finito;  ma  le 
quattro  quantità  a  p  a'  p\  che  dipendono  solo  dalle  direzioni  dei  nuovi 
assi  e  non  già  dalla  posizione  della  nuova  origine»  non  sono  tutte  arbi- 
trarie, potendo  considerarsi  come  ftanzìoni  di  due  sole  quantità  indi- 
pendenti, p.  es.  degli  angoli  xX,  xT,  visto  che  la  conoscenza  di  questi 
due  angoli  basta  a  determinare  la  direzione  dei  nuovi  assi.  Adunque 
nell'eseguire  la  trasformazione  noi  possiamo  disporre  di  quattro  quan- 
tità arbitrarie,  cioè  ài  af  y'  e  (p.  es.)  xX  xT.  Ma  non  ci  è  permesso 
di  concluderne  che  potremo  disporre  di  queste  quattro  quantità  in  modo 
che  riescano  nulli  quattro  assegnati  coefllcienti  della  funzione  trasferì 
mata;  poiché  ciò  può  risultare  incompatìbile  con  le  restrizioni  (essen- 
ziali nel  caso  nostro),  che  i  valori  di  quelle  quattro  quantità  siano  finiti 
e  reali,  e  che  inoltre  i  due  angoli  xX  xT  siano  diseguali. 

Per  chiarir  meglio  la  cosa,  gioverà  esaminare  vari  dei  casi  che  la 
questione  presenta;  cominciando  da  quelli  nei  quali  vogliasi  annullare 
un  sol  coefficiente  della  funzione  f(XYi). 

a\,  =  0.  Per  Y=  0  la  f  (X  r  1)  =  0  dà  a\,  X^  +  2a',3  X+ a'j„  =  0, 
equazione  che  dà  le  ascisse  dei  due  punti  ove  X  seca  la  conica.  Ora 
se  a\^  =  0  una  di  queste  ascisse  diviene  infinita,  e  viceversa;  dunque 
bisognerà  assumere  Tasse  X  in  modo  che  abbia  comune  con  la  conica 
almeno  un  punto  airinfinito.  Sicché  la  trasformazione  sarà  impossibile 
neirellisse,  che  non  ha  punti  airinflnito;  possibile  nell*  iperbole,  ove  X 
dovrà  essere  parallelo  ad  un  asintoto;  e  possibile  nella  parabola,  ove 
X  sarà  un  diametro  e  sarà  pure  a\,  =  0. 

a\^  =  0.  Analoga  conclusione  rispetto  ad  T. 

a\^  =  0.  Bisognerà  portare  Torigine  sulla  conica;  il  che  è  possibile 
quando  la  conica  è  reale. 

a'„  =  a  PerX=0  laf  (Xri)  =  0  dà  «'„  r*  +  2a\3  F+a'38=0, 
equazione  che  determina  le  ordinate  dei  due  punti  comuni  ad  T  e 
alla  curva.  Se  a',,=0  sarà  Torigine  il  punto  di  mezzo  di  quei  due 
punti  e  viceversa.  Dunque  si  potrà  prendere  per  T  una  retta  qua- 
lunque, ma  bisognerà  portare  Torigine  nel  suo  punto  d*intersezione 
col  diametro  coniugato. 

a\3  =  0.  Analoga  conclusione  rispetto  ad  X. 
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a\^  =  0.  U  diametro  coniugato  alla  direzione  X,  cioè  a\i  X-\-a\^  Y 
-|-a'43=0,  per  a',,  =  0  è  parallelo  ad  T;  e  viceversa.  Dunque  biso- 
gnerà prendere  gli  assi  X  T  paralleli  a  due  diametri  coniugati  nel- 
Tellisse  e  nell'iperbole;  e  nella  parabola  basterà  che  Tasse  X  sìa  un 
diametro. 

Passiamo  a  considerare  due  coefficienti.  Possono  presentarsi  15  com- 
binazioni, Tesarne  delle  quali  riesce  facile  appoggiandosi  ai  6  casi  già 
trattati,  e  però  non  le  tratteremo  singolarmente.  Notiamo  solo  che  si 
può  annullare  a\^  e  a'„.  «'ji  ©  «'13»  «'ii  ©  «m»  ^'h  ®  ^'33»  ^%\  ^  ^'13» 
a'jg  e  a'gj,  a'gj  e  a'33  nelTiperbole;  a\^  e  a'^,  a\^  e  a\^  nella  parabola; 
a^s  e  a'ts  ^^^1*^^^^^^^' ^^l^'^P^i^b^)^^  ^  in  due  rette  parallele,  dovendo 
allora  Torigine  essere  centro  al  finito  del  luogo  (XV,  4). 

Fra  i  casi  in  cui  si  vogliano  nulli  tre  coefficienti,  noteremo  che  si 
può  render  nulli  a\^  a\^  a\^  nell'ellisse  e  nelTiperbole,  prendendo  per 
assi  due  diametri  coniugati;  a\^  a\^  a*^  0  a\^  a\^  a'^  nelle  stesse  curve, 
prendendo  per  asse  T  0  X  un  diametro  e  per  asse  X  0  T  la  tangente 
in  un  suo  estremo. 

Fra  i  casi  in  cui  si  vogliano  nulli  quattro  coefficienti,  notiamo  quelli 
in  cui  si  annullano  :  a\^  a\^  a\^  a\^,  il  che  è  possibile  nella  iperbole, 
e  si  ottiene  prendendo  per  assi  gli  asintoti;  a\^  a\^  a\^  a\^  0  a\^  a\^ 
a\^  a'33,  ^1  ^^^  ^  possibile  nella  parabola,  e  si  ottiene  prendendo  per 
assi  un  diametro  e  la  tangente  nel  suo  estremo. 

Conica  riferita  a  dtie  diametri  coniugata. 

5.  Dopo  queste  considerazioni  generali,  passiamo  a  trattare  alcuni 
dei  casi  testò  accennati,  cominciando  da  quello  della  sparizione  dei 
termini  a  !•  grado  {a\^  =  0  e  a\^  =  0)  e  del  termine  in  XY  {a\^  =  0). 

Trasportando  Torigine  nel  punto  {afy')  senz'alterare  la  direzione 
degli  assi,  la  t{xyi)  diviene  (§1) 

[i]  a,,  X'  +  2a,,XY+a,,Y^  +  2  (a,,  x'  +  a,,  y'  +  a,,)  X 

+  2  (a„  cv'  +  a„  y'  +  a,,)  Y  +  f  {x'  y'  1). 

Si  fanno  sparire  i  termini  di  l*"  grado  in  X  e  Y,  eguagliandone  a 
zero  i  coefficienti,  cioò  ponendo 

«ii^  +  ai2Ì/'  +  ai3  =  0       a,,a/  +  a„i/'+a,3  =  0; 

ma  queste  due  equazioni  danno  per  x^  y*  le  coordinate  del  centro 
XV,  4)  ;  adunque  basta  che  la  nuova  origine  sia  centro  della  conica. 

E.  D'Otidio,  Géomstria  anaMtiea.  19 
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Viceversa,  è  chiaro  che,  se  un'equazione  ha  tutti  i  termini  di  grado 
pari,  0  tutti  di  grado  dispari  (e  in  generale  se  un*equazione  non  si 
altera  mutando  di  segno  ambedue  le  coordinate,  supposte  cartesiane), 
Torigine  è  un  centro  di  simmetria  per  il  luogo  di  quella  equazione. 

Quindi  è  possibile  trasformare  la  t{x  y  i)  in  modo  che  svaniscano 
ambedue  i  termini  di  1*"  grado,  quando  la  conica  ha  un  centro  unico 
al  finito,  e  quando  ne  ha  infiniti  (XV,  4). 

Supponiamo  primieramente  che  la  conica  abbia  un  centro  unico  al 
finito,  cioè  che  sia  -488=1=0.  Allora,  essendo  (XV,  4)  t{x'y'  1)  =  f  (a^oV©  ^) 
=  ^1:^88»  lA  ^(^1/^)  sì  riduce  a 

[2]  a,,X*  -i  2a,, ZF  +  a,,  F»  +  ^ . 

Si  noti  intanto  Tidentità 

[3]  f (a?  y  i)=a,,  (a;-a?o)*+2a,,  {x—x,)  {y^y^)J^a^^  (l/— 2/o)*+  ^  • 

6.  Dopo  aver  privata  la  funzione  i{x  y  1)  dei  termini  a  l""  grado, 
sposteremo  ora  la  direzione  degli  assi  intorno  al  centro;  il  che  si  esegue 
mediante  una  sostituzione  della  forma 

X=ax-\-^y         r=  a'  a?  +  p'  t/, 

denotando  con  x  y  le  nuove  coordinate  (diverse  dalle  x  y  originarie). 
Per  effetto  di  tale  sostituzione  la  t{xyi)  prenderà  la  forma 

[4]  a\,x*  +  2a',8  xy  +  a'„  !/*  +  ^ , 

essendo  evidente  che  la  sostituzione  non  influisce  sul  termine  noto. 

Eseguendo  la  sostituzione  si  ottengono  a\^  a\^  a\^  espressi  mediante 
^11  ^i%  ^«1  e  a  p  a'  p';  sicché,  attribuendo  ad  a  p  a'  p^  valori  tali  da  ren- 
dere nullo  a\^^  e  poi  sostituendoli  nelle  espressioni  di  a!^^  a'„,  si  avranno 
i  valori  di  a'^i  a\^  da  porre  nella  [4];  la  quale  allora  prenderà  la  forma 

[5]  <t  ^* +  «'„!/* +  X-' 

che  dicesi  (i4|>p.§31)  forma  canonica  della  f(a?yl). 

Ma  possiamo  trovare  \  richiesti  valori  di  a^^  a'„  senza  eseguire  i 
calcoli  indicati,  mediante  la  considerazione  degli  iwoarianti  metrici 
assoluti^  quando  sia  dato  rangole  Q  dei  novelli  assi. 
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Noi  sappiamo  (§  3)  che 

sen^ui      sen'Q         sen'iw      sen'fi  ' 

ora  quando  si  suppone  a',,  =  0  le  precedenti  eguaglianze  si  riducono 
aUe 

r«i  ^    j^r.'         »en*Q  .  .      .         «en*Q   . 

[6]  «*'+«««  =  ii?ii'^         o..a'«=i^;^^,. 

e  queste  fanno  conoscere  la  somma  e  il  prodotto  di  a'^^  a'„;  sicché 
^'u  ^n  ^°o  lo  radici  dell'equazione  di  2*  grado 

m,      aen*Q  ,_  .    aen'Q   .  ,. 

T*^ — r-  I^-\ i— -413  =  0, 
8en*ui         '    sen'ui     "         ' 


onde 


a'..= 


[8] 


1  sen'Q 
**       2  sen' ui 

.    __  1  aen'Q 
^«•""2  8en«ui 

30i  quali  valori  bisogna  fare  due  osservazioni. 

La  prima  si  è  che,  quando  la  conica  è  un'iperbole  {A^^  <  0),  la 
quantità  sotto  radicale  è  positiva  e  a\^  a\^  sono  reali,  qualunque  sia 
rangole  dato  Q.  Ma  quando  la  conica  è  un'ellisse  (A^  >  0),  allora 
la  quantità  positiva  sen'Q  dev'essere  abbastanza  grande,  in  modo  che 
la  quantità  sotto  radicale  non  sia  negativa,  altrimenti  a\^  e  a\^  risul- 
terebbero imaginari. 

La  seconda  osservazione  riguarda  il  doppio  segno  nei  valori  di  a\^ 
e  a\^.  Quando  Tequazione  della  conica  è  ridotta  alla  forma 

[9]  a',i^*  +  a'„i/«  +  x-  =  ^' 

ad  ogni  valore  dell'una  coordinata  corrispondono  due  valori  opposti 
dell'altra,  e  però  gli  assi  delle  coordinate  sono  due  diametri  coniugati 
della  conica.  Ora  ad  ogni  coppia  di  diametri  coniugati  inclinati  fra 
loro  dell'angolo  Q  ne  corrisponde  un'altra,  composta  dei  diametri  ri- 
spettivamente simmetrici  ai  due  primi  rispetto  agli  assi  della  conica; 
ed  è  facile  vedere  che,  secondo  che  si  riferisce  la  conica  all'una  o 
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all'altra  coppia  di  diametri,  bisognerà  assumere  i  segni  superiori  o 
inferiori  innanzi  ai  radicali  in  a\^  e  a\^  (*). 
Ciò  premesso,  bisogna  distinguere  più  casi. 

■    y.  Nella  ellisse,  essendo  A^  >  0,  A\^=^a\^  a'„  >  0,  a\^  a\^  non  sono 
nulli  ed  hanno  lo  stesso  segno.  Se  ^  #»  0,  si  può  dividere  Tequazione 


1  =  0, 


e  i  coefBcienti  di  x*  e  y^  hanno  lo  stesso  segno.  Se  entrambi  sono  po- 
sitivi, si  può  porre 


[9]  per  — j- ,  e  si  ha 

•^33 

**        1 

y* 

[10]                         /  -^  \   ' 

(-^\ 

_  J_ 

•^33  «'il  *  '  Ag^a'i 


[11]  -:j4r  =  «i*.         -^r^.  =  6A 


indicando  con  a^  e  &,  quantità  positive;  onde  la  equazione  si  ridurrà  a 

[12]  -f,+|;-i=o. 

Noi  abbiamo  già  esaminato  (XIV,  5)  il  luogo  rappresentato  da  questa 
equazione,  e  trovato  che  è  una  curva  reale  chiusa. 

È  chiaro  che  a^  e  b^  sono  le  misure  dei  due  semicUametri  coniugati 
esistenti  sugli  assi  x  e  j. 

Le  coordinate  di  un  punto  di  un  diametro  qualunque  sono  attual- 
mente della  forma  x  =  mpf  y  =  np(XV,  1);  quindi  pei  punti  comuni 

—j  +  £1  P'  =  1>  ^nd®  si  traggono 

per  p  due  valori  reali  e  opposti.  Sicché  tutti  i  semidiametri  p  sono 
reali. 

È  facile  poi  esprimere  a^  e  b^  in  funzione  dei  coefficienti  a^^  o^^*- 
deirequazione  primitiva  f(a7yi)  =  0  e  dell'angolo  Q.  Infatti 


(*)  Vi  è  un^altra  spiegazione  del  doppio  segno  in  a'n  e  a  »,  che  è  d'accordo 
con  la  precedente,  grazie  alla  simmetrica  posizione  delle  due  coppie  di  dia* 
metri  in  questione.  Presi  come  assi  delle  x  e  delle  y  due  diametri  coniugati, 
si  può  fìbre  lo  scambio,  prendendo  il  primo  come  asse  deUe  y  e  il  secondo 
come  asse  delle  x;  il  che  equivale  a  scambiare  fra  loro  i  due  segni  preposti 
a  ciascun  radicale. 
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A  ,    A    gen*m    , 

An o'h  ^n     **~~  ^3.'  Ben» Q  '^  *»  ' 


V  = 


A   Ben' ut 


»'..; 


e  qaindi 
[13] 


Le  semiderivate  della  [12]  sono  —  ^  yi*^^^  trinomio  complementare 

è  —  i  ;  il  discriminante  è gry  ;  l'equazione  dell'ellisse  come  invi- 
luppo è  (XV,  i) 

[14]  a*D^^F{uvì)=:a^*u^+b^*v*  —  lz=0; 

Tequazione  della  polare  di  (iv'  y')  è 

che  diviene  la  tangente  in  {pc'y')  se  questo  punto  è  suirellisse;  e 
Tequazione  di  una  tangente  nella  direzione  m:n  h  della  forma 

wo;— 7711/4-^  =  0, 

ossia  la  tangente  ha  per  coordinate 

w  =  n:ft,    r= — m:ft, 

con  la  condizione  che  soddisfacciano  Tequazione  della  conica  come 
inviluppo,  onde 

sicché  l'equazione  di  una  tangente  nella  direzione  m:n  è 
[16]  nx  —  mv±  ^a^n^  +  h^rr?  =  0  (•). 


(*)  0  altrimenti:  requazione  delle  tangenti  nella  direzione  minò  {XV,  l,  [14']) 

(S+^)(?.+^.-')-(5+^^)'-«. 

che  si  riduce  a 


na:  — my±l/a,V+6i«m^ 


,«m«  =  0. 
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8.  Se  invece,  supposto  ancora  A„>OeA'=i=0,  1  coefficienti  di  o^  e  v* 
nella  [10]  fossero  n^ativi,  posto 

[17]  «i*  =  74'-        V  =  T^' 

Tequazione  diverrebbe 

[18]  ^.  +  ^^  +  1  =  0. 

la  quale  evidentemente  non  è  soddisfatta  da  valori  reali  di  a;  e  y. 
Diremo  che  in  questo  caso  il  luogo  rappresentato  dall'equazione  pro- 
posta è  un'ellisse  tnaginaria.  Per  essa 


[19] 


Pery  =  0  l'equazione [18]  dà  a?  =  ±a4f,  e  per  a?  =  0  dài/=±&i^ 

(ove  /=K^ — 1).  I  sernidUimeiri  (pXvi^i  sono  imaginar!  puri  nell'ellisse 
imaginaria.  Ma  il  centro  e  i  diametri  sono  reali. 

•.  Nella  iperbole ,  essendo  A^^<^^A^^^=:(i^^a\^<^,a\^  a\^  non 
sono  nulli  ed  hanno  segni  opposti;  e  quindi,  se  ^^=0,  nella  [10]  i 
coefBcienti  di  a;*  e  y'  avranno  segni  opposti.  Se  nelle  [8]±  denota  il 

segno  di  A,  sarà -7- positivo  e -7- negativo;  e  potremo  porre 

Oli  (Tu 


[20]  a,*  =  --^  V  =  TV-' 

-«SS  «  Il  -^83  «  19 

indicando  con  a^  e  &^  quantità  positive.  Allora  la  [10]  prenderà  la 
forma 

[21]  „7--^--*=«- 

Abbiamo  già  (XIY,  6)  esaminato  il  luogo  rappresentato  da  questa 
equazione,  e  trovato  che  essa  ò  una  curva  reale  composta  di  due  rami 
doppiamente  infiniti. 
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Di  due  diametri  coniugati,  Tuno  ha  comuni  con  l'iperbole  due  punti 
reali  À  À',  e  l'altro  due  punti  complessi-    ^  .y         % 

coniugati  ;  poiché  ì/  =  0  dà  a7  =  ±aj,  e 
a?  =  0  dà  i/  =  ±&^^.  Se  portiamo  sul  se- 
condo due  segmenti  OB  OD'  misurati  da 
±  {'p  e  se  chiamiamo  non  solo  a^  ma  anche 
&4  misura  del  semidiametro  sul  diametro 
che  si  considera,  avremo 

«•=5sr.|-'±f''-^lS-^-i 

m  ,        ^ 

ove  ±  è  il  segno  di  A. 

Le  semiderivate  della  [21]  sono--,,  — ^  ,  e  il  trinomio  comple- 
ti       ^1 

montare  è  —  1  ;  il  discriminante  è  ^-^  ;  l'equazione  dell'iperbole  come 

inviluppo  è 

[23]  --a*  b^*F(uv  i)  =a,^  u'^  &^H^«  — 1  =  0; 

l'equazione  della  polare  del  (o  tangente  nel)  punto  (a?'t/0 

r241  ^_^  —  i=0' 

e  l'equazione  di  una  tangente  nella  direzione  m  :  n 

[25]  nx  —  my  ±  ^a^  w' —  ì>^  m*  -  0 . 

IO.  Abbiamo  finora  escluso  l'ipotesi  ^  =O.Se  i4  =0,  la  [9]  diviene 

[26]  a\,^M-«'82l/'  =  0, 

ove  a\^  e  a'„  sono  diversi  da  zero,  poiché  a\i  a'„  =  ^'33  =1=0,  essendo 
per  ipotesi  -433=4=0. 

Or  se  ^83  <^  6  quindi  A\  <  0,  a\^  e  a'„  hanno  segni  opposti; 
e  secondochè  a\^>  <  0  possiamo  porre  a,'  =  ±  1  :  a'^, ,  ì)^  ==F  1  :a'„ , 
indicando  con  a^  e  b^  numeri  positivi;  sicché  la  [26]  diviene 

«1'     V~"' 
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la  quale  si  scinde  nelle 

che  rappresentano  due  rette  reali  passanti  per  l'origine. 

Se  invece  i4,3  >  0 ,  si  può  porre  a,"  ==  ±  1  :  a',^ ,  ft^*  =  ±  1  :  a',,, 
e  la  [26]  diviene 

la  quale  si  scinde  nelle 

ai  6i  oi    '        bi 

che  rappresentano  due  rette  complesse-coniugate  passanti  per  Torigine. 

Nel  primo  caso  dunque  si  hanno  due  rette  reali  e  secantisi  in  un 
punto  reale  al  finito,  le  quali  chiameremo  coppia  iperbolica  di  rette. 
Nel  secondo  caso  si  hanno  due  rette  complesse-coniugate  e  secantisi 
in  un  punto  reale  al  finito,  le  quali  chiameremo  coppia  ellittica  di 
rette.  Una  coppia  ellittica  di  rette  può  anche  dirsi  un'ellisse  ridotta 
a  un  sol  punto  (reale). 

Si  dirà  poi  coppia  parabolica  di  rette  Tinsieme  di  due  rette  paral- 
lele, reali  e  distinte,  o  reali  e  coincidenti,  o  complesse-coniugate. 

Perchè  la  f  (a?  1/ 1)  =  0  rappresenti  una  tal  coppia,  occorre  e  basta 
(XV,  4)  che  sia  A^^  =  Ai^  =  A^^  =  0.  Allora  (XIV,  13),  se  «14=4=0, 
si  ha 

a,Jia)yì)  =  f,ixyìy-\'A,, 

=  ìfi(^i/i)-/^^^,(K,(^yi)+|/^^,l, 

e  però  le  due  rette  sono  reali  e  distinte,  reali  e  coincidenti,  o  com- 
plesse coniugate,  secondochè  At^<  =  >0;  e  del  pari,  se  02,^=0, 
secondochè  ^,4  <  =  >  0. 

Che  se  a^^  =  a^^  =  0,  è  pure  a^j  =  0,  e  si  ha  in  coordinate  carte- 
siane omogenee 

f  (07,  X^  X^)  =  (2^,3  X^  +  2a,3  07,  +  «33  x^)  Xj,, 

e  quindi  il  luogo  si  scinde  nella  retta  i^ale  2ai^  x^  +  2^33  x^-^a^^  x^zzz  0 
e  nella  retta  all'infinito  a?3  =  0.  E  polche  -4ij=  — «,3*,  ^3,=— a^,*, 
se  queste  due  rette  coincidono  risulta  -4^4  =  0  e  -433  =  0,  e  se  non 
coincidono  risultano  ^n  e  ^33  negativi  0  uno  negativo  e  Faltro  nullo. 
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Conica  riferita  a^gli  assi. 

il.  Le  precedenti  forinole  relative  airellisseed  airiperbole  si  sem- 
plificano, se  sì  assumono  come  assi  delle  coordinate  i  due  diametri 
principali  od  assi  della  conica. 

In  fatti,  ponendo  Q  =  y  e  chiamando  a^  b^  le  misure  dei  semiassi 

ÒI  OB,  Tequazione  [12]  deirellisse  reale  prende  la  forma 

[28]  £«  +  -V-*='- 

Or  l'equazione  in  t  diviene  la  A  (p)  =  0  già  incontrata  due  volte 
(XV,  10  e  XVI,  2),  col  solo  cangiamento  di  p  in  —  p.  Quindi  «o*  ©  V 

sono  espressi  da  -;«-psen*w,  ove  p  denoti  Tuna  o  T  altra  radice  di 
A(p)=0. 
Se  si  pone 

K=\/l*  —  AA„mi**ìì, 
si  ha  dalle  [13]  per  Q  =  4 
[29]  a,^=-^,{-I±K)  W  =  ^.(-I^K). 

Il  numero  K  è  reale ,  tali  essendo  a^*  e  V  (§  7).  Possiamo  assu- 
mere K  positivo,  quando  non  è  nullo. 

SejK^=0,  risulta  ao*  =  V>  onde  ao  =  &o»  ©  l'ellisse  si  riduce  a  un 
circolo  di  equazione  a?'  +  y'  =  a^. 

Se  K>  0,  risulta  ao'#»  V>  ®  potremo  supporre  sempre  preso  come 
asse  delle  x  quello  che  contiene  il  semiasse  maggiore,  vale  a  dire 
«0  >  &o5  allora  nelle  [29]  ifc  è  il  segno  di  A. 

E  qui  notiamo  che,  essendo  A,,  >  0  e  1  :  sen*  Q  >  1,  iT  è  il  massimo 
valore  che  può  assumere  il  radicale  nelle  [13];  onde  segue  che  dei 
due  semiassi  deWeUisse  reale  Vuno  è  il  massimo  e  Valtro  è  il  mi- 
nimo fra  tutti  i  semidiametri. 

Inoltre  si  ha  dalle  [29] 

[30]    V+V=-^.  V-V^ihT^.   aA=±-4--senu;. 

-^33  ^33  V^33^ 

Per  l'ellisse  imaginarla  si  muti  soltanto  a©'  e  &o*  in  —  ^o'  e  —  &o*- 
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19.  L'equazione  dell'iperbole  riferita  ai  propri  assi  è 

[31]  ^_ìl;_i=o, 

ove  2ao  =  Al'  è  la  misura  dell'asse  che  seca  l'iperbole  (asse  trasverso 
0  primo),  e  2^0  =  ^^'  si  chiama  la   misura  dell'asse  che  non  seca 
(asse  imagtnano  o  secondo). 
Le  a% ,  —  &*o  sono  espresse  da  -7-=-  psen*ui,  e  sono  date  dalle  formolo 

óve  ±  è  il  segno  di  A, 

Essendo  ora  K  il  minimo  valore  del  radicale  nelle  [22],  segue  che 
fra  i  diametri  secanti  Viperbole  tasse  trasverso  è  il  minimo,  e  fra 
i  diametri  non  secanti  l'altro  asse  è  il  minimo. 

Si  ha  pure 

[dS]a\-b\=-^,    «o*  +  V  =  ±44,   aA=di-7=~senu). 


Teoremi  sui  diametri  coniugati. 

13.  Qui  è  opportuno  esporre  alcuni  teoremi,  che  scaturiscono  im- 
mediatamente dalle  cose  esposte. 
Per  l'ellisse,  reale  0  imagìnaria,  si  ha  dalle  [13]  e  [19] 


[34]  a.«+V==F7^. 


—  AL 


il  quale  risultato,  essendo  indipendente  da  Q,  ci  dice  che:  nell'ellisse 
la  somma  dei  quadrati  di  due  semidiametri  coniugati  è  costante. 

E  si  noti  che  nella  ellisse  reale  AI  è  negativo,  perchè  ivi  vale 
— i4%3  (a^^+bi*);  mentre  è  positivo  nell'ellisse  imaginaria,  nella  quale 
vale^,3«(é7,«  +  V). 

Si  ha  pure  a/ V=  ^  •  J^.  e  quindi 

[36]  «1  &4  senQ  =  ±  -==  senu)  ; 
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dunque  :  è  costante  Varea  {afifi&nQ)  del  parallelogramma  costruito 
sopra  due  semidiametri  coniugati  delVeUisse, 

Da  ultimo  notiamo  che:  nell'ellisse  esiste  una  coppia  di  diametri 
coniugati  eguali.  La  loro  lunghezza  ò  e  il  loro  angolo  qp  si  ottengono 
supponendo  nullo  il  radicale  nelle  [13],  e  si  ha 

[36]  0=  22^)/ir2Zr  sen(p  =  ±2senu)  ?^ 

per  rellisse  reale;  mentre  basta  mutare  —  2 AI  in  2AI  per  Timaginaria. 
E  siccome  (§  6)  gli  estremi  valori  di  senQ  sono  appunto  i  valori  di  senqp, 

poiché  dall'essere  P  —  AA^  sen*u)  =  ^*  >  0  segue  4sen*u)-^  <  1  cioè 

1  >  senqp  >  —  1 ,  onde  esiste  un  angolo  acuto  reale  qp  ;  cosi  vediamo 
che  :  nell'ellisse  i  diametri  conittgati  eguali  sono  quelli  che  fanno  il 
minimo  angolo  acuto  (gli  assi  facendo  il  massimo,  cioè  Tangolo  retto). 
L'equazione  deirellisse  riferita  a  questi  diametri  sarà 

[37]  ^*  +  l/'=Fò'  =  0, 

come  quella  del  circolo  riferita  a  due  diametri  ortogonali. 

141.  Passiamo  aHlperbole.  Abbiamo  ivi  dalle  [22] 
AI  -  ^ 


[38]  a\  —  b\  =  -^,    aAsenQ  =  ±-p== 


senu)  ; 


sicché:  nell'iperbole  è  costante  la  differenza  dei  quadrati  di  due  semi- 
diametri coniugati,  ed  è  costante  Varea  del  parallelogramma  co- 
struito sopra  due  semidiametri  coniugati. 

Quando  7=0  (XV,  8)  risulta  a^^  =  ì)^\  dunque:  nell'iperbole  orto- 
gonale od  equilatera  ciascun  semidiametro  è  eguale  al  conit^ato. 
Ciò  dà  ragione  dell'epiteto  equilatera. 

Privando  la  [21]  del  termine  noto,  si  ha  l'equazione  degli  asintoti 
[XV,  6] 

e  però  gli  asintoti  sono  le  rette  delle  equazioni 
[40]  7- r  =  0       ^  +  ì-  =  ^' 

«1       bi  ai       Oi 

le  quali  rette  passano  per  il  centro  e  sono  evidentemente  le  diagonali 
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del  parallelogramma  avente  per  mediane  i  due  diametri  coniugati 
kk!  BB'.  Dunque:  ffli  asintoti  delf iperbole  sono  le  diagonali  di  tutti 
i  parallelogrammi  aventi  per  mediane  due  diametri  coniugati. 

Combinando  questa  proprietà  con  la  costanza  deirarea  del  paralle- 
logramma costruito  sopra  due  semidiametri  coniugati,  si  scorge  che 
è  costante  Varca  del  triangolo  formato  da  una  tangente  qualunque 
coi  due  asintoti. 

È  chiaro  poi  che  nell'iperbole  l'angolo  acuto  di  due  diametri  con- 
tifati  può  aver  tutti  i  valori,  da  zero  (per  un  asintoto)  a  un  retto 
(per  gli  assi). 


15.  Se 

1  =  0 


è  Tequazione  di  una  ellisse  o  iperbole  riferita  a  due  diametri  coniu- 
gati, dette  {ai  i/)  (a/'  y")  le  coordinate  dei  punti  estremi  di  due  semi- 
diametri coniugati  qualunque,  si  hanno  le  relazioni 

delle  quali  le  due  prime  esprimono  che  quei  due  punti  stanno  sulla 
conica,  e  la  terza  che  essi  sono  coniugati  rispetto  alla  coppia  degli 

asintoti  -*-4-^  =  0. 

Da  queste  si  trae  rispettivamente 

^^_1-^K_^      .€1.^K_^      yly"l—^^:i^ 

ed  elimmando  ^,^-^  si  trova  ( i  — -, J  (  i - -^ ]  =  -^^ ;  e  ri- 
ducendo  , 

[42J  ay*  +  a/'*  =  a\ 

Analogamente, 

[43]  y''+y"'  =  ±b'. 

Inoltre  ±  ^  =  1 g —  =  -  ,- ,  e  del  pari  ±'^  =  -f.  Quindi 

neirellisse  sarà  (scegliendo  1  segni  giusta  la  3^  delle  [41]) 

[44]  7  =  ±  P       ^J=^a-^  "^'^^  +  •^*"  ^"  =  ^  ' 
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e  nell'iperbole 

[45]  ^'  =  4-^/,      5f=±^/,    o(fy'  +  x''y"=0. 

a        —  b  b  a 

IB.  Se  si  suppone  che  la  conica  sia  riferita  ai  propri  assi,  e  si 
denotano  con  a^  b^  i  semidiametri  coniugati  terminati  nei  punti  (^  ]/') 
(af't/')y  allora  si  ha  a*  =  a/* -{-y'^^zt^*  =oo"*  +  y*'*,  e  sommando 

[46]  a,*±  &,*  =  {x'*  +  x"*)  +  ([/'«  +  j/"*)  =  a*  ±  &«  ; 

cosicché  si  ritrova  che  è  costante  la  somma  o  la  differenza  dei  qua- 
drati di  due  semidiametri  coniugatt 

Inoltre  U  parallelogramma  su  due  semidiametri  coniugati  è  co- 
stante; poiché  è  misurato  da  afy''  —  af'y',  che  neirellisse  vale 

sicché  neirellisse  é 

[47]  0?'  y"  —  af^y*  =  Tàb\ 

e  neir  iperbole  si  trova  analogamente 

[48]  x'  i/"— a?y  y'  =  ±al>.i. 

Si  noti  che 

a,«  =  a?'«  +  i/'«==a:'«±&«/l— J*)=±&*+/i:+:^Ja?'*, 

±V  =  ^"*  +  l/"*  =  (a*  — a?'«)±Ja/«  =  a«— (lH=^)iz?'«. 

Or  neirellisse  si  può  supporre  a  >  &,  e  quindi  neirellisse  e  nelFiper^ 
bole  si  può  porre  rispettivamente 

Con  ciò  si  ha  più  brevemente 

[49]  a^*  =  ±  &'  +  e*a?'*,        ±  &,*  =  a*  —  6*  ofK 
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Denotando  con  a,  p^  i  coseni  degli  angoli  che  il  diametro  conte- 
nente il  semidiametro  a^  fa  con  gli  assi,  si  ha  a/  =  afi^,  v'  =  (ifit; 
onde  la  relazione 

Ora  se  a,  p,  sono  i  coseni  del  diametro  perpendicolare  al  precedente 
e  c^  è  il  relativo  semidiametro,  si  ha  pure 

a.«  +  a.«=l,    p,«  +  p.«  =  i,    Ì,  =  5VJ-l\ 
<2uindi  segue 

ovvero:  è  costante  la  somma  dei  quadrati  (coi  débiti  segni)  dei  va- 
lori inversi  di  due  semidiametri  perpendicolan, 

iV.  Dalla  definizione  di  figure  simili  emerge  che,  se  due  coniche 
sono  simili,  i  loro  punti  air  infinito  sono  punti  omologhi,  cosicché  le 
due  coniche  sono  della  stessa  specie;  inoltre  i  centri  sono  punti  omo- 
loghi, gli  asintoti  sono  rette  omologhe,  e  cosi  pure  le  coppie  di  dia- 
metri coniugati  e  glj^  assi. 

Del  pari  dalla  definizione  di  figure  omotetiche  emerge  che:  affinchè 
due  coniche,  poste  in  un  piano  e  riferite  a  uno  stesso  sistema  di 
coordinate  cartesiane,  siano  omotetiche,  è  necessario  e  sufficiente 
che  i  coefficienti  dei  termini  di  2^  grado  nelle  loro  equazioni  siano 
proporzionali;  poiché  allora  gli  asintoti  sono  paralleli  e  i  diametri 
paralleli  hanno  lunghezze  proporzionali,  com*ò  facile  dedurre  dalle 
formolo  relative. 

P.  es.  sono  omotetiche  rispetto  al  centro  le  iperboli 

e  cosi  pure  le  due  ellissi 

sono  omotetici  due  circoli  qualunque;  sono  simili  due  iperboli  equila- 
tere qualunque;  sono  simili  due  parabole  qualunque. 
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Taòélla  delle  va/rie  specie  di  coniche. 

18.  Dalle  cose  dette  intorno  airellisse,  ali* iperbole,  alla  parabola 
ed  alle  coppie  di  rette,  e  dairosservare  che  la  parabola  è  sempre  reale 
(perchè  secata  dai  diametri),  noi  siamo  messi  in  grado  di  stabilire  la 
seguente  : 

Tabella  delle  varie  specie  di  luoghi  di  2^  ordine,  relativa  alle  loro 
equazioni  in  coordinate  cartesiane: 

ÌAKO EUisse  reale 
AI>0 EUisse  imaginaria 
A  =zO Coppia  ellittica  di  rette 

1-4  H=»0 Iperbole  (reale) 

^83<0  ^  ^  =0 Coppia  iperbolica  di  rette 

_     l  A  #»0 ParaI>ola  (realej 

^^  —  ^(A=0 Coppia  parabolica  di  rette, 

reali  e  distinte,  complesse-confugate,  reali  e  coincidenti, 
secondochè  A^^  (e  quindi  anche  A^J  <>  =  0. 

Neirellisse  a^^  a„  non  son  nulli  ed  hanno  lo  stesso  segno  (XY,  2); 
ora  il  segno  di  /  non  alterandosi  (§  3)  per  trasformazione  di  coordi- 
nate, ed  in  coordinate  ortogonali  essendo  /=an  +  a,9f  segue  che 
nell'ellisse  /  ha  Io  stesso  segno  di  a^^  e  a,,;  laonde  neUa  tabella  è 
lecito  sostituire  sempre  a^^  o  a^^  a  I  (*). 

Iperbole  riferita  cigli  aHwtoti. 

IO.  Quando  la  conica  è  unlperbole,  la  sua  equazione  si  può  ridurre 
a  una  forma  semplicissima,  prendendo  per  assi  delle  coordinate  gli 


(*)  La  claBsificazione  degli  inviluppi  di  2^  classe  in  rapporto  alle  loro  equa- 
zioni in  coordinate  pliickeriane  rientra  nella  tabella  precedente  quando  il 
discriminante  non  é  nullo,  essendo  facile  il  passaggio  dairequazlone  della  co- 
nica come  inviluppo  airequazione  della  conica  come  luogo  (XY,  1).  E  quando 
il  discriminante  è  nullo,  Tinviluppo  degenera  in  due  punti  (XIY,  28),  di  cui 
è  facile  trovar  le  equazioni  separate,  siano  essi  reali  e  distinti,  o  complessi- 
coniugati,  0  reali  e  coincidenti. 
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asintoti.  Inftitti,  l'origine  essendo  nel  centro,  l'equazione  avrà  la  forma 

[1]  a\,x»  +  2a'„  ay + o'„  t/«  +  ^  =  0 , 

ove  -488  <  0.  Per  y  =  0  essa  deve  dare  due  valori  infiniti  per  ce,  e 
quindi  dev'essere  a\i  =  0;  similmente  dev'essere  a\^=zO.  Sicché  Te- 
quazione  diverrà  bilineare  e  simmetrica  in  x  e  y: 

[2]  2a\,ocy  +  -^  =  0. 

Ora  si  tratta  di  determinare  a\^  in  funzione  dei  coefllcienti  della 
{{xy  i)  con  Taiuto  degl' invarianti. 
Detto  Q  l'angolo  degli  asintoti,  avremo 

sen'ui  8en*Q       '       sen'ui       sen'Q 

Dividendo  anzitutto  la  2*  pel  quadrato  della  1%  si  ha 

[4]  tg*Q  =  — ^  sen«ui; 

ed  essendo  cos'Q  =  1  :  (1  +  tg'Q),    sen'Q  =  tg*Q  ;  (1  +  tg*Q),  si  ha  pure 

[5]  cos«Q  =  ^,      sen*Q=  — ^sen*ui; 

e  ciascuna  delle  [4]  e  [5]  determina  gli  angoli  degli  asintoti  (e  mostra 
di  nuovo  che  gli  asintoti  sono  perpendicolari  quando  /=  0). 

Dividendo  poi  la  2^  delle  [3]  per  la  i\  e  tenendo  presente  la  1^ 
delle  [5],  si  trova 

[6]  a\,  =  ±^-^. 

Quindi  la  [2]  diviene 
[7]  xy  =  L, 

posto 

f  _^  AK 

Se  qui  si  sceglie  nel  2^  membro  il  segno  di  A,  risulta  L>  0,  e 
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quindi  x  e  y  dello  stesso  segno;  il  che  prova  che  /  dìie  rami  deWir 
perbole  cadono  in  due  angoli  opposti  al  vertice  degli  asintoti. 
Si  noti  la  relazione 

che  segue  dal  §  12  (*). 

Si  è  supposto  A  =#  0.  Se  -4  =  0,  Tequazione  t{x  y  1)  =  0  rappresenta 
due  rette  iperboliche;  Q  è  il  loro  angolo;  le  due  rette  sono  perpen- 
dicolari quando  7=0;  Tequazione  ridotta  della  coppia  di  rette  è 
a?y  =  0. 

dmica  riferita  a  un  dia/metro 
e  ad  una  tangente  coniugati» 

90.  Ora  esporremo  una  riduzione  di  t{a)yi)  =  0,  che  vale  anche 
per  la  parabola,  anzi  è  la  più  semplice  e  la  più  usitata  riduzione 
deirequazione  di  una  parabola. 

Prendasi  per  origine  un  punto  della  conica,  per  asse  delle  X  il  dia- 
metro che  passa  per  quel  punto,  e  per  asse  delle  Y  la  tangente  in 
quel  punto. 

Cominciamo  dal  caso  della  parabola. 

L'equazione  trasformata  a'^^  X*  +  —  +  ^'ss  =  0,  ponendovi  X=0, 
deve  dare  per  Y  due  valori  nulli,  onde  a'^  =  0,  a',3  =  0  ;  inoltre 
ponendovi  F=0  deve  dare  per  X  un  valore  infinito,  onde  «'44  =  0; 
e  infine  dev'essere  a\^a\^  —  a'„*  =  0,  onde  a\^=^0. 

Laonde  Tequazione  si  ridurrà  a 

a\^Y*  +  2a\^X=0. 
Possiamo  determinare  a\^  ed  a\,  mercè  grinvarianti,  quando  sia 


(*)  Si  noti  pure  che  le  semiderivate  sono  ^ ,  n~»  ^  il  trinomio  complementare 

è  — X;  il  discriminante  è  7-;  l'equazione  deiriperbole  inviluppo  è  «»  =  1 :4X; 
4 

Tequazione  deUa  polare  di  {x'y\  ed  in  particolare  della  tangente  in  (x*  y%  è 

Teqnazione  di   una  tangente   nella  direzione  m:»  è  nx  —  fny-\-h  =  Q ,  onde 
u^=^n:k,  t?=s — m:fc,  — nm:fc*«=l:4L,  A:*  =  —  \Lfnn,  e  però 


nx  —  iny±  2V —  Lìnn  =  0  . 
E.  D*OviDiOf  Qtomeiria  anaUUca.  20 
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dato  rangole  Q  dei  nuovi  assi  coordinati.  Infatti  abbiamo  le  due  equa- 
zioni 

/     g»  A     — q«q't3* 

sen'ui       sen'Q  '       gen^u)  Ben'S2     ' 

delle  quali  la  1^  dà 

„,     aen'Q  - 


**       senHu 
e  poscia  la  2^  dà 

Quindi  Tequazione  della  parabola,  riferita  a  un  diametro  e  alla  tan- 
gente coniugata,  è 

[1]  Y*  =  2pX, 

ove  si  ò  posto 

Tasse  delle  X  positivo  andando  verso  Tinterno  della  curva. 

Abbiamo  già  esaminato  il-  luogo  rappresentato  da  questa  equazione 
(XIY,  l)y  e  trovato  che  esso  si  compone  di  un  solo  ramo  doppiamente 
infinito. 

In  particolare,  Tequazione  della  parabola  riferita  al  proprio  asse  è 

[3]  v^  =  2Px, 


IT 


dove  P  si  ottiene  da  p  ponendovi  Q  =  ò  >  ^^^ 

L4]  P  =  sen«u)|/^. 

2p  dicesi  parametro  corrispondente  al  diametro  scelto  come  asse 
delle  X,  e  2P  parametro  principale  o  lato  retto. 
Si  ha,  qualunque  sia  Q , 

psen'Q  =  P  =  costante. 

In  conseguenza  :  /  parametri  della  parabola  sono  inversamente  pro- 
porzionali ai  seni  quadrati  degli  angoli  dei  diametri  cui  corrispon- 
dono con  le  direzioni  coniugate  di  questi.  Inoltre;  il  minimo  para- 
metro è  il  principale. 
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Messa  Tequazione  della  parabola  sotto  la  forma  ridotta 

l/«  —  2px  =  0, 

le  semiderivate  sono  — p,  y^  e  il  trinomio  complementare  è  — px\ 
il  discriminante  è  — p*\  l'equazione  della  parabola  come  inviluppo  è 

2 
pv^  —  2w  =  0     ossia     t?*  =  -  le  ; 

V 

l'equazione  della  polare  del  (o  tangente  nel)  punto  {afy')  ò 

.  y'y'-p{0D'  +  x)=0y 

onde  questa  retta  incontra  Tasse  delle  oo  nel  punto  di  ascissa  — or'; 
r  equazione  della  tangente  (unica  al  finito)  nella  direzione  m  :  n 
è  della  forma  nx  —  wy4-^  =  0,  ed  ha  per  coordinate  w  =  n:fr, 
t?  =  —  7n:ft,  con  la  condizione  m*:/t*  =  2n:pft,  onde  /t=|)?n*:2n, 
e  però 

nx  —  my+^:=^0, 

9t .  Passiamo  al  caso  dell'ellisse.  Per  brevità,  supponiamo  l'ellisse 
già  riferita  al  diametro  che  vogliamo  assumere  come  asse  delle  X  e 
al  suo  diametro  coniugato,  sicché  la  sua  equazione  sia 

Ora  non  resta  se  non  trasportar  l'origine  nel  punto  di  coordinate 
(—ai,  0),  volendo  che  sull'asse  delle  X  il  senso  positivo  vada  verso 
l'interno.  Ciò  si  fa  mediante  la  sostituzione  {x=X — a„  y=  F),  e  si 
ottiene 

'■^■+?-'='> 

ossia 

[5]  r*  =  2^X—K^^' 

Il  coefl3ciente  2  -^  di  JT  dicesi  parametro  corrispondente  al  dia- 

metro  scelto  come  asse  delle  X.  Il  parametro  principale  o  lato  retto 
ò  il  parametro  corrispondente  a  quel  diametro  principale  che  contiene 
il  semidiametro  più  lungo. 
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Pel  caso  deir  iperbole,  basta  mutare  b^*  in  — ft^',  e  volendo  che  il 
senso  positivo  suirasse  delle  X  vada  verso  Tinterno  della  curva,  usare 
la  sostituzione  (a?  =  JT  +  «i»  1/  =  y)f  il  che  porge 

[6]  r«  =  2^'z+^,x«. 

«1  or 

La  definizione  di  parametro  si  estende  a  questo  caso. 
Posto  p  =  — ,      g  =  -^ ,  le  equazioni  [5]  e  [6]  divengono 

[7]  Y^  =  2pX+qX\ 

Risulta  dalla  [7]  che  nell'ellisse  F*  è  minore  di  SJpX,  nella  iper- 
bole maggiore,  nella  parabola  eguale.  Questa  proprietà  fu  in  sostanza 
quella  che  suggerì  i  nomi  di  ellisse,  iperbole,  paràbola  (Pappo, 
CoUectiones  mathematicae,  lib.  VII). 

Merita  inoltre  di  esser  notata  la  seguente  proprietà,  la  quale  sovente 
permette  di  estendere  alla  parabola  proprietà  stabilite  per  l'ellisse  o 
l'iperbole: 

Se  di  una  conica  a  centro  rimangono  fissi  un  punto,  la  tangente 
in  esso  e  il  diametro  che  passa  per  esso,  mentre  il  centro  va  all'in- 
finito; e  se  inoltre  il  parametro  corrispondente  a  questo  diametro 
varia  tendendo  ad  un  limite  2po,  oppure  si  mantiene  costante  ed 
eguale  a  2^^\  la  conica  tende  a  divenire  una  parabola  di  para- 
metro 2po. 

Allora  infatti  nella  [7]  p  tende  a  jpo»  oppure  rimane  costantemente 
eguale  ajPo;  ma  q=p:a^  tende  a  zero,  perchè  a^  cresce  indefinita- 
mente; e  però  la  [7]  t^nde  a  divenire  Y*  =  2PqX. 

Equa»i4yne  polare  détta  conica. 

IS9.  Se  r  è  una  retta  per  l'origine  0  e  si  pone  al  solito 

n  =  senxr  :  senxy       m  =  senyr  :  senyx , 

le  coordinate  a?  y  di  un  punto  P  di  r  sono  espresse  da  a7  =  mp 
l/  =  np,  ove  p  =  OP. 

Se  si  vuole  che  il  punto  P  appartenga  alla  conica  f(a?i/i)  =  0, 
deve  esser  soddis&tta  la  equazione 

[1]  f  (mp,np,l)= (a^^m'-f  2a„mn + a^^n^)  p»4-  2(a43m+a„^)p+a33=0. 

Questa  può  dirsi  equazione  polare  della  conica. 


i 
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93.  Dedurremo  da  essa  un  notevole  teorema  di  Apollonio,  che 
Newton  estese  a  curve  di  ordine  qualsiasi  {Enumeratio  etc,  II). 

Siano  p^  Pg  le  due  radici  dell^equazione  polare  [1]  ;  sarà 

^*^*  ~  0,1  m'  +  2a„  mn  +  «n  n*  " 

Siano  poi  p/  p,'  le  mdici  dell'analoga  equazione  relativa  ad  un'altra 
retta  r'  per  0  di  direzione  m'in';  sarà  similmente 

Quindi  segue 

Pi  pt (hi  w^*  +  2«ia  wiV  +  g«  ft^ 

p'i  p'i       Oli  in'  +  2ais  mn  +  a^n* 

Di  qui  si  scorge  che,  se  dairorigine  0  si  tirano  due  trasversali  r  r' 
alla  conica,  il  prodotto  dei  due  segmenti  p^  =  OP^  p,  =  OP,,  che  la  co- 
nica fa  sulla  prima,  sta  al  prodotto  dei  due  segmenti  p'^ = 0P\  p'^ = OF,, 
che  la  conica  fa  sulla  seconda,  in  un  certo  rapporto,  che  dipende  solo 
dai  coefficienti  dei  termini  a  2^"  grado  della  equazione  della  conica  e 
dairinclinazione  delle  due  rette  sugli  assi  delle  coordinate,  vale  a  dire 
dipende  da  quantità  che  non  si  alterano  quando  si  sposta  l'origine 
senza  cangiare  la  direzione  delle  due  rette  e  degli  assi.  Onde  il  teo- 
rema: 

Se  da  un  punto  mobile  si  tirano  alla  conica  due  rette  in  direzioni 
assegnate,  i  prodotti  delle  coppie  di  sedimenti  che  la  conica  segna  su 
queste  rette  sono  in  rapporto  costante. 

Da  un  altro  punto  o  si  tirino  le  parallele  op^p,  e  op'^p'^  alle  due 
rette  precedenti  ;  per  il  teorema  ora  enunciato  sarà 

OP,.OP,  :  OP\.OP',  =  op,.op,  :  op'^.op'^, 

e  permutando, 

-H — ■  = — r — r^=  costante; 

ovvero:  se  due  rette  rotano  intomo  a  due  punti  fissi  serbandosi 
paracele  fra  loro,  i  prodotti  dei  segmenti  che  la  conica  segna  siUle 
due  rette  serbano  un  rapporto  costante. 

94.  Ecco  alcuni  corollari  di  queste  proprietà: 

Se  o  è  il  centro,  si  ha  op2  =  — op^,  op^.opa=:  —  op^*;   laonde:   // 
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prodotto  dei  segmenti  di  una  secante  che  roti  intorno  ad  un  punto 
fisso  è  proporzionale  al  quadrato  del  semidiametro  parallelo  ad  essa. 

Ne  segue  che:  nel  circolo  il  prodotto  dei  segmenti  è  costante  su  ogni 
trasversale  condotta  per  un  punto  fisso:  teorema  notissimo. 

Le  due  tangenti  OT  OT'  condotte  da  un  punto  0  a  una  conica 
sono  proporzionali  ai  semidiametri  op  op'  ad  esse  paralleli.  Polche 
si  ha  OT .  OT  :  op*  =  OT'.  OT'  :  op'»,  onde  OT  :  op  =  OT'  :  op'. 

i  quadrati  di  più  corde  parallele  di  una  conica  sono  proporzionali 
ai  prodotti  dei  segmenti  che  esse  determinano  sul  diametro  coniu- 
gato comune. 

Infatti,  sìa  11'  un  diametro,  e  PP'  una  corda  bisecata  da  11'  in  Q. 
Allora  QP'  =  —  QP,  e  il  teorema  generale  darà 

OP  OP'  OP' 

5~gp  =  costante,    onde  ^2  oi^  ^  costante. 

Siano  0  0  due  punti  di  una  retta  parallela  ad  un  asintoto  delPi- 
perbole,  ovvero  di  un  diametro  della  parabola,  cioè  di  una  retta  che 
sechi  la  curva  in  un  punto  1  al  finito  e  in  un  punto  air  infinito: 
allora 

0Pt.0Pa_0A.00Q_0A  000__01  . 
OPi.OPs  OA.OOO        Ol     000        ol  ' 

vale  a  dire  che  i  prodotti  dei  segmenti,  che  una  retta  parallela  ad 
un  asintoto  neWiperìxAe,  ovvero  un  diametro  nella  parabola,  taglia 
sopra  corde  parallele,  sono  proporzionali  ai  semplici  segmenti  che 
queste  corde  staccano  da  quella  retta. 

95.  L'equazione  polare  dell'ellisse  o  deiriperbole  diviene  più  sem- 
plice quando  si  prende  per  polo  il  centro  e  per  asse  polare  un  dia- 

a?»       v« 

metro  prmcipale.  Allora  basta  nella  equazione  -«db fi — i  =  0  porre 
X  =  pcosqp    y  =  psenqp,  e  si  ha  per  equazione  polare 

[2]  p'=  ±'''*' 


Questa  si  trasforma  in 

a»  6»  -f-a'6» 


P'  = 


a»  —  (a'  -\-  6*)co8"q)       a^  —  c*cos»<p  ' 
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ponendo  (come  nel  §  16)  j/^«q=^«  =  c;  e  se  si  pone  anche  -= e, di- 
viene 


[3]  p*- 


1  —  é*C08*q)  ' 


Questa  equazione  rende  evidente  che:  nelVeUissCy  se  di^h,  mentre 
un  semidiametro  rota  intomo  al  centro  per  un  retto,  la  stm  lun- 
ghezza decresce  da  sl  a  h;  e  continuando  a  rotare  per  un  retto, 
ripassa  pe'  medesimi  valori  in  ordine  inverso.  Nell'iperbole  invece 
cresce  da  a  aoo  ("su  un  asintoto),  per  poi  divenire  imaginario 
puro. 

In  Apollonio  sì  trovano  le  denominazioni  :  elliase,  iperbole,  parabola,  lato  tras- 
verso (asse  trasverso),  lato  retto,  diametro,  diametro  coniugato,  iperbole  equilatera, 
le  più  cospicue  proprietà  dei  diametri  coniugati  (e  in  particolare  quelle  dei 
§§  13  e  14),  gli  asintoti  (come  diagonali  dei  parallelogrammi  costruiti  su  semi- 
diametri coniugati). 

Dbbaboubs  introdusse  la  denominazione  parametro,  considerò  gli  elementi 
airinfinito,  trattò  gli  asintoti  come  tangenti. 

Delahibb  {Sectiones  conicae,  1685)  osservò  che  gli  asintoti  sono  in  armonia 
con  due  diametri  coniugati. 

PoMCKLET  introdusse  la  nozione  di  punti  ciclici  (iVop.  pr,,  94). 

La  relazione  a/*:a*=±y"*:6*  e  le  altre  del  §  15,  relative  agli  estremi  di 
due  diametri  coniugati,  sono  di  Chaslks  (Apergu  historique). 

n  teorema  su  due  diametri  perpendicolari  (§  17)  è  di  Plùcksb  {Entuncke- 
lungen,  II). 

Nei  seguenti  esercizi  numerici  le  coordinate  si  suppongono  cartesiane,  ed 
anche  ortogonali,  ove  non  sia  avvertito  il  contrario. 
Esercizio  1.  Discutere  il  luogo  rappresentato  dalla  equazione 

5a:«  +  4a:y  +  y*  — 5a:  — 2y  — 19  =  0. 

1  81 

Si  ha  ^33  =  1,    ^13  =  2-,    -493  =  0,     ^  =  — -  — ,    J=6. 

Il  luogo  è  un'ellisse  reale. 

Il  centro  ha  le  coordinate  f  ^  ,  0 1 .  L'equazione  complessiva  degli  assi  è 


(._|.)*_2(.-l),-^  =  0. 


e  le  equazioni  separate  sono 

2a._2(l±V^)l.'  — 1=0. 
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Le  lunghezze  dei  semiassi  sou  date  da 

81  ro  .  o  ^,^\  X  •      81  , 


ao«=^(3  +  2V2)  V  =  j(3-2>/2'); 


e  Tequazione  deirellisse  riferita  ai  suoi  assi  è 

1/2 


y* 


|(3+21/2)      ^(8-2V2) 

Es.  2.  3a?«  +  4ary  +  y*  — 8«  — 2y  +  21  =  0. 

1  81 

Si  ha  ^,3=»-l,    ^3  =  — -,    ^,3  =  0,    ^  =  —  j,J=4. 

Iperbole  di  centro  (  o~  )  0  j .  L'equazione  complessiva  degli  asintoti  è 

8:r»+4ay  +  y«-3a:-2y  +  |-  =  0    o     3  (:p -i-)*  +  4  (x  — |)  y +  y*=  0, 

e  le  equazioni  separate  sono 

6a;  +  2y  — 3«0        2«  +  2y  — 1=0. 
L'equazione  riferita  agli  assi  è 


a^ 


^^=1. 


^iVK  +  2)      ^(V5-2) 

ed  agli  asintoti 

^«  =  _ 


81    /- 


Es.  8.  4«*  +  4iry4-y«  — 5a;  — 2y  — 10  =  0. 

-^38=0,      ^13=3  —  ,     ^,j=  — 1,      A^= —  — ,   J=5,     -4it=  — 11,    A||=» ^. 

Parabola  di  asse  10a;  +  5y  — -6  =  0  e  di  vertice  (— 10*96,  —  23'12). 

1/5" 
L'equazione  riferita  all'asse  e  al  vertice  è  y'  «=  -^f  ^  • 

Es.  4.  5x«+4xy  +  y«-2ar  +  5  =  0. 

^38=1.    ^«  =  1,    ^«3=  — 2,    ^«4,    J=6. 
Un'ellisse  imaginaria  di  centro  (1,  —  2)  e  di  assi  a?  —  (1  ±  V2)  y  =■  3  ±  2 1^2  . 
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L*equazion6  riferita  agli  assi  è 


-=  =  — 1. 


4(3  +  2V^2)      4(3  — 2J/2) 

L'origine  è  centro;  e  poiché  A^a  =^  150 ,     A^ ai^ A^  =  — 9000 ,     /=  25 ,  la 
oonica  b  un'eUisHtj  reale. 
Gli  assi  sono  fl?  +  2|^=0»  2ap^y^^0;  e  requozìone  riferita  agli  atd  fe 


6^4         - 


Eb.  6.  1135' +  Ma^  —  24i/-=  156. 

Un'iperbole  riferita  ai  centro*  Sopprimendo  il  tonnine  noto  si  ha  l'equazione 
degli  asintotit  onde  le  loro  equazioni  Heparate  lla?  +  2(21  4^13  T'3)  y  —  0, 
Le  equazioni  degli  assi  sono  2jc  —  3^  =  0,  3^  +  2^  =  0 . 
L'equazione  riferita  agli  assi  t* 


ed  agli  asintoti 


4  "3  ^^* 


^-4* 


Una  parabolit.  Poiché  j^ta  ^^  —  1^  j4m  ^  l .  ^  =^  —  1»  -^ii  ^^  —  T.  A^  =^  —  8  , 
/«2,   rttflae  fe  2d'  +  2!fH-l«0  o  il  vertice  (3'725,   ^3*375).  E   l'equazione 

riferita  air  ause  e  al  vertice  è  ^'=— ^. 
Le  rette  a;  +  |f  =  0  ^  2ìe— 7  ^0  lono  un  diametro  e  la  tangente  nel  siiti  eairemOi 

Iperbole  equilatera,  passante  per  l'orione,  di  eentro  (5,-2),  di  asintoti  pa- 
ralleli agli  assi  coordinati,  di  asai  ar  +  ^=^3,  ar  —  y=^7. 

L'equazione  riferita  agli  aaai  è  j^  —  t^^^SO^  ed  agli  asintoti  a::y=^10* 

3 

Es.  9.  lOar*  +  6j^  +  V  =  10  i    poflto  w  =  aro  eos  ^  . 

Si  ha  ^,3  =  41,    ^  =  -410,    1-^. 

Ellisse  reale  riferita  al  centro.  Gli  aasi  ne  sono  a;  =  0,    Zx  —  5j/  ^  0;  e  l'equa* 

^      41v* 
nione  riferita  agli  aasi  ^  '«'  +  "og"  "^  ^  * 

Es.  10.  a^  — 3:ny-h/  +  l  =  0,    posto  ui  =  60^ 
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Si  ha  -483  =  — ^f    -4=  —  ^»     ^^^2' 

Iperbole  riferita  al  centro,  di  asintoti  2x —  (3  ±  \/b)  y  ssQ  e  di  assi  a?  4^  y  =  0. 

a^  4 

L'equazione  riferita  agli  assi  è  -x  —  5y*  =  1 ,  ed  agli  asintoti  ay  =  -=-  • 

Es.  II.    -9 ~  +^--- r  +  l  =  0,  con  ui  qualunque. 

a^        ab       ir        a        b    ' 

Parabola.  Per yc=0,l il  =0,  e  quindi  tocca  l'asse  x  a   distanza  a 

dairorigine.  Del  pari  tocca  Tasse  7  a  distanza  b, 

a       b       a*  +  6*+2a6co8UJ 

„    ,.               i      ab^  {acoB\u  4- bf                a^bia  +  bcosiuf 
Vertice:  '  —  —    ^- 


ì  (a' 


a«  +  6«+2a6cosuj)«  '        (a«+6*+2adcosui)« 
Equazione  riferita  alVasse  e  al  vertice: 

, 4a^y8en^ 

Es.  12.  2a^  — 3:ty  +  3y*  +  a:— 7y  +  l  =  0. 

Es.  13.  3a:«  — 4rry  +  2y«  +  7x-5y  — 3  =  0. 

Es.  14.  ^  —  12a^  +  9y*  —  36ir+ 100  =  0.  • 
Es.  15.             .     9aj*  +  24a?y  +  16y«  +  22a:  +  46y  +  9  =  0. 

Es.  16.  2a:*  — 6a:y  +  6y«  =  l. 

Es.  17.  2«*  — 6a;y+5y  =  l. 

Es.  18.  (ar  +  y  — 5)«  +  (2«  — 3y— 1)«  =  3. 

Es.  19.  (8ar  — 2y+l)*  +  (4x  +  y  — 3)«  =  0 

Es.  20.  (ar  —  2y  —  5)  (2r  +  3y  + 1)  =  2. 

Es.  21.  (by  —  2xf=^Sx-y, 


Es.  22.  y^lV  — 3a:  +  4. 

Es.  23.  Le  coordinate  dei  vertici  di  una  ellisse  o  iperbole  riferita  al  centro 
si  ricavano  dall'equazione  della  conica  e  da  quella  dei  suoi  assi  combinate  con  la 

ar*  +  2a:ycosuj  +  y«  =  ^  (- J± ^, 
dalle  quali  si  ottiene  linearmente 
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-set— i^"^^).     '■-db(--±*'^i^"). 

■■)■■ 

od  anche 

y*  +  2^  y*  +  2-8g2  («llCOSUI  —  Oh)*  =  0  . 

Es.  24.  Per  la  conica  -f  dr  ?«"  —  1  =  0  riferita  ai  suoi  assi,  le  equazioni  delle 
due  coppie  di  diametri  coniugati  formanti  Tangolo  a  sono 


ay  =F  6V  ±  a:y  T/c*  tg*  a  4=  4a«6«  =  0 , 

e  le  equazioni  di  quelle  coppie  di  diametri  che  fanno  coi  rispettivi  coniugati 
Tangolo  B  sono 

aV  ±  ò«fl?»  ±  e*  tge.a!y  =  0 . 

Quando  la  conica  è  riferita  a  due  diametri  qualunque,  questa  equazione  diviene 

(ait«*  +  2ai^y  +  Oaiy^jsenu) 

±  )  («itcosui  —  aii)  a^  +  (ou  ^a^xy  —  (omCOSuj  —  Oii)  y*  (  tgO  =  0; 

e  Tequazione  dei  diametri  coniugati  eguali  è 

1  (ai,a?*  +  2a,ta?y  +  Ony*)  —  2^33  (a*  +  2xy  cosui  +  y*)  =  0. 

Es.  25.  Gli  estremi  di  un  segmento  di  data  grandezza  scorrano  lungo  due 
rette  fìsse  di  un  piano  :  i  luoghi  descritti  dai  singoli  punti  del  segmento  sono 
ellissi. 

Es.  26.  Ogni  parallelogramma  iscritto  in  una  conica  a  centro  ha  per  diago- 
nali due  diametri  (coniugati  0  non);  ed  ha  i  lati  paralleli  a  due  diametri  con- 
iugati, che  ne  sono  le  mediane. 

Un  parallelogramma  circoscritto  ha  per  diagonali  due  diametri  coniugati,  e 
per  mediane  due  diametri  (coniugati  0  non). 

Ad  ogni  coppia  di  diametri  coniugati  come  mediane  corrispondono  infiniti 
parallelogrammi  iscritti  ed  un  solo  circoscritto.  Ad  ogni  coppia  di  diametri 
coniugati  come  diagonali  corrisponde  un  solo  parallelogramma  iscritto  e  infiniti 
circoscritti. 

Fra  i  parallelogrammi  iscritti  vi  sono  infiniti  rettangoli  (che  hanno  i  lati  pa- 
ralleli agli  assi),  e  fra  i  circoscritti  anche  infiniti  rettangoli  (tra  cui  un  solo 
ha  i  lati  paraUeli  agli  assi).  Fra  gli  iscritti  vi  sono  pure  infiniti  rombi  (di  cui 
uno  ha  per  diagonali  gli  assi),  e  fra  i  circoscritti  infiniti  rombi. 

Es.  27.  I  due  diametri  coniugati  eguali  delFeUisse  sono  le  diagonali  del  ret- 
tangolo circoscritto  che  ha  gli  assi  per  mediane. 
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Es.  28.  Luogo  dei  vertici  dei  parallelogrammi  circoscritti,  i  cni  lati  siano 
paralleli  a  due  diametri  coniagati. 

Es.  29.  Se  per  gli  estremi  di  due  diametri  coniugati  di  una  conica  si  tirano 
rette  parallele,  esse  secano  ancora  la  conica  in  punti  estremi  di  due  diametri 
coniugati. 

Es.  30.  Se  -g  ±  ?2  -"•  1  =  0  è  Tequazione  di  una  ellisse  o  iperbole  riferita 

ai  propri  assi,  la  distanza  fra  il  centro  e  la  tangente  nel  punto  P'(a?'y')  èr-» 

e  l'angolo  fra  il  diametro  passante  per  {(xfy)  e  il  diametro  coniugato  ha  per 

seno  — T- ,  ove  Oi  è  il  semidiametro  che  termina  al  punto  {x\'^)  e  Ji  il  semi- 

diametro  coniugato.  Quindi  è  costante  Tarea  del  parallelogramma  che  ha  per 
due  lati  due  semidiametri  coniugati. 
Es.  81.  Nelle  stesse  ipotesi,  la  normale  nel  punto  P'  divide  Tascissa  del  punto 

P'  nel  rapporto  costante  ±  n  J  ^  detti  N  N'  i  punti  ove  seca  gli  assi,  si  ha 

P'N  =  ^»,     FN'  =  ^,     P'N.FN'  =  V. 
a  0 

Inoltre  è  costante  (~ft*  o  a*)  il  prodotto  di  P'N  o  P'IT  per  la  distanza  fra 
il  centro  e  la  tangente  in  P'  (Ghaslbs,  Ap,  hiét,)  ;  e  lo  stesso  dicasi  se  P^  è  un 
punto  qualunque  del  piano,  sostituendo  alla  tangente  ed  alla  normale  la  polare 
di  P'  e  la  perpendicolare  condottale  da  P'. 

Es.  32.  Due  rette  variabili,  perpendicolari  fra  loro  in  un  punto  fisso  di  una 
conica,  secano  questa  in  due  altri  punti  variabili,  la  retta  dei  quali  passa  per 
un  punto  fisso  della  normale  in  quel  punto  (Fréoier). 

Es.  88.  L'ellisse  è  in  omologia  affine  col  circolo  descritto  sopra  un  suo  asse 
come  .diametro,  rispetto  a  quest'asse  e  al  punto  alFinfinito  dell'altro  asse. 

Sviluppare  le  conseguenze  di  questa  omologia  (Abchimedb,  Con,  et  Sph.,  V). 

In  particolare,  a  due  diametri  coniugati  deirellisse  corrispondono  due  dia- 
metri ortogonali  del  circolo. 

Es.  84.  Se  — j  +  -^  —  1  =  0  è  l'equazione  dell'ellisse  riferita  agli  assi,  e  q> 

l'angolo  di  x  col  vettore  del  punto  omologo  di  (x  y),  giusta  l'esercizio  pre- 
cedente, si  possono  esprimere  t  e  y  in  funzione  della  variabile  <p  (anomalia 
eccentrica  di  Eeplebo)  mediante  le  relazioni 

x^=a  cosqp        y  =  6  senqp. 

Quindi  a?  e  y  sono  funzioni  razionali  della  variabile  t^=\jg^f^. 
Es.  85.  Per  l'iperbole  -j  —  |j  —  1  =  0  si  ha 

a;  =  a  secv        y  =»  6  tgu» , 
^1  essendo  un  angolo  variabile.  E  x  y  sono  funzioni  razionali  di  /  =  tg  ^  tp* 
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Es.  36.  Per  un  dato  ponto  nel  piano  di  una  conica  a  centro  passano  quattro 
rette  normali  della  conica.  Il  circolo  individuato  da  tre  dei  punti  in  cui  esse 
sono  normali  passa  per  il  punto  opposto  al  quarto  (Joachimbtahl).  E  le  perpen- 
dicolari condotte  da  un  vertice  sulle  quattro  normali  secano  di  nuovo  la  conica 
in  punti  di  un  circolo  (P adula). 

Es.  37.  È  costante  la  somma  (differenza)  dei  quadrati  delle  projezioni  nor- 
mali di  due  qualunque  semidiametri  coniugati  dell'ellisse  (iperbole)  sopra  una 
retta  fìssa. 

Es.  38.  La  differenza  fra  due  semidiametri  coniugati  h  minore  di  quella  fra 
i  semiassi. 

Es.  39.  La  somma  costante  dei  quadrati  delle  inverse  di  due  semidiametri 
perpendicolari  fe  espressa  da  —  - — ^ . 

Es.  40.  Il  parallelogramma  costruito  su  due  semidiametri  è  equivalente  a 
quello  costruito  sui  rispettivi  semidiametri   coniugati. 

Ovvero:  Due  parallelogrammi  iscritti  in  una  conica  sono  equivalenti,  se  i 
diametri  diagonali  dell'uno  sono  coniugati  ai  diametri  diagonali  dell'altro. 

Es.  41.  È  costante  il  prodotto  dei  segmenti  che  una  tangente  mobile  (o  una 
coppia  di  diametri  coniugati)  taglia  da  due  tangenti  parallele  fisse  (Apol- 

LOKIOi  III). 

Es.  42.  È  costante  il  prodotto  dei  segmenti  che  due  tangenti  parallele  (o 
due  diametri  coniugati)  variabili  tagliano  da  una  tangente  fìssa. 

Es.  43.  Dati  in  lunghezza  e  posizione  due  diametri  coniugati  OA  OB,  si  pos- 
sono ottenere  gli  assi  in  grandezza  e  posizione. 

Preso  su  OA  il  punto  C  tale  che  0 A .  OC  =  OB*,  e  descritto  il  circolo  per 
0  e  C  e  col  centro  sulla  parallela  ad  OB  per  A,  esso  seca  questa  parallela 
in  due  punti  degli  assi.  Le  lunghezze  degli  assi  si  ottengono  dalle  relazioni 


a  +  b  =  1/OA»  +  0B«  +  20 A .  OB  senAOB  , 
a  —  6  =  V^O A«  +  0B«  —  20A  .  OB  senAOB  , 

i  cui  secondi  membri  porgono  una  facile  costruzione  geometrica. 

Es.  44.  Ogni  parallelogramma,  che  abbia  due  vertici  opposti  sull'iperbole  e 
i  lati  paralleli  agli  asintoti,  ha  una  diagonale  diretta  al  centro. 

Es.  45.  Le  rette,  che  uniscono  due  punti  fissi  deiriperbole  a  un  punto  mo- 
bile di  essa,  determinano  su  un  asintoto  un  segmento  costante  (Bbianchom). 

Es.  46.  La  parte  di  un  diametro  di  parabola,  che  è  compresa  fra,  le  corde 
ad  esso  coniugate  condotte  per  due  punti  qualunque,  è  eguale  alla  parte  com- 
presa fra  le  polari  dei  due  punti. 

Es.  47.  Nella  parabola  la  tangente  e  la  normale  in  un  punto  fonno  con  l'asse 
un  triangolo  :  le  projezioni  dei  due  primi  lati  sul  terzo  sono,  l'una  bisecata 
dal  vertice  (Apollonio,  I),  l'altra  costantemente  eguale  al  semiparametro. 
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Es.  48.  Luogo  dei  ponti  medi  delle  corde  tirate  ad  una  conica  da  un  punto 
dato  (Newton,  Principia,  I). 

Es.  49.  Il  prodotto  dei  rapporti,  secondo  cui  i  successivi  lati  di  un  poligono 
sono  divisi  da  una  conica,  è  Tunità  (Garmot,  Oéom.  de  position,  285). 

Es.  50.  Dal.§  24  dedurre  l'equazione  della  conica  riferita  a  un  diametro  e 
ad  una  tangente  coniugatai  o  a  due  diametri  coniugati. 

Es.  51.  Se  ABCD  è  un  quadrilatero  semplice  circoscritto  ad  una  conica,  e 
afifh  sono  i  semidiametri  paralleli  ai  suoi  lati,  si  ha 

IB      CD      BC       DA 

o   "^   T   "^    P    "^    6    ■ 

Es.  52.  n  valore  di  f{xy  l)  differisce  per  il  fattore  --  A:  A^  dal  rapporto 
del  quadrato  di  un  segmento  tangente  alla  conica  uscente  dal  punto  {xy)  al 
quadrato  del  semidiametro  parallelo. 

Es.  58.  Nella  parabola  {(x  y  1)  differisce  per  il  fattore  —  y^  —  ^  :  /  dal  rap- 
porto che  il  segmento  di  diametro  fra  il  punto  {x  y)  e  la  curva  ha  al  parametro 
corrispondente  al  diametro  stesso. 
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CAPITOLO  XVII. 
Proprietà  focali  delle  coniche. 


FuocM  e  direttrici  déWellisae  e  deUHperbole. 

§  1.  È  noto  (XIV,  26)  che  per  ogni  punto  nel  piano  d*una  conica 
passano  infinite  coppie  di  rette  coniugate  rispetto  alla  conica,  le  quali 
formano  un'involuzione;  e  che  quindi  una,  in  generale,  di  queste  coppie 
è  composta  di  rette  coniugate  e  perpendicolari,  che  diconsi  principali.  É 
anche  noto  (III,  18)  che,  se  per  un  punto  passasse  più  di  una  coppia 
di  rette  principali,  tali  sarebbero  tutte  le  coppie  passanti  per  quel  punto. 

Noi  ora  vogliamo  appunto  cercare  se  vi  sono  punti  tali,  che  tutte  le 
coppie  di  rette  coniugate  passanti  per  essi  siano  composte  di  rette 
perpendicolari  tra  loro. 

È  chiaro  innanzi  tutto  che  il  diametro  che  passa  per  un  cotal  punto 
è  coniugato  con  la  direzione  perpendicolare  ad  esso,  e  quindi  non  può 
essere  che  un  asse;  cosicché  siamo  ridotti  a  cercare  se  vi  sono  punti 
sugli  assi  della  conica,  per  cui  passi  un*altra  coppia  di  rette  principali 
oltre  Tasse  e  la  sua  perpendicolare. 

9.  Si  consideri  un'ellisse  reale  od  un'iperbole,  e  si  riferisca  ai  propri 
assi  assumendo 


t(a,yi)=f,±^-i, 


anzi  per  l'ellisse  supponendo  a^b. 

Sia  p'  una  retta  arbitraria.  Gonducendole  dal  suo  polo  P'  la  nor- 
male n',  questa  è  l'unica  retta  coniugata  con  p'  e  perpendicolare  ad 
essa,  e  quindi  costituisce  con  p'  una  coppia  qualunque  di  rette  prin- 
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cipali.  Ciò  posto,  siano  x^  \f  le  coordinate  di  P'.  La  p',  come  polare 
di  ^'{afy'\  ha  Tequazione 


e  la  sua  perpendicolare  ■'  ha  Tequazione 

x'  y  x'        ^         ^  ' 

Le  ascisse  dei  punti  ove  p'  ■'  secano  Tasse  x  si  ottengono  ponendo 
y  =  0  nelle  loro  equazioni,  e  quindi  sono^,  _,  (a^q:;^*);  il  loro  pro- 
dotto è  a* +  &',  che  è  costante  e  positivo  al  variare  delle  rette  p'  n'; 
sicché  (X,  12)  i  due  punti  sono  coniugati  in  unMnvoluzione,  e  i  punti 
doppi  di  questa  sono  due  punti  reali  F  F',  che  hanno  le  ascisse 

c^—Cy    posto    c=|/a*T&'  >0(*). 


Del  pari,  sull'asse  j  si  ha  un'altra  involuzione,  i  cui  punti  doppi 
sono  complessi-coniugati  e  di  ascisse  c^,  — ci^ 


(*)  0  altrimenti:  siano  u  t?  le  coordinate  plùckeriane  di  p',  e  uV  quelle  di 
n'.  Basendo  p'n'  coniugate  sarà  a^««'±6*w  —  1  «=0,  ed  essendo  perpendico- 
lari sarà  uu'  +  W  =  0.  

Eliminando  t^'  da  queste  due  equazioni,  risulta  (a*  +&')  W  —  1  «»  0  ossia 

(-l:u)  (-!:«')=- a«q=ò*; 

ma  — l:u  e  -^l:t/  sono  le  ascisse  dei  punti  in  cui  p'n'  secano  Tasse  x; 
dunque  codesti  due  punti  sono  coniugati  in  un^involuzione,  di  coi  i  punti  doppi 
hanno  le  ascisse  ±  V'  a*  4^  ft*. 
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É  chiaro  che  i  due  punti  reali  F  F'  e  i  due  punti  imaginari  cosi 
trovati  hanno  per  proprietà  caratteristica,  che  tutte  le  coppie  di  rette 
coniugate  passanti  per  essi  sono  di  rette  perpendicolari.  Dunque: 

Nel  piano  di  un'ellisse  reale  o  di  una  iperbole  esistono  due  punti 
reali  e  dtjte  complessi-coniugati,  aventi  la  proprietà  caratteristica, 

r  che  due  qualunque  rette  coniugate  passanti  per  essi  siano  perpen- 
dicolari. I  primi  due  si  trovano  sull'asse  contenente  il  massimo  dia- 
metro nell'ellisse,  sulTasse  trasverso  nell'iperbole,  alle  distanze  +c 
e  — e  dal  centro,  e  sono  intemi  alla  conica.  Oli  altri  due  si  trovano 
siuraltro  asse,  alle  distanze  -■\-ci  e  —e/  dal  centro. 

^       Tali  punti  si  dicono  i  fuochi  della  conica. 

,  Due  fuochi  su  ìino  stesso  asse  sono  i  punti  doppi  dell'involuzione 
segnata  sull'asse  medesima  dalle  infinite  coppie  di  rette  principali; 
tra  le  quelli  coppie  figurano  le  tangenti  della  conica  con  le  relative 

nOTTìMXli. 

Quindi  :  le  due  rette  principali  passanti  per  un  punto  del  piano 
^  bisecano  gli  angoli,  così  deUe  due  rette  che  uniscono  il  punto  a  due 
ficochi  posti  su  uno  stesso  asse,  come  delle  due  tangenti  condotte  dal 
punto  alla  conica  (Pongelet,  Prop.  proj.,  478). 

In  particolare  :  la  tangente  e  la  normale  in  un  punto  P  della  co- 
nica bisecano  gli  angoli  delle  rette  che  uniscono  il  punto  P  a  due 
fuochi  posti  su  uno  stesso  asse. 

Nell'ellisse  reale  la  tangente  biseca  rangole  esterno  delle  due  rette 
PF  PF',  e  la  normale  Tinterno:  nell'iperbole  avviene  il  contrario  (*). 

Se  la  conica  è  un'ellisse  imaginaria  di  equazione 


L  +  g  +  i  =  0 


ò» 


e  a  >  ^  si  trova  analogamente  che  vi  sono  due  fuochi  reali  sull'asse  7 
a  distanze  e,  — e  dal  centro,  e  due  fuochi  complessi-coniugati  sull'asse  x 
a  distanze  ci,  — ci  dal  centro.  Ma  in  ciò  che  segue  lascieremo  da 
parte  Tellisse  imaginaria. 


(*)  Se  in  un  fuoco  F  deirellisse  reale  si  pone  una  fiamma,  e  si  suppone 
la  curva  capace  di  riflettere  i  raggi  luminosi  emananti  da  F,  avverrà  che  il 
raggio  FP  si  rifletterà  facendo  l'angolo  di  riflessione  eguale  a  quello  d'inci- 
denza ;  e  quindi,  per  Fultimo  teorema,  si  rifletterà  secondo  PF'.  Adunque  nel- 
r altro  fuoco  F'  convergeranno  tutti  i  raggi  emananti  da  F  ;  sicché  si  avrà 
in  F'  una  imagine  della  fiamma  posta  in  F.  Questa  proprietà  ha  suggerito  di 
attribuire  ai  punti  F  e  F'  il  nome  di  fuochi. 

Notiamo  qui  che  le  proprietà  che  esporremo  relativamente  ai  fuochi  reali 
sussistono,  debitamente  interpretate,  anche  quando  si  applichino  ai  fuochi  ima- 
ginari ;  del  che  il  lettore  farà  bene  ad  assicurarsi. 

E.  D'Ovidio,  Geometria  analitica.  21 
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Se  la  conica  è  un  circolo,  è  a  =  b,  onde  c  =  0,  e  i  fuochi  cadono 
nel  centro. 

Se  la  conica  degenera  in  due  rette,  non  vi  sono  fuochi  (eccetto 
quando  le  rette  passano  per  i  due  punti  ciclici,  che  allora  il  loro  punto 
comune  è  fuoco). 

3.  L*asse  contenente  i  due  fuochi  reali  F  F'  seca  la  conica  in  due 
vertici  reali  V  T.  Si  chiama  eccentricità  il  rapporto 


ei=OF:OVzz=c:a  =  l/lT^. 


Veccentricità  è  minore  di  1  nell'ellisse,  maggiore  di  1  neU'^[>erbole  ; 
è  nulla  nel  cìrcolo,  vale  ^  neiriperbole  equilatera. 

4.  Le  polari  dei  fuochi  si  chiamano  direttrici.  Le  loro  equazioni 

sono 


e 


X  =  — 


y 


_>6« 


6« 


=F-2'      y=±~i 


Adunque:  l'ellisse  e  Vipera 
a  IT^  i  bole  hanno  due   direttrici 

reali,  perpendicolari  all'asse  che  contiene  i  fuochi  reali,  alle  distanze 

-  ,  —-  dal  centro,  esteme  alla  co- 

e  e 

nica;più  dtie  direttrici  complesse-con- 
fugate ,  perpendicolari  all'altro  asse. 
Inoltre  :  dite  rette  perpendicolari 
passanti  per  un  fuoco  e  la  direttrice 
corrispondente  a  questo  formano  un 
triangolo  autocontugato. 

5.  Per  X  =±c  l'equazione  della  conica  porge  i/*=:±&*(  1  —  -J  =  -^ , 
ondei/=±-;  ora  2-  è  il  parametro  principale  (XVI,  21);  dunque: 

il  parametro  principale  (o  lato  retto)  dell'ellisse  o  iperbole  misura 
la  corda  condotta  per  un  fuoco  reale  perpendicolarmente  alleasse 
contenente  il  fuoco  medesima). 
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Fuoco  e  direttrice  della  parabola. 


••  Passiamo  a  considerare  la  parabpla.  Riferiamola  alleasse  e  alla 
tangente  nel  vertice,  assumendo 

t(xyi)  =  y^  —  2Px    con    P>0. 

Sia  p'  una  retta  arbitraria  e  P'  {ccf  y')  il  suo  polo  : 
Tequazione  di  p'  come  polare  di  P'  è  j^ 

v'y  —  P{cxf  +  x):^0, 

e  Tequazione  della  n'  condotta  per  P'  perpendico- 
larmente a  p'  è 


X —  od 


V. 


:0. 


Le  ascisse  dei  punti  dMntersezione  di  queste  due  rette  p'  n'  con 
Tasse  x  sono  — x\  x'+P,  la  cui  somma  è  eguale  a  P;  e  però  i  due 
punti  sono  coniugati  in  un'involuzione.  Essi  coincideranno  qualora  sia 

— x'  =  af+Pf  onde  —a/  =  — ;  vale  a  dire  che  nell'involuzione  vi 

p 
sarà  un  punto  doppio  F  a  distanza  -^  dal  vertice  T,  e  l'altro  punto 

doppio  sarà  il  punto  all'infinito  dell'asse  (*).  Dunque:  la  parabola  ha 
un  fuoco  reale,  posto  sturasse^  intemo  alla  curva,  distante  dal  ver- 
tice della  quarta  parte  del  parametro  principale,  e  un  altro  fuoco 
reale  aW infinito  sturasse.  Essi  sono  i  punti  doppi  dell'involuzione 
segnata  sull'asse  dalle  coppie  di  rette  principali;  sicché  il  primo 
fuoco  è  punto  m£dio  tra  dtce  punti  coniugati  qualunque  deirinvo- 
luzione.  Ciascuna  coppia  di  rette  pinncipali  biseca  gli  angoli  delle 
rette  che  vanno  dal  loro  punto  cornane  ai  due  fuochi^  e  quelli  delle 


(*)  0  altrimenti  :  dette  uv  q  u*  v'  le  coordinate  pliickeriane  di  p'  e  n',  si  ha 
Fm/  —  («  +  i/)  =  0  e  km'  +  W  ==  0 ,  ed  eliminando  w'  si  trova 

Pi/«'+(u  +  tt')==0,     ossia     — -  — Ì;  =  P, 


e  però  i  punti  p'x  n'x  di  ascisse  — 


sono  coniugati  in  una  involu- 


zione, di  cui  un  punto  doppio  ha  l'ascissa  r-  e  Taltro  è  alFinfìnito. 
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tangenti  condotte  da  quel  punto  alla  parabola;  e  in  particolare,  la 
tangente  e  la  normale  in  un  punto  della  parabola  bisecano  gli  an- 
goli delle  rette  che  uniscono  U  punto  ai  due  fuochi  Ga  seconda  è  un 
diametro). 

La  polare  di  F  ha  Tequazione  ;r -j-  -0=0;  sicché:  la  paràbola  ha 

una  direttrice  d  al  finito,  estema  alla  parabola^  e  perpendicolare 
alTasse  nel  punto  D  tale  che  DV  =  VP  ==  P  :  2. 

Due  rette  perpendicolari  passanti  pel  fuoco  e  la  direttrice  formano 
un  triangolo  autoconiugato. 

L'eccentricità  della  parabola  è  1. 

Per  x=P:2  Teqnazione  della  parabola  porge y*=P\ onde y =±P; 
dunque  :  U  parametro  principale  della  parabola  misura  la  corda 
condotta  pel  fuoco  perpendicolarmente  all'asse. 


Y.  Se  in  un  punto  P  della  parabola  si  tira  la  tangente  e  la  nor- 
male, e  i  loro  segmenti  PT  PN  com- 
presi fra  il  punto  P  e  l'asse  si  projet- 
tano  normalmente  sulKasse  in  ÀT  19, 
i  due  segmenti  Ti  AH  si  dicono  sotto- 
tangente e  sottonormale  corrispon- 
denti al  punto  P. 

Or  essendo  V  medio  fra  T  e  1  (§  6), 

^  si  ha  TI  =  2VÀ,  cioè:  nella  parabola 
la  sottotangente  è  doppia  dell'ascissa 
del  punto  corrispondente. 

Essendo  inoltre  Y  medio  fra  D  e  F, 
si  ha  TD  =  PA;  ma  TF  =  FN;  dunque 
DF  =  IK ,    cioè   15  =  DV  -f  TF  =  2VF=  P;  ossia:  nella  parabola  la 
sottonormale  è  costante  e  metà  del  parametro. 

Bisecando  poi  la  tangente  PT  Tangolo  di  PF  col  diametro  PE,  nel 
triangolo  FPT  sono  eguali  gli  angoli  in  P  e  T,  e  quindi  eguali  i  lati 
FP  FT  ;  cioè  :  la  retta  che  unisce  un  punto  della  parabola  al  fuoco, 
l'asse  e  la  tangente  nel  detto  punto  formano  un  triangolo  isoscele 
avente  il  vertice  nel  fuoco. 

Ed  essendo  TF  =  T?'  + VF=T1+DV=DÀ=EP,  sarà  anche  FP 
=  EP,  cioè:  ogni  punto  della  parabola  è  equidistante  dal  fuoco  e 
dalla  direttrice. 

La  tangente  nel  vertice  Y,  essendo  parallela  a  IP  e  passando  pel 
punto  T  medio  di  TI,  passerà  pel  punto  C  medio  di  TP,  e  però  sarà 
FG  perpendicolare  a  TP;  dunque:  il  luogo  delle  proiezioni  normali 
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del  fuoco  della  parabola  stelle  tangenti  è  la  tangente  nel  vertice. 
Questo  luogo  dicesi  pedale  o  podaria  del  fuoco  rispetto  alla  parabola. 

Ora  è  chiaro  che  FG  passa  per  E  e  che  C  biseca  FÉ  ;  cioè  :  il  luogo 
dei  punti  simmetrici  del  fuoco  della  parabola  rispetto  alle  tangenti 
è  la  direttrice. 

La  retta  PF  sechi  di  nuovo  la  parabola  nel  punto  Q,  e  la  tangente 
in  Q  incontri  la  PT  nel  punto  B:  sarà  B  polo  della  PFQ,  e  quindi 
cadrà  sulla  direttrice,  e  sarà  la  FB  perpendicolare  alla  PFQ. 

Ciò  posto,  BP,  essendo  perpendicolare  a  FÉ  nel  punto  medio  C,  bi- 
seca Tangolo  FBE.  Del  pari  BQ  biseca  Tangolo  adiacente.  Dunque  Tan- 
golo  QBP  è  retto;  cioè:  nella  parabola  la  direttrice  è  U  luogo  dei 
punti  dà  cui  si  possono  tirare  due  tangenti  perpendicolari  fra  loro. 

Il  seguente  teorema  completa  quello  dimostrato  al  cap.  XYI  in  fine 
del  §  21. 

La  parabola  può  considerarsi  come  limite  di  un'ellisse  o  iperbole, 
di  cui  un  vertice  e  il  fuoco  prossima)  rimangano  fissi,  mentre  il 
centro  va  all'infinito. 

Invero  allora  rimane  costante  la  distanza  a — e  fra  il  fuoco  e  il  ver- 
tice suddetti,  e  posto  2{a — c)  =  P,  si  ha 

a^^  =  c.  a^—Pa  +  ^  =  c*=a*^b\ 

ora  a  cresce  indefinitamente,  ma  +&*:  a  tende  a  P;  quindi  è  chiaro 
che  si  rientra  in  un  caso  particolare  del  teorema  citato. 


Maggi  focali. 

8.  Raggi  focali  di  un  punto  P  si  dicono  i  segmenti  FP;  F'P,  che 
uniscono  ciascun  fuoco  a  quel  punto. 
Sia  P(a?  y)  un  punto  deli^ellisse  :  si  ha 

FP*  =  (.'r  — c)*+t/*  =  (a7-c)*  +  ft*(l— ^)  = 

li  '-^^x^  —  2cco  +  {c^  +  b*)  =  e^x^  —  2aex  +  a^  =:{a  —  ea)}\ 

ed  analogamente 


F'P«=(a  +  e:c?)». 
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Quindi  neirellisse  si  ha  per  PP  e  F'P,  presi  positivamente, 

FP  =  a  — eo?,    Y'F  =  a  +  ex; 

d'onde 

FP  +  F'P  =  2a. 

Nell'iperbole  si  ha  analogamente 

YF  =  ^:{a  —  e.v)y    F'Fz=dt{a-Tex),    (± segno  di  x); 

d'onde 

FP— P'P  =  :+:2a. 

Dunque:  per  i  punii  dell' ellisse  la  somma  dei  due  raggi  focali  è 
costante,  ed  eguale  aWasse  maggiore;  per  i punti  dell'iperbole  la 
differenza  dei  due  raggi  focali  è  costante,  ed  eguale  all'asse  trasverso. 

Viceversa:  nel  piano,  il  luogo  di  un  punto,  le  cui  distanze  da  due 
punti  fissi  diano  una  sommu  o  differenza  costante,  è  un'ellisse  od 
un'iperbole,  avente  per  fuochi  i  due  punti  fissi.  È  facile  infatti  ve- 
dere che,  scegliendo  per  asse  delie  x  la  retta  dei  due  punti  fissi,  per 
origine  il  loro  punto  medio  e  per  asse  delle  y  la  perpendicolare  al- 
l'asse delle  X,  e  chiamando  ce  — e  le  ascisse  dei  due  punti  fissi,  2a 
la  somma  o  differenza  costante  data,  il  luogo  richiesto  sarà  la  conica 
di  equazione 

O.  Osservando  che 

FP.F'P  =  +  (a*  — e*^*) 

secondo  che  la  conica  è  ellisse  o  iperbole,  e  che  il  2^  membro  ò  il 
quadrato  del  semidiametro  coniugato  di  OP  (XVI,  IG),  abbiamo  che  :  il 
prodotto  dei  due  raggi  focali  di  un  punto  dell'ellisse  o  iperbole  è 
egtuile  al  qiuzdrato  del  semidiametro  coniugato  di  quello  che  ter- 
mina al  punto. 

IO.  La  distanza  Pd  è  espressa,  in  valore  assoluto,  da 

Pa  = x=^ x= : 

e  e  e 

e  quindi  sarà,  in  valore  assoluto, 

FP:Pd  =  e; 
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e  del  pari 

F'P  :  Pd'  =  e. 

Dunque  :  il  rapporto  delie  distanze  di  un  punto  deWéUisse  o  iperbole 
da  un  fuoco  e  dalla  relativa  direttrice  è  contante,  ed  eguale  alla 
eccentricità. 

Viceversa  :  nel  piano,  il  luogo  di  un  punto,  le  cui  distanze  da  un 
punto  fisso  e  da  una  retta  fissa  diano  un  rapporto  costante  (#=  1), 
é  un'ellisse  o  un'iperbole,  attente  per  un  fuoco  il  punto  fisso  e  per^ 
relativa  direttrice  la  retta  fissa.  Poiché,  prendendo  per  asse  delie  w 
la  perpendicolare  dal  punto  dato  alla  retta  data,  per  origine  il  punto 
medio  fra  i  due  punti  dell'asse  delie  x  che  appartengono  al  luogo, 
per  asse  della  y  la  perpendicolare  alFasse  delle  x,  e  chiamando  e  il 
rapporto  dato,  ae  Tascissa  del  punto  dato,  è  facile  scorgere  che  Tequa- 
zione  del  luogo  sarà 

l/{x  —  aey  +  y^  =  e[^j—  x\  ,  ossia  (1  — «•)a?«4-y'  — (1  — e*)a*=:0; 

la  quale,  ponendo  b*  =  ±(1  —  e*)a^,  diviene  -« ±p  — 1  =  0. 
Per  ogni  punto  P  {xy)  della  parabola  si  ha 

YP^  =  i^x-^y+y'=x^^Px+^+2Px=:={^x+^]\  rP=^+|; 

ma  si  ha  pure  Fà  =  x-\-^;  dunque  PP  =  Pd   o    FP  :  Pd  =  1  ;  e  cosi 

ritroviamo  la  proprietà  già  nota  (§  7):  nella  parabola  ogni  punto 
è  equidistante  dal  ftioco  e  dalla  direttrice. 

Viceversa  :  nel  piano,  il  luogo  dei  punti  equidistanti  da  un  punto 
fisso  e  da  una  retta  fissa  è  una  parabola,  avente  per  fuoco  il  punto 
fisso  e  per  direttrice  la  retta  fissa.  Poiché  l'equazione  del  luogo  può 
sempre  ridursi  alla  forma 

f^— 1|  +|/*=fa7  +  ^j      ossia    y^  =  2Px. 

11.  Passando  dal  prescelto  sistema  cartesiano  di  coordinate  ad  un 
altro  anche  cartesiano,  l'espressione  di  FP  resta  razionale  e  lineare 
nelle  coordinate  di  P,  e  ciò  in  tutte  le  coniche.  Anzi  il  luogo  di  un 
punto  P,  la  cui  distanza  da  un  punto  Asso  0  sia  funzione  razionale 
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lineare  delle  coordinate  cartesiane  x  y  dì  esso  punto,  può  sempre    | 
ridursi  alla  forma  > 

)^x*~+y*=px  +  Qy+ry    ossia    OP : Pr  =  l/p*^"^  , 

se  r  è  la  retta  px  +  qy'^r  =  0;  e  però  il  luogo  è  una  conica  avente 
per  fuoco  0  e  per  direttrice  r  ;  ed  è  ellisse,  iperbole,  parabola,  secondo 
che  |/i?«4-g«<>  =  l. 

Dunque  :  il  luogo  di  un  punto  mobile,  la  cui  distanza  da  un  punto 
fisso  sia  funzione  razionale  lineare  delle  coordinate  cartesiane  del 
punto  mobile,  è  una  conica,  avente  per  un  fuoco  il  punto  fisso  e  per 
relativa  direttrice  la  retta  rappresentata  da  quella  funzione  egua- 
gliata a  zero. 

Altre  proprietà  focali. 

19  Per  Tellisse  Tequazione  di  una  tangente  t  di  direzione  m:n 
è  (XVI,  7  e  9) 

nx  —  my  ±  /a*w*  +  b^m^  =l  0 . 

Ne  segue 


e  però 


n^-\-m^  ft*  +  m* 

Per  riperbole  si  ha  allo  stesso  modo 

Pt.P't  =  — &'. 

Dunque  :  neU' ellisse  o  iperbole  il  prodotto  delle  distanze  dei  due  fuochi 
da  una  quoMnque  tangente  è  costante,  ed  eguale  al  quadrato  (pò- 
sittco  0  negativo)  del  semiasse  non  trasverso  (*). 


(*)  Viceversa:  Vinviluppo  di  una  retta,  le  cui  distanze  da  due  punti  fissi  diano 
un  prodotto  costante,  è  una  conica  che  ha  per  fuochi  quei  punti.  Assumo  (e,  0) 
{— e,  0)  per  coordinate  dei  due  punti  fissi  e  (uv)  siano  quelle  della  retta  mo- 
bile: sarà 

or  questa  è  Tequazione  di  una  ellisse  o  iperbole  coi  fuochi  nei  due  punti  fissi. 
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Quindi  è  chiaro  che:  nell'ellisse  i  due  fuochi  cadono  da  una  stessa 
banda  di  ciascuna  tangente,  nell'iperbole  da  apposte. 

Inoltre  neirellìsse  l'equazione  della  perpendicolare  pop',  condotta 
per  P  0  F'  a  t,  è 

m  (fl?  +  e)  +  wi/  =  0. 
Ora,  scritte  le  equazioni  di  t  e  di  p  o  p'  sotto  le  forme 

noe  —  my  =  qp  l^a'n' + 6*m*,    moo  +  ny=:±:cm, 

osserviamo  che  le  coordinate  x  y  del  punto  comune  a  t  e  p  o  p'  do- 
vranno soddisfare  queste  due  equazioni,  e  quindi  anche  la  equazione 
ottenuta  quadrando  e  sommando  queste  due  equazioni,  e  però 

=  {n^  +  Yn})a\ 
e  sopprimendo  il  fattore  n*  +  m*,  che  non  è  mai  nullo , 

a?'  -f  y*  =  a*. 

Dunque  :  il  luogo  delle  proiezioni  normali  di  ciascun  fuoco  su  una 
tangente  moMe  dell'ellisse  o  iperbole  è  il  circolo  descritto  suWasse 
maggiore  o  trasverso  cornee  diametro.  Questo  luogo  si  dice  la  pedale 
0  podaria  di  ciascun  fuoco. 

Nella  parabola  le  equazioni  di  t  e  p  sono 

na?— my  +  ^  =  0,      7n(a?  — |) +n2/  =  0, 

che  moltiplicate  per  n,  m  ^  sommate  danno  07  =  0.  Onde  si  ritrova 
(§  7)  che:  nella  parabola  la  podaria  del  fuoco  è  la  tangente  nel 
vertice  (•). 


(*)  Viceversa:  se  le  proiezioni  normali  di  un  punto  fisso  su  una  retta  mobile 
stanno  su  un  circolo  o  su  una  retta,  l'inviluppo  della  retta  mobile  è  una  conica 
a  centro  o  una  parabola,  che  ha  per  fuoco  il  punto  fisso.  Assumendo  ir*  +  y*  «=  a* 
per  equazione  del  circolo,  (e,  0)  per  coordinate  del  punto  fìsso  e  (u  v)  per  coor- 
dinate della  retta  mobile,  le  tre  equazioni 

ux  +  vy  +  l=0 ,    t?(a:— e)-— uy  =  0,    a!*  +  y*  =  fl* 

devono  ammettere  una  soluzione  comune  ix^y);  ora  scritte  le  prime  due  sotto 
la  forma  mo?  +  t>y  =  —  1 ,    vx  —  uy  =  vc ,  quadrandole  e  poi  sommandole,  si  ha 
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13.  Neirellisse  o  iperbole,  Tequazione  di  una  tangente  t  di  dire- 
zione min  è 

nx  —  my  =  ±  ^a^n^  ±  &*m* , 
e  quella  di  una  tangente  ad  essa  perpendicolare  è 

mx  +  n2/  =  ±  ^a^m^  ±  6  V , 

le  quali,  quadrate  e  sommate,  danno 

rt'*  +  2/»  =  a*±&«. 

Dunque:  il  luogo  dei  punti,  da  cui  si  possono  condurre  a  un'el- 
lisse 0  iperbole  due  tangenti  perpendicolari,  è  un  circolo,  concentrico 

alla  conica  e  di  raggio  f/a*  ±  ft". 

Neiriperbole  il  circolo  riesce  imaginario  quando  a<b;  e  si  riduce 
al  centro  quando  a  =  bf  ossia  quando  Tiperbole  è  equilatera. 

Nella  parabola  le  due  equazioni  analoghe 

nx  —  my  +  ^  =  0,      »fcr  +  nj/  +  g  =  0, 

moltiplicate  per  n,  m  e  sommate,  danno 

«^+1  =  0; 

dunque  si  ritrova  (§  7)  che  :  la  direttrice  è  il  luogo  dei  punti,  dai 
quali  si  possono  condurre  alla  parabola  due  tangenti  perpendicolari. 

14.  Le  tangenti  alla  conica  condotte  da  un  fuoco  sono  i  raggi 
doppi  di  un*  involuzione  di  rette  perpendicolari,  e  quindi  sono  due 
rette  ellittiche  dirette  ai  due  punti  ciclici  del  piano,  assimilabili  ad 
un  circolo  di  raggio  nullo. 

Quindi  :  le  due  coppie  di  fuochi  di  una  conica  centrale  e  la  coppia 


(M*  +  t»*)(a^  +  .y*)  =  l  +  ««(^,  eperlaterzaa"M«4-(a'  — c^ìt^'-l^O,  che  rap- 
presenta una  ellisse  o  una  iperbole  con  un  fuoco  in  (e ,  0). 

Se  poi  invece  del  circolo  è  data  una  retta,  basta  invece  di  ic*  +  y*  =  a*  ado- 
prare  l'equazione  ar  =  0 ,  che  combinata  con  le  altre  le  riduce  a  «y  + 1  =  0 , 
uy  +  tJc  =  0,  dalle  quali  eliminando  y  si  trae  ct?*  =  f«,  che  rappresenta  una 
parabola  di  parametro  4c  e  quindi  col  fuoco  in  (e,  0). 
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dei  punii  ciclici  sono  i  vertici  di  un  quadrilatero  completo  (imagi- 
narioj  circoscritto  alla  conica  ;  gli  assi  e  la  retta  all'infinito  ne  sono 
le  diagonali. 
I  dite  fuochi  imagtnari  della  parabola  sono  i  punti  ciclici. 

Coniche  confocali. 

15.  Una  conica  centrale  è  individuata  dai  due  fuochi  (reali)  e  dalla 
lunghezza  delibasse  che  li  contiene  (§  8).  Variando  questa  lunghezza, 
scorgiamo  che  :  vi  è  un  sistema  di  co  coniche  aventi  comuni  i  fuochi 
con  una  data  conica  centrale.  Esse  diconsi  confocali  od  omofocali; 
e  sono  anche  concentriche  e  coassiali. 

Se 

-4--^  — 1-0 

è  Tequazione  della  conica  data  come  luogo,  l'equazione  di  una  conica 
confocale  sarà  evidentemente  dello  stesso  tipo,  e  i  denominatori  di  x"^  e  y* 
avranno  la  stessa  differenza  a'ip^*:  quindi  sarà 

-.-j-  +  ^^f,     —1  =  0 

l'equazione  di  una  qualunque  delle  coniche  confocali,  al  variare  di  p. 
Come  inviluppo  la  conica  data  ha  l'equazione 

a*w*±&«z?*  — 1  =  0, 

e  una  qualunque  delle  confocali 

(a^u*  ±  &*  t;*  —  1)  +  p  (w»  +  t;«)  =iO. 

Due  ellissi  e  due  iperboli  confocali  non  possono  aver  punti  comuni 
senza  coincidere  (pel  teorema  del  §  8). 

Per  un  punto  dato  paesano  due  coniche  del  sistema  confocale,  cioè 
un'ellisse  e  un'iperbole  (pel  teorema  del  §  8),  ed  hanno  comuni  anche 
i  tre  punti  simmetrici  del  dato  rispetto  al  centro  e  agli  assi.  Le  loro 
tangenti  e  normali  nel  punto  dato  coincidono  con  le  bisettrici  degli 
angoli  delle  due  rette  uscenti  dal  punto  e  dirette  ai  fuochi  (§  2); 
ossia:  un'ellisse  e  un'iperbole  confocali  si  tagliano  ortogonalmente. 

Segue  da  quel  che  si  disse  per  i  fuochi  (§  14)  che  :  le  coniche  con- 
focali con  una  data  formano  una  schiera  di  coniche,  iscritte  in  uno 
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stesso  quadrilatero  (a  lati  imoffinari),  di  cui  una  coppia  di  veriicf 
opposti  è  quella  dei  punti  ciclici,  e  le  altre  due  coppie  sono  quelle 
dei  fuochi  delle  coniche  confocali. 

Le  coniche  confocaii  con  una  data  parabola  sono  le  parabole  che 
hanno  in  comune  con  essa  il  fìioco  e  Tasse.  Se  la  data  parabola  è 

1/'  — 2P;r  =  0    0    Pf*  — 2w  =  0, 
sarà 

!/•— 2(P  +  2p)(d?  +  p)  =  0    o    (Pt5*-2u)  +  2p(w*4-t?«)  =  0 

una  qualunque  confocale. 

Per  un  punto  assegnato  (e  pel  suo  simmetrico  rispetto  alTasse) 
paesano  due  parabole  del  sistema,  e  si  tagliano  ortogonalmenie. 

I  due  valori  di  p,  che  corrispondono  alle  due  coniche  di  un  sistema 
confocale  pacanti  per  un  dato  punto  del  piano,  sogliono  chiamarsi 
coordinate  elliitiche  del  punto. 

JEqiMziane  polare  di  una  conica  riferita  ad  un  fuoco. 

I*.  Per  Tellisse,  si  ricava  tale  equazione  da  (§  8)  PP  =  a  —  ex 

ponendovi  FP  =  p,  x  =  c  +  pcosq),  e  si  ha 

p  =  a  —  ec— epcoscp,    ossia  p  =  j-^f=^  ; 

ma 

a-'ec  =  a  —  -  =  ~ — ^  =  ^  =  P; 
a  a  a 

dunque  Inequazione  deirellisse  sarà 

p 


1  +  eco8<p  ' 


ove  il  senso  positivo  delibasse  polare  va  dal  fuoco  scelto  come  polo 
alla  relativa  direttrice. 

Per  i  due  rami  dell*  iperbole  le  equazioni  sono,  nelle  stesse  condi- 
zioni, p  =  +  a  +  5(c  —  pcosq}),  ossia 


P  = 


it  1  "h  ^cosq) 
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p 
Per  la  parabola,  ¥F  =  x-{-^,  onde  p  =  /^— pcos<p,  ossia 

p 
P  = 


l-f-COB<P 


Anche  da  queste  equazioni  si  rileva  che  :  il  parametro  principale 
di  una  conica  è  egiuile  alla  corda  perpendicolare  aitasse  condotta 

per  un  fuoco;  poiché  a  <p  =  -|-  corrisponde  p  =  P. 

Le  principali  proprietà  dei  raggi  focali  delle  coniche  si  trovano  in  Apollonio. 

Pappo  (CoUeet.  Math.^  Vii)  reca  la  proprietà  del  rapporto  costante  fra  le  di- 
stanze dei  punti  di  una  conica  da  un  fuoco  e  dalla  relativa  direttrice. 

La  denominazione  di  fuoco  e  quella  di  eecentrtcità  sono  di  Eeflkro,  il  quale 
diede  Tequazione  polare  delle  coniche  riferite  al  fuoco,  e  scoprì  la  capitale 
proprietà:  che  le  orbite  descritte  dai  pianeti  sono  coniche  aventi  un  fuoco 
nel  sole. 

DsLAHiBE  introdusse  il  nome  direttrice;  trattò  i  fuochi  come  punti  pei  quali 
passano  infinite  coppie  di  rette  coniugate  rispetto  alla  conica  e  perpendicolari 
fra  loro  ;  trovò  il  luogo  dei  punti  da  cui  possono  condursi  alla  conica  due  tan- 
genti perpendicolari  (VITI). 

Steinsb  considerò  i  fuochi  come  punti  doppi  d'involuzioni  sugli  assi  della 
conica. 

n  teorema  del  prodotto  costante  delle  distanze  dei  fuochi  da  una  tangente 
variabile  della  conica  ò  di  Eeill  {Phihs,  Trans,,  1709). 

PoNCKLBT  considerò  i  due  fuochi  imaginarì  (470);  egli  considerò  inoltre  i 
fuochi  come  intersezioni  deUe  coppie  di  tangenti  condotte  alla  conica  dai  punti 
ciclici,  e  gli  assi  come  due  diagonali  del  quadrilatero  completo  formato  da 
cotesto  tangenti  (457). 

PlIÌckeb  (II)  trattò  i  fuochi  nel  modo  medesimo.  Egli  anzi  definì  come  fuochi 
di  una  curva  di  classe  n  i  punti  d'intersezione  dei  due  gruppi  di  n  tangenti 
imaginarie  ad  essa  condotte  dai  due  punti  ciclici,  dei  quali  punti  »  sono  reali 
e  n(n  —  1)  sono  a  due  a  due  complessi-coniugati. 

Esercizio  1.  Le  coordinate  cartesiane  di  una  coppia  di  fuochi  su  uno  stesso 
asse  deirellisse  o  iperbole  f (^  y  1)  =  0  si  ottengono  supponendo  nulli  i  coeffi- 
cienti dell'equazione  del  cap.  XY  es.  3,  e  sono 

ove  p  ò  una  radice  della  solita  equazione  A  (p)  =»  0,  e  i  due  radicali  debbono 
dare  per  prodotto  -4(pcosui  +  ou). 

Le  equazioni  delle  relative  direttrici  sono 


Uxyì)V-A(p+a^+Uxyl}V-A{p+au)  +  A^O. 
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U  quadrato  della  distanza  fra  il  centro  e  un  faoco  h  ^AKiA^, 

Es.  2.  Nella  parabola  le  coordinate  cartesiane  del  fuoco  reale  proprio  sono 

^^         é^,      od  anche      Uf  +  ^]        U^  +  ^h 

e  Tequazione  della  relativa  direttrice  è  una  qualunque  delle  seg^aenti: 

(aiicosu)— aij)a;+(a»— aijC08Ui)y+aij(-4iiH--4B+2^i8C08U)):2-4i3  =  0 , 

(aii — aisC08Uj)a;-|-(attC08Ui — Otj)  y + «ìi(-4ii+-4m+2-4||C08U»)  :  2^23 = 0 , 

(^i3+-4jaC08U»)a?+  Uw  +  Ai^OBw)y—{Aii  +  ^b+  2^ieC0s«i):  2  =  0. 

Es.  3.  L^equazione  complessiva  di  due  fuochi  sopra  un  medesimo  asse  è 

AsiYiu  V  1)4-  ^P(w*+t^— 2ttrcoBU»)  ==  0 , 

ove  p  ha  il  significato  anzidetto;  e  ciò  perchè  due  fuochi  formano  una  conica 
di  discriminante  nullo  nella  schiera  determinata  dalla  conica  data  F(Mf7l)=:0 
e  dalla  coppia  dei  punti  ciclici  u^-\-t^ — 2urcosuj  =  0. 

Di  qui  un  altro   modo  di  calcolare  le  coordinate  dei  fuochi. 

Es.  4.  Se  si  prende  per  origine  un  fuoco  della  conica  e  si  prendono  assi 
ortogonali,  si  ha 

Ap 

—  a88f(icyi)=  ir"(^  +  y*)  +  (^«3*  +  ^*My  +  ^)*' 

cosicché  l'equazione  della  conica  prende  la  forma 

s^  +  t^=(px  +  qy  +  rì\ 

la  quale  mostra  che  le  distanze  di  un  punto  della  conica  da  un  fuoco  e  dalla 
relativa  direttrice  sono  nel  rapporto  costante  Vp^  -f-  3*« 

Es.  5.  Nel  piano,  il  luogo  di  un  punto,  la  cui  distanza  da  un  punto  fisso 
abbia  per  misura  il  rapporto  di  due  date  forme  lineari  delle  coordinate  proj at- 
tive del  punto  medesimo,  è  una  conica,  che  ha  per  fuoco  il  punto  fisso. 

Es.  6.  Se  A  B  C  D  sono  quattro  punti  di  una  conica  e  0  un  fuoco,  si  ha 
(MQbius) 

0 A  .  B€D  -  OB .  ODA  +  OC .  BAB  ^  OD  .  ABC  =  0. 

Es.  7.  Determinare  l'angolo  deUe  due  tangenti  da  un  punto,  e  poi  il  luogo 
del  punto  se  l'angolo  è  dato. 

Es.  8.  In  una  conica  a  centro  le  distanze  dei  fuochi  dalla  tangente  in  P 
stanno  ai  raggi  focali  di  P  nel  rapporto  6  :  di  (&  il  semiasse  che  non  passa 
pei  fuochi,  òi  il  semidiametro  coniugato  di  quello  che  va  a  P).  Ne  segue  che 
il  prodotto  delle  due  distanze  è  costante,  e  che  la  tangente  e  la  normale  fanno 
angoli  eguali  coi  raggi  focali. 

Es.  9.  Sono  costanti:  la  media  armonica  fra  i  due  segmenti  di  una  corda 
focale,  il  rapporto  di  tutta  la   corda  al  quadrato   del  diametro   parallelo,  la 
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somma  di  due  corde  focali  parallele  a  due  diametri  coniugati,  la  somma  delle 
inverse  di  due  corde  focali  ortogonali. 

Es.  10.  L'angolo  dei  raggi  focali  diretti  ai  termini  di  una  corda  h  bisecato 
dalla  retta  che  va  al  polo  della  corda  (Dklahibb). 

Es.  11.  È  costante  l'angolo  dei  raggi  focali  diretti  ai  punti  ove  una  tan- 
gente mobile  seca  due  tangenti  fisse  (Poncelbt,  464). 

Es.  12.  Nell'iperbole  la  distanza  tra  un  fuoco  e  un  asintoto  è  eguale  al  semi- 
asse secondo. 

Es.  13.  La  distanza  di  un  punto  dell'iperbole  da  un  fuoco  b  eguale  alla 
distanza  dalla  direttricei  contata  parallelamente  a  un  asintoto. 

Es.  14.  Ogni  circolo  che  passi  pei  fìiochi  determina  sulle  tangenti  nei  ver- 
tici estremi  dell'asse  focale  un  rettangolo,  le  cui  diagonali  toccano  la  conica 
(Apollowio,  III). 

Es.  15.  Il  parametro  corrispondente  a  un  diametro  della  parabola  ò  quadruplo 
della  distanza  fra  il  punto  estremo  del  diametro  e  il  fuoco. 

Es.  16.  L'angolo  fra  due  tangenti  della  parabola  è  metà  dell'angolo  fra  i 
TBjggi  focali  dei  punti  di  contatto  (Poncbt.bt,  465). 

Es.  17.  n  circolo  circoscritto  al  triangolo  di  tre  tangenti  della  parabola  passa 
pel  fuoco  (Làmbbbt,  Orhitae  eometarum,  I). 

Le  altezze  dello  stesso  triangolo  si  secano  sulla  direttrice  (Steineb,  Ann.  Gerg., 
XIX).  L'area  del  triangolo  b  metà  di  quella  del  triangolo  dei  punti  di  contatto 
(GsEOORT,  Cambridge  math,  Joum.,  II). 

Es.  18.  Il  circolo  circoscritto  a  un  triangolo  autoconiugato  rispetto  a  un'iper- 
bole equilatera  passa  pel  centro  di  questa;  e  una  delle  parabole  iscritte  nel 
detto  triangolo  ha  per  fuoco  il  centro  dell'iperbole. 

Es.  19.  Se  per  gli  estremi  di  due  diametri  coniugati  a  due  direzioni  perpen- 
dicolari fra  loro  si  descrìve  un'iperbole  equilatera,  questa  passa  pei  fuochi. 

Es.  20.  Nella  parabola  la  distanza  fra  il  fuoco  e  una  tangente  ^  media  pro- 
porzionale fra  i  vettori  focali  del  vertice  e  del  punto  di  contatto. 
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CAPITOLO  xvin. 
Proprietà  proiettive  delle  quadriche. 


iMoghi  di  2^  grado  nello  spazio. 

§  I.  L'equazione  generale  di  2<' grado  fra  le  coordinate  projettive, 
0  in  particolare  cartesiane,  x  y  z  dì  un  punto  nello  spazio  a  tre  dimen- 
sioni può  sempre  ridursi  alla  forma 

[1]    ax^-^-by*  +  ^-2:*  +  dyz-{-ezx  +  fxy-\-gx  +  hy'\-hz  +  l  =  0^ 

indicando  con  ab...l  delle  quantità  date,  che  supponiamo  reali  e  finite, 
ed  alcune  delle  quali  possono  essere  nulle. 

L*equazione  è  rappresentata  geometricamente  da  un  luogo,  il  quale 
è  una  superficie,  che  dicesi  di  2"*  grado.  Più  brevemente  la  diremo  una 
qiuzdrica.  Altri  la  chiama  un  conicoide,  per  analogia  coi  luoghi  piani 
di  2®  grado,  che  si  chiamano  coniche. 

L'equazione  ha  dieci  termini,  e  quindi  dieci  coefficienti;  ma,  poten- 
dosi essa  dividere  per  uno  di  questi  (purché  non  sia  nullo),  è  chiaro 
che  per  scrivere  Tequazione  è  necessario  e  sufficiente  conoscere  nove 
costanti,  cioè  i  rapporti  di  nove  dei  coefficienti  al  rimanente.  Quindi 
segue  che:  un  luogo  superficiale  di  2^ grado  è  determinato,  quando 
è  soggetto  a  condizioni  che  possano  venir  tradotte  in  nove  equazioni 
fra  i  rapporti  di  nove  coefficienti  dell'equazione  generale  di  2^  grado 
al  rimanente,  ovvero  in  nove  equazioni  omogenee  fra  i  dieci  coef- 
ficienti. Se  queste  equazioni  sono  di  1^  grado,  il  luogo  è  individuato. 
A  meno  di  nove  equazioni  corrispondono  infiniti  luoghi,  a  più  di  nove 
nessuno. 

I  rapporti  di  nove  coefficienti  al  rimanente  possono  chiamarsi  coor- 
dinate del  luogo,  e  i  dieci  coefficienti  stessi  coordinate  omogenee. 

^.  Diamo  alcuni  esempi  di  luoghi  di  2«  grado. 

Se  07  y  ^  sono  le  coordinate  d'un  punto  qualunque  del  luogo,  e  se 
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questo  è  jsoggetto  a  passare  per  nove  punti  dati  (x^  y^  ^rj,...»  i^^Vs^ùt 
dovranno  coesistere  con  la  [1]  le  nove  equazioni 


ax^*+ ...  +dy^z^+...  -\-gx^  +  ...  +  /==  0, 

lineari  ed  omogenee  in  a^..l  e  tra  loro  indipendenti  (*),  per  valori  non 
tutti  nulli  di  questi;  quindi  sarà 

x"^      y^      z'^      yz      zx     ooy      X      y      z      \. 
^i      Vi     ^1*     1/i^i    ^i^i    ^iVi   ^1     Vi    ^j      i 


[2] 


^»*        1/9'       V         ^9*9      «9-^9      ^9^9      ^9        ^9       «9         ^ 


=  0. 


Dunque:  />^  nai^e  punti  generici  dello  spazio  passa  uno  ed  un 
solo  luogo  di  2^  grado,  di  cui  la  [2]  è  Tequazione. 

Per  otto  punti  generici  passano  oo  luoghi  di  2"*  grado,  per  sette  cx)*, 
per  sei  cx)',...,  per  uno  cx)*. 

S.  Un  esempio  di  luogo  di  2"  grado  ò  la  sfera.  Definendo  questa 
come  luogo  d*un  punto  mobile  che  abbia  da  un  pùnto  fisso  (centro) 
una  distanza  costante  (raggio),  si  ottiene  in  coordinate  cartesiane  Te- 
quazione  della  sfera  di  centro  (a  3  t)  ^  di  raggio  R,  esprimendo  che 
il  quadrato  della  distanza  dei  due  punti  {x  y  2r)  (a  p  r)  è  eguale  a  R^; 
e  si  ha 

[3]  |a?-a)«  +  (y-P)*  +  (^-T)' 

+2(j/— p)  (^— t)  cosya4-2(3r— t)  (^— a)  cosax-f  2  (x—a)  (y— P)cosxy=/?*; 

o  brevemente  (Vili,  9) 

4)  (a?  —  a,  1/  —  p,  ^  —  T)  =  -R*- 

È  facile  vedere  (XIV,  3)  che:  le  condizioni  perchè  l'equazione  [1] 
rappresenti  una  sfera  sono  le  cinque  segitenti: 

[4]       a=^b  =  c      d  =  2acosyz      ^  =  2acosBx      ^=2acosxy. 

In  altri  termini:  l'equazione  generale  d'una  sfera  è 

[5]  a<bixyz)-\'gx  ^hy  +  fiz  +  1  =  0. 


(*)  Basta  assicurarsene  in  un  caso  particolare,  ad  esempio  pei  punti  (1, 0, 0) 
(—1,0,0)  (0, 1, 0)  (0,  -1, 0)  (0, 0,1)  (0, 0,  -1)  (1, 1,  -1)  (1,  -1, 1)  (-1, 1, 1). 

E.  D'Ovidio,  Ge(metria  analitica.  ffl 
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Lasciamo  al  lettore  la  determinazione  dei  centro  e  del  raggio  della 
sfera,  partendo  da  questa  equazione,  come  si  fece  pel  circolo  (XIY,  3). 

Siccome  neirequazione  generale  d*una  sfera  compaiono  solo  cinque 
coefficienti  ag  hKl,  cod  per  individuare  una  sfera  bastano  quattro 
suoi  punti.  Procedendo  come  nel  §  2,  si  ottiene  FeqtMzlone  della  sfera 
che  passa  per  quattro  punti  dati  (a^iViZ^)  {x^VtZ^  {^tVs^ù  (j^aVa^a)' 


[6] 


^ooyz)       X     y     z     i 
*(^iVi^i)      ^1    Vi    ^i    i 

<t>{^4l/A)      ^4    Va    ^4     4 


=  0. 


4.  Data  in  un  piano  un*ellisse,  si  prendano  i  due  assi  di  questa  per 
assi  delle  x  e  delle  y,  e  si  prenda  per  asse  delle  z  la  retta  ad  essi 
perpendicolare;  se  Aq  e  &o  ^^^  ^®  lunghezze  del  semiassi  deirellisse, 
ogni  suo  punto  soddisfarà  airequazione  (XVI,  11) 

Se  ora  si  fa  rotare  Tellisse  intomo  all'asse  delle  x,  essa  descriverà 
una  superficie;  e  ogni  puùto  nel  rotare  conserverà  la  stessa  x^  ma  la 
sua  distanza  dall'asse  di  rotazione  non  sarà  più  espressa  da  y,  bensì 

da  |/t/*+^*5  sicché  si  avrà  per  equazione  della  superficie 

La  superficie  è  dunque  un  luogo  di  2^  grado,  e  dicesi  ellissoide  di 
rotazione,  o  rotondo;  è  allungato,  se  a^  >  b^,  schiacciato,  se  ^o  <  ^oJ 
è  una  sfera,  se  ao  =  V 

Analogamente:  un'iperbole  rotando  intorno  ad  uno  dei  suoi  assi 
genera  una  superficie  di  2"*  grado,  che  dicesi  iperboloide  rotondo,  e 
che  avrà  due  falde  o  una  falda  sola,  secondochè  asse  di  rotazione  è 
Tasse  trasverso  dell'iperbole  o  l'altro  suo  asse.  L'equazione  ne  è  rispet- 
tivamente 

se  l'asse  delle  x  è  l'asse  di  rotazione,  l'asse  delle  y  l'altro  asse  del- 
l'iperbole, e  l'asse  delle  z  perpendicolare  ad  entrambi. 
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Data  una  parabola,  e  preso  per  asse  delle  x  il  suo  asse,  per  asse 
delle  y  la  tangente  nel  vertice,  e  per  asse  delle  z  la  perpendicolare 
ai  due  primi,  ogni  punto  di  essa  soddisfa  airequazione  (XVI,  21) 

j/'  =  2Px, 

se  2/>  è  il  parametro.  Rotando  la  parabola  intomo  al  proprio  asse, 
genererà  una  superficie  di  2^  grado,  che  dicesi  paraboloide  rotondo,  e 
di  cui  Tequazione  è 
[9]  y*  +  z^  =  2Px. 

5.  Se 

Ax+By  +  Cz  +  D  =  0  A'a)  +  B'y  +  C'z  + D'  =  0 

sono  le  equazioni  di  due  piani,  Tequazione-prodotto 

[10]  {Ax  +  By  +  Cz  +  D)  {A'x  +  J9'i/  -f  C^  +  zy)  =  0 

è  di  2^  grado,  ed  è  soddisfatta  dai  punti  di  ciascuno  dei  due  piani  e 
solo  da  essi;  dunque  rappresenta  il  sistema  dei  due  piani,  il  quale 
perciò  va  annoverato  fra  i  luoghi  di  2^  grado. 

O.  Sia  un'equazione  di  2<' grado  omogenea  in  xyz: 

[11]  aa^  +  &2/*  +  cz*  +  dyz  +  exz  +  fxy  =  0. 

Essa  presenta  questa  particolarità:  che,  se  un  punto  di  coordinate  x 
y  z  \Bi  verifica,  ogni  altro  punto  di  coordinate  proporzionali  a  quelle 
la  verifica  del  pari;  vale  a  dire  che  i  punti  del  luogo  sono  distribuiti 
su  00  rette  per  un  punto,  che  ò  Torigine  se  le  coordinate  sono  car- 
tesiane, un  vertice  del  tetraedro  di  riferimento  se  projettive;  onde  il 
luogo  è  un  cono  avente  per  vertice  quel  punto. 

Questo  ragionamento  si  può  invertire,  e  si  può  estendere  ad  una 
equazione  omogenea  qualunque.  E  però:  affinchè  un'equazione  rap- 
presenti un  cono  è  necessario  e  sufficiente  che  essa  sia  omogenea  in 
coordinate  projettive  (o  cartesiane),  od  almeno  riducale  a  tale. 

Ne  segue  che:  cinque  punti  col  vertice  individuano,  in  generale, 
un  cono  di  2^  grado  (XIV,  §  2). 

7.  Sia  un'equazione  di  2"*  grado  priva  di  una  delle  coordinate, 
p.  es.  di  z: 
[12]  ax^  +  ày^  +  fxy  +gx  +  hy  +  l  =  0. 
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È  chiaro  che  il  luogo  rappresentato  da  questa  equazione,  in  coordinate 
cartesiane,  è  un  cilindro,  avente  le  generatrici  parallele  airasse  delle  z 
e  per  direttrice  la  conica  che  la  stessa  equazione  rappresenta  nel 
piano  delle  x^y\  in  coordinate  proiettive  è  un  cono,  come  dianzi. 
Sia  Tequazione  priva  di  due  coordinate,  p.  es.  di  y  ^z\ 

[13]  aa?*+^j?  +  /  =  0. 

È  chiaro  che  essa  rappresenta  due  piani:  paralleli  al  piano  delle  y 
e  ^,  se  le  coordinate  sono  cartesiane;  passanti  per  uno  spigolo  del 
tetraedro  di  riferimento,  se  projettive. 

AUyane  formule. 

8.  Per  ben  discutere  le  varie  specie  di  luoghi  di  2*  grado,  e  per 
assegnare  le  forme  dei  luoghi  di  ciascuna  specie,  occorre  premettere 
molti  sviluppi  algebrici;  e  d'altronde  riesce  utile  dimostrare  prima  pa- 
recchie proprietà  comuni  ai  luoghi  medesimi.  Intanto  il  lettore  è  av- 
vertito che,  per  comprendere  meglio  tali  proprietà,  potrà  raffigurarsele 
applicandole  agli  ellissoidi,  iperboloidi  e  paraboloidi  rotondi,  che  sono 
facilissimi  ad  imaginare,  e  che  d'altronde  non  divergono  gran  fatto 
dalle  forme  pib  generali. 

Ed  ora,  dopo  aver  arrecato  esempì  di  particolari  luoghi  di  *^  grado 
chiusi  ed  aperti,  procediamo  alla  teoria  generale. 

Indichiamo  con  o^^r^^  x^'-x^  x^\x^  coordinate  projettive,  o  in 
particolare  cartesiane ,  di  un  punto.  Allora  un'equazione  di  1*"  grado 
nelle  coordinate,  moltiplicata  per  x^^  diviene 

«1  ^1  +  «2  «^J  +  «3  ^3  +  «4  ^4  =  ^  5 

cosicché  il  1^  membro  è  una  forma  lineare  quaternaria  (i4pp.  §  1). 
Del  pari  un'equazione  di  2^"  grado,  moltiplicata  per  x^^  diviene 

a,,x^  +  ««-^2*  +  «83^3'  +  «44^4' 
+2a ,  ^x^x^ + 2a,  ^x^x^ + 2a^^^^ + 2a^^x^x^ + 2a^x^x^  -f  2a^x^^ = 0  ; 

cosicché  il  1*  membro  è  una  forma  quadratica  quaternaria,  la  quale 
indicheremo  con 

t{x^x^x^x^,    0    f(j?),   0    2^a/,p  Xh  Xp , 

hp 
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supponendo  che  h  p  possan  ricevere  tutti  i  valori  1,  2,  3,  4  (sia  iden- 
tici sia  diversi),  e  che  sia  ahp=^aph- 

In  generale,  il  primo  membro  della  equazione  di  un  luogo  super- 
ficiale di  grado  n  diviene  una  forma  quaternaria  di  grado  n. 

Le  semiderivate  della  f  (a?)  rispetto  ad  x^x^x^x^  sono  (App.  §  22). 

fX(v)  =  Ux.x^x^x^)  =  a^,x^  +  a^iJ'^  +  a,^x^  +  a^^x^  =^  a,p  x^ 

p 

f^{x)  =  UiX^X^X^^)  =  a^^X^  +  «M^t  +  ««3^8  +  ««4^4  =^  ««>  ^P 

p 

fsC^)  =  U^i^t^r^ù  =  «31^1  +  «33^3  +  «33^3  +  «34-^4  =^  «3P  ^P 

P 

f^{x)  =  UiXiX^x^^)  =  a^^oj^  +  «4,07,  4- «43^?, 4- «44^4  =  /. ^41» ^^ 5 

e  si  ha  Tidentità 

[1]  t{x)  =  xJ,{x)  +  x^U{x)  +  x^(Aa!)-{'Xj^{xy 

9.  Ooi  coefficienti  di  x^x^x^x^  nelle  semiderivate  si  compone  il 
determinante  simmetrico 


A  = 


che  è  il  risultante  delle  semiderivate,  poiché  il  suo  annullarsi  è  la 
condizione  affinchè  esistano  valori  di  x^  x^  x^  x^  che  annullino  simul- 
taneamente le  semiderivate:  esso  è  il  discriminante  di  f{x). 

Denotiamo  con  A^^A^^ ...  i  suddeterminanti  complementari  di  a^^  a^, ... 
in  A;  ossia  poniamo 


i4*p= 


hp=:ìi 


^iq     (^ir     «w 

Clltq     dltr      aiu 

diq   air  aiM 


indicando  con  hihl  e  pqrs  permutazioni  (distinte  0  identiche)  degli 
indici  1,  2,  3,  4,  e  prendendo  il  +  o  il  —  secondochè  esse  sono  della 
stessa  classe  0  diversa.  Sarà  Ahp  =  Aph. 
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Si  hanno  sedici  identità  compendiate  nelle 

[2]  flfci  Ahi  +  aia  Aia  +  aia  Aia  +  aw  Ahi  =  A, 

[3]  au  Aa  +  akt  Ait  +  au  ^4»  +  a^  Aa  =  0. 

Inoltre,  per  le  note  proprietà  dei  determinanti  ad  elementi  reciproci, 
si  ha  l'identità 


[4] 


^.i 


A^i     Af2     iit3    A 


•^81       -^99       «^83       -^84 
^41       ^4«       -^48       -^44 


=  A», 


e  le  sedici  compendiate  nella 


[5] 


^iq       -^ir       -Ai» 

A^aitp  :=  ±  ;  Akq    Aur    Au 

!    Alq      Air      Au 


E  se  si  considerano  nel  discriminante  A  ì  suddeterminanti  di  2^  or- 
dine, che  sono  a  due  a  due  complementari,  allora 


posto      Akipq=± 


aitr  au 
air    au 


,  si  ha  i4ki,r«  =  ± 


ak^       Ohq 

Oip     aiq 


e  si  ottengono  altre  identità,  compendiate  nella 


[6] 


Ahp      Ahq 


aur   au 

=  ±A 

air    au 

=:AA 


WiW 


É  anche  da  notare  che  la  somma 

-l-Aht,  ZAApq,^i-rAh4,  84'^p2,|2 

equivale  a  A  quando  hipq  denota  una  permutazione  pari,  mentre  è 
nulla  quando  due  fra  hipq  sono  eguali. 

•O.  La  funzione  t{a)),  che  abbiamo  già  messo  sotto  la  forma  [1],  in 
cui  compaiono  simmetricamente  le  sue  semiderivate  parziali,  può  rice- 
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vere  anche  altre  forme  notevoli,  in  ciascuna  delle  quali  compare  una 
derivala  {App.  §  32). 
É  facile  verificare  che 

='-^84«34^«  '^^ilHt^B  +-^23*13^4  'l'^'^SA^ir^f^i'i^^AVii^i^AT'^^VSA^A^i* 
[8]  ({X)  =  -^  f,(a?)»  +  -4—  ^U.S*^t  +  ^34.M«8  +  Au.2i^*)* 

«11  \  -^31,34  /  «Il  V  -^34.8*  / 

«Il  \  -^34.8*       / 

=  T~  ^l(^)'  +  Z~2  (-^84.84^^8  +  ^34»48^3  +  -^34.23^4) 

«It  «11-<1S4.84 

«Il  «II-^34»84 


+ 


^2hM\  -«44  /  -«44 


Si  è  ottenuta  cosi  una  forma  canonica  di  f  (a?).  Ed  altre  se  ne  otten- 
gono permutando  comunque  gli  indici  1,  2,  3,  4. 

Insomma  sappiamo  in  vari  modi  decomporre  f{w)  in  quattro  qua- 
drati di  forme  lineari,  delle  quali  la  prima  contenga  tutte  quattro 
le  variabili,  la  seconda  tre,  la  terza  due,  la  quarta  una.  Su  questa 
decomposizione  si  potrebbe  fondare  la  classificazione  delle  quadriche; 
ma  noi  preferiamo  differire  questo  argomento,  e  tenere  altra  via. 

Lasciamo  anche  da  parte  I  casi  nei  quali  la  decomposizione  non  è 


Ordine  -  Mette  e  piani  tangenti. 

•  1.  Se  due  punti  P  P'  hanno  le  coordinate  projettive  (o  cartesiane) 
omogenee  x^  a?,  a?,  x^,  ai ^  a/,  x\  x\,  ogni  punto  della  retta  r  da  essi 
individuata  avrà  (XII,  2)  coordinate  del  tipo 

\X^  +  )lOCf^  \X^  +  \^\  ^3  +  M'^'s  X^4  +  M^'4f 
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ed  ai  punti  della  retta  corrisponderanno  univocamente  i  valori  del 
rapporto  X:|li,  che  sarà  coordinata  projettiva  nella  punteggiata  r. 

Ora  si  domandi  quanti  punti  della  retta  r  appartengano  anche  alla 
quadrica  rappresentata  dall'equazione  f(a?j  x^x^x^)=0.  Basta  vedere 
per  quanti  e  quali  valori  di  X  :  in  sia  soddisfatta  Tequazione 

f(KXi  +  ìxx\    Xa^j  +  M^t    Xa?8  +  |iia?'3    hx!^  +  ^^)=0, 

la  quale  si  sviluppa  in 

[1]  f(^)(^)'+2f(^.)^+f(a?')  =  0, 

ponendo 

+  a.jix.ccf^  +  x^af^)  +  a^J^x^^  +  x^^i  +  a^^{x^x\  +  x^af>i 
+  a^J^x^^  +  x^x'^  +  a^iXjpcf^  +  x^pcf^^  =  Va^^ar^a^'p  =  f  (  ^  )  » 

che  dicesi  emanante  di  f(a7)  {App.  §  25). 

Essendo  l'equazione  [1]  in  generale  di  2^"  grado  in  X  :  jii,  fornisce  per 
X  :  \x  due  valori  

^  ■•  "ir-  f(^  ' 

onde:  una  retta  qualunque  ha  comuni  con  la  quadrica  due  puntu 
reali  e  distinti,  o  reali  e  coincidenti,  o  complessi-conitcgati;  il  che  si 
enuncia  dicendo  che  la  quadrica  è  un  luogo  di  2^  ordine. 

Nel  primo  caso  la  retta  si  dirà  secante,  nel  2?  tangente,  e  nel  3** 
estema  alla  quadrica. 

In  particolare  può  la  [1]  ammettere  più  di  due  radici,  cioè  divenire 
una  identità;  onde:  una  retta,  che  abbia  più  di  due  punti  comuni 
con  la  quadrica,  giace  tutta  stUla  quadrica  (*). 


(*)  Le  atesse  cose  riflaltano  dall'osseryare  che  la  retta  di  equazioni  (a?i  «»  0, 
2^  =  0)  ha  oommie  con  la  quadrica  quei  punti  pei  quali 

f(00a:8«4)  — 0    ossia    a8i«8*  +  2att«8«4  +  «aa?4"  =  0, 

cioè:  una  coppia  di  punti  se  033  Osi  044  non  tutti  nulli,  e  tutti  i  punti  della 
retta  se  031  »=  014  =»  044  =>  0.  Ora  con  una  trasformazione  di  coorduiate  ogni 
altra  retta  può  ridursi  ad  aver  per  equazioni  (xt=>0,  o^^^O). 
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Allo  stesso  modo  si  dimostra  che  :  una  superficie  di  grado  n  ha 
comuni  con  una  retta  qualunque  n  punti  (fra  reali  e  imaginari, 
distinti  e  coincidenti),  e  perciò  dicesi  di  ordine  n. 

Consideriamo  ora  un  piano.  Ogni  sua  retta  avendo  due  punti  comuni 
con  la  quadrica,  segue  che  il  piano  ha  comune  con  la  quadrica  co 
punti  costituenti  un  luogo  piano  di  2''  ordine,  vale  a  dire  che:  una 
sezione  piana  qiuUunqvte  d^una  quadrica  è  una  conica.  Diremo  il 
piano  secante  se  la  conica  è  reale  e  non  degenere,  estemo  se  la  co- 
nica è  imaginaria  e  non  degenere. 

In  particolare,  poiché  cinque  punti  individuano  una  conica:  un  piano, 
che  abbia  di  comune  con  la  quadrica  sei  punii  non  di  una  conica, 
apparterrà  tutto  alla  quadrica  (♦). 

Anal(^mente:  una  superficie  di  ordine  n  ha  comune  con  un 
piano  qualunq'ue  una  curva  di  ordine  n. 

19.  Supponiamo  per  un  momento  che  il  punto  P'  appartenga  alla 
quadrica.  Allora  uno  dei  valori  di  X  :  jii  dati  dalla  [1]  sarà  nullo,  e 
infatti  f(a;')  =  0;  indi  la  [1]  divisa  per  \:)x  diverrà 

e  darà  il  valore  di  X  :  jli  corrispondente  alFaltro  punto  comune  alla 
retta  r  e  alla  quadrica. 

Se  anche  quest'altro  punto  cade  in  P',  ossia  se  la  retta  r  ò  tangente 
in  P',  dovrà  esser  nullo  anche  quest'altro  valore  di  X  :  jn;  e  però  sarà 

f(y=0,   ossia  x,t,[cc^)^x^i^{cc!)  +  x^i^{(xf)'\-x,U{af)  =  0, 

Ognuno  degli  oo*  punti  P,  le  cui  coordinate  soddisfanno  a  questa 
equazione,  si  troverà  su  una  retta  tangente  alla  quadrica  nel  punto  P'  ; 
e  siccome  l'equazione  è  di  1"*  grado  in  x^  x^  x^  x^ ,  cosi  il  luogo  dei 
punti  P  è  un  piano.  Fa  eccezione  solo  il  caso  che  f,  (a?')  f,  (af)  fj  {x*) 
(^(a/)  siano  tutte  nulle;  caso  impossibile  finché  A^O. 

Dunque  :  se  il  discriminante  ^  =*=  0,  per  ogni  punto  della  quadrica 


{*)  Le  stesse  cose  risaltano  dall'osservare  che  il  piano  di  equazione  Xi=Q 
ha  comuni  con  la  quadrica  quei  punti  pei  quali  f (0 XìXìXì)  =  0  t  cioè  :  una 
conica  se  i  coefficienti  di  f  (0  x^  xt  x^  non  sono  tutti  nulli,  e  tutti  i  punti  del 
piano  se  i  detti  coefficienti  son  tutti  nulli.  Ora  con  una  trasformazione  di 
coordinate  ogni  altro  piano  può  ridursi  ad  avere  per  equazione  :ri=:0. 
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passano  co  rette  tangenti  ivi  alla  quadrica;  esse  giacciono  in  un 
piano  (che  diremo  piano  tangente  alla  quadrica  nel  detto  punto),  e 
formano  un  fascio  intomo  al  punto  (che  diremo  punto  cU  contatto 
di  quel  piano). 
Questo  piano  ha  per  equazione 

[3]f[^,)=0  ossia    (,(x')x,  +  f,(x'^x^  +  Ux'^,  +  t,{x'Jx,  =  0, 

e  per  coordinate 

u\  =  f,  (x')       u\  =  f.  {x')       u\  =  r,  {x')       u\  =  t,  (a?'), 

se  o(f  ^  af^  af^  oà^  sono  le  coordinate  del  dato  punto. 
La  quadrica  si  definisce  come  V  inviluppo  dei  suoi  piani  tangenti. 

I  piani  tangenti  sono  tutti  diversi  da  punto  a  punto;  poiché,  se  i 
piani  tangenti  in  P'  e  P"  coincidessero,  si  avrebbe  (per  un  certo  va- 
lore di  V  e  per  ;ì  =  1, 2, 3, 4)  ft (a?')  =  v  f/i  (x"\  ossia  hiaf  —  y/ af')  =  0, 
ed  annullandosi  le  in  {ed)  per  Xh=^x\'^vaf\\  dovrebb'essere  -4=0, 
contro  ripotesi. 

13.  Evidentemente  ognuna  delle  rette  del  fascio  dianzi  considerato 
incontra  il  luogo  di  ^  ordine,  che  il  piano  tangente  ha  comune  con 
la  quadrica,  in  due  punti  coincidenti  in  P';  il  che  non  può  avvenire 
se  non  quando  questo  luogo  degeneri  in  due  rette  passanti  per  P';  e 
queste  non  possono  coincidere  in  una,  altrimenti  quello  stesso  piano 
sarebbe  tangente  in  ogni  punto  di  essa.  Dunque:  se  A^O,  ogni  piano 
tangente  ha  comune  con  la  quadrica  una  conica  degenere  composta 
da  due  rette  distinte  intersecantisi  nel  punto  di  contatto,  reali  o 
complesse-coniugate. 

Viceversa:  un  piano,  che  abbia  comuni  con  la  quadratica  due  rette, 
ò  tangente  nel  loro  punto  comune.  Dunque:  se  A  =4=0,  p^r  ogni  punto 
della  quadrica  paesano  due  rette  distinte  giacenti  sulla  qìmdrica, 
reali  o  complesse-coniugate. 

II  punto  e  il  piano  tangente  si  chiamano  iperbolici  o  ellittici,  se- 
condo che  le  due  rette  sono  reali  o  complesse-coniugate. 

Si  può.  dimostrare  che:  se  -4=#0,  quale  è  un  punto  della  quadrica, 
tali  sono  tutti. 

Invero,  se  un  punto  P  è  iperbolico  e  siano  p  q  le  due  rette  reali 
della  quadrica  che  passano  per  P,  i  piani  progettanti  p  e  q  da  un  altro 
punto  P'  delia  quadrica  devono  aver  comune  con  la  quadrica  rispet- 
tivamente due  altre  rette  reali  q'  e  p',  sicché  per  P'  passano  due 
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rette  reali  p'  q'  giacenti  sulla  quadrica  ;  e  queste  sono  distinte.  Dunque 
P'  è  iperbolico  anch'esso.  Che  se  P  è  ellittico,  p  e  q  sono  imaginarie, 
e  quindi  anche  q'  e  p^  onde  anche  P'  è  ellittico. 

Le  due  rette  q'  p'  per  P'  stanno  dunque  in  un  piano  rispettivamente 
con  le  due  rette  p  q  per  P;  sicché  le  quattro  rette  costituiscono  un 
quadrilatero  (non  piano),  di  cui  p  p'  sono  lati  opposti  come  pure  q  q^ 

Facendo  variare  P'  e  poi  P,  vediamo  dunque  che  :  sopra  una  qua- 
drica a  punti  iperbolici  esistono  dice  sistemi  di  oo  rette  reali,  tali 
che:  l""  per  ciascun  punto  della  quadrica  passi  una  retta  deirun  si- 
stema e  una  dell'altro;  2"*  tutte  le  rette  di  un  sistema  stiano  in  un 
piano  con  ciascuna  dell'altro;  3<»  due  rette  di  un  sistema  non  stiano 
in  uno  stesso  piano,  e  cioè  siano  sghembe  (*). 

Data  una  retta  di  un  sistema,  per  ciascun  suo  punto  passa  una  retta 
dell'altro  sistema.  La  quadrica  perciò  dicesi  rigata;  anzi  lo  è  in  due 
modi.  E  dicesi  sghemba  {gobba,  storta),  perchè  due  rette  di  un  me- 
desimo sistema,  per  quanto  prossime,  sono  sghembe. 

Siccome  i  piani  passanti  per  una  stessa  retta  di  un  sistema  e  per 
le  singole  rette  dell'altro  sistema  segnano  su  due  rette  qualunque  del 
primo  sistema  punteggiate  projettive;  cosi:  le  rette  di  un  sistema  de- 
terminano su  dice  rette  qualunqite  deW altro  punteggiate  projettive; 
ed  anche  :  i  piani  per  le  rette  di  un  sistema  e  rispettivamente  per 
due  rette  qualunque  deWaltro  formano  dite  fasci  progettivi.  Di  più  : 
queOe  punteggiate  sono  projettive  a  questi  fasci. 

Date  tre  rette  sghembe  r  r'  r",  ogni  punto  P  di  r  individua  i  due 
piani  Pr',  Pr",  e  quindi  la  loro  retta  comune  P,  la  quale  è  Tunica 
che  passi  per  P  e  si  appoggi  alle  tre  r  r'  r". 

Ciò  posto,  dimostriamo  che  :  una  retta,  la  quale  si  muova  appoggian- 
dosi a  tre  rette  date  sghemibe  r  r'  r",  genera  una  quadrica  rigata 
sghemba. 

Invero ,  tre  posizioni  della  retta  mobile  p  segnano  sulle  r  r'  r'^ 
3.3  =  9  punti,  pei  quali  passerà  almeno  una  quadrica  (§  2);  e  questa, 
passando  per  tre  punti  di  r,  contiene  tutta  r,  e  del  pari  contiene  r'  r'^ 
Ora  r  r'  r"  sono  sulla  detta  quadrica  rette  di  un  sistema,  e  per 
ogni  punto  P  di  r  passa  una  retta  p  dell'altro  sistema  ;  quindi  la  qua- 
drica è  individuata. 

Ne  segue  che:  una  quadrica  è  individuata  da  tre  rette  sghembe 
r^'^'^  Allora  le  rette  p...  dell'altro  sistema  si  dicono  generatrici,  le 
rr'r"  e  le  altre  del  loro  sistema  direttrici. 


(*)  Con  la  considerazione  delle  rette  imaginarie,  le  cose  che  qui  diciamo  si 
applicano  anche  alle  quadriche  a  punti  ellittici. 
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Ancora:  la  retta  mobile,  che  unisce  due  elementi  corrispondenti 
qualunque  di  due  punteggiate  projettive  sgfiembe  o  di  due  fasci 
projettivi  e  sghembi  di  piani,  genera  una  quadrica;  poiché  tre  posi- 
zioni della  retta  mobile  individuano  una  quadrica,  che  contiene  le 
due  rette  (punteggiate  o  assi  di  fasci)  e  tutte  le  altre  posizioni  della 
retta  mobile. 

141.  Rimoviamo  ora  la  supposizione  che  il  punto  P'  stia  sulla  qua- 
drica: allora  la  [1]  darà  per  \:\x  due  valori  eguali  quando  sarà  sod- 
disfatta l'equazione 

[4]  f(a?)f(a/)-f(^,)=0. 

Dunque  :  to  [4]  é  la  condizione  perchè  la  retta  r  tocchi  la  quadrica. 
Se  P'  è  dato,  la  [4]  è  soddisfatta  da  oo*  posizioni  del  punto  P;  e 
poiché  essa  è  di  2^  grado,  tali  posizioni  costituiscono  un  luogo  di  2*  or- 
dine. Questo  luogo  non  può  essere  che  un  cono  di  vertice  P^  poiché 
é  evidente  che,  se  P  é  un  altro  punto  del  luogo,  ogni  punto  della 
retta  r  appartiene  al  luogo,  e  però  tutta  la  retta  appartiene  al  luogo, 
il  quale  risulta  quindi  composto  di  oo  rette  uscenti  dal  punto  P^ 
Dunque:  il  luogo  delle  tangenti  condotte  per  un  punto  F  a  una  qtui- 
drica  è  un  cono  di  2^  ordine,  il  quale  dicesi  circoscritto  alla  qua- 
drica dal  punto  P',  o  anche  il  cono  secondo  cui  la  quadrica  è  vista 
dal  punto  P'. 

Le  generatrici  di  questo  cono  sono  le  coppie  di  tangenti  che  pel 
punto  F'  possono  tirarsi  alle  coniche  che  la  quadrica  ha  nei  piani 
per  P'. 

Non  ci  fermiamo  ora  a  discutere  le  varie  specie  di  coni  circoscrìtti 
alla  quadrica.  Solo  accenniamo  che,  se  i4  #^0,  un  punto  dicesi  estemo 
o  irUemo  alla  quadrica,  secondoché  il  cono  da  esso  circoscritto  è 
reale  o  imaginario,  ma  non  degenera  in  piani  ;  e  che,  se  ^m»  0  ed  il 
punto  é  sulla  quadrica,  il  cono  si  riduce  al  piano  ivi  tangente  con- 
tato due  volte. 

Punti  coniugati  -  Sistema  polo/re. 

15.  Se  1  valori  di  X:|i  dati  dalla  [1]  sono  opposti,  i  due  punti 
comuni  alla  retta  r  ed  alla  quadrica  sono  coniugati  armonicamente 
rispetto  a  P  e  P',  e  quindi  anche  P  e  P'  sono  coniugati  armonica- 
mente rispetto  a  quei  duo  punti,  e  si  possono  dire  semplicemente 
coniugati  rispetto  alla  quadrica.  Ora  la  condizione  perché  i  due  valori 
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di  X:)i  siano  opposti  è  evidentemente  f[Z)  =^'  I^anque:  la  rela- 
zione fra  le  coordinate  di  due  punti  coniugati  è 

[5]      f  (  J  )  =  0  ossia  f,(a?>,  +  f,(a?')a?,  +  tlx')x^  +  f,(a?>,  =  0. 

È  chiaro  che:  su  ogni  retta  esistono  oo  coppie  di  punti  coniugati^ 
costituenti  una  involuzione  quadratica^  che  ha  per  punii  doppi  quelli 
comuni  alla  retta  ed  alla  quadrica. 

Ed  è  anche  chiaro  iihei:  due  punti  coniugati  rispetto  alla  quadrica 
sono  coniugati  anche  rispetto  alla  conica  che  un  piano  qualunque 
passante  per  essi  determina  sulla  quadrica,  e  viceversa. 

IO.  Se  il  punto  P'  è  dato,  ogni  punto  P,  le  cui  coordinate  verifi- 
chino la  [5],  sarà  coniugato  a  P';  e  poichò  la  [5]  è  di  primo  grado 
in  a?4  x^  a?3  a?4,  segue  che:  ^e  -4  =4=0,  ogni  punto  ne  ha  oo*  coniu- 
gati rispetto  alla  quadrica,  distribuiti  sulle  singole  rette  passanti  pel 
punto,  e  il  luogo  di  essi  è  un  piano,  che  ha  per  equazione  la  [5]. 

Il  punto  dicesi  polo  del  piano,  e  il  piano  polare  del  punto  (rispetto 
alla  quadrica);  o  anche  si  dicono  il  punto  e  il  piano  coniugati. 

Quando  il  polo  è  un  punto  della  quadrica,  il  piano  polare  è  il 
piano  tangente  in  esso, 

A  poli  diversi  corrispondono  piani  polari  diversi  (come  pei  piani 
tangenti). 

Va  notato  che:  U  piano  polare  d'un  punto  contiene  le  rette  polari 
del  punto  rispetto  alle  coniche  che  la  quadrica  ha  nei  piani  pel 
punto  medesinw. 

I  punti  comuni  alla  quadrica  ed  al  cono  circoscritto  da  P'  annul- 
lano f  (  J  }  ;  e  siccome  essi  sono  i  punti  di  contatto  delle  oo  tangenti 

condotte  da  P',  cosi:  le  tangenti  condotte  da  un  punto  alla  quadrica 
hanno  per  punti  di  contatto  i  punti  della  conica  comune  alla  qua-- 
drica  ed  al  piano  polare  di  esso  punto. 

Perciò  codesta  conica  dicesi  il  contorno  apparente  della  quadrica 
rispetto  al  punto. 

Se  il  punto  è  estemo,  il  piano  polare  è  secante;  se  il  punto  è  in- 
terno, il  piano  polare  è  estemo. 

Se  un  piano  tangente  passa  per  P',  dovrà  contenere  una  tangente 
condotta  per  P';  e  quindi  avrà  il  punto  di  contatto  sulla  conica  sud- 
detta. E  viceversa,  se  P  è  un  punto  di  questa  conica,  il  piano  per  la 
tangente  alla  conica  in  P  e  per  la  retta  r  (che  è  tangente  alla  qua- 
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drica  in  P)  tocca  in  P  cosi  la  quadrica  come  il  cono,  e  intanto  passa 
per  P'.  Adunque:  per  un  dato  punto  passano  co  piani  tangenti  alla 
quadrica,  e  il  loro  inviluppo  è  il  cono  circoscritto  dal  punto  alla 
qtcadrica. 

•7.  Due  punti  coniugati  PP'  sono  in  condizione  reciproca  l'uno 
rispetto  all'altro;  quindi  :  se  un  punto  sta  nel  piano  polare  d'un  altro, 
questo  starà  nel  piano  polare  di  quello. 

Possiamo  assumere  come  coordinate  del  piano  ir'  polare  di  P' 

[6]  u\  =  i,{af)    u\  =  U{af)    u\  =  U{x^)    w\  =  f,(a?0. 

Questa  sostituzione  lineare  omogenea  lega  u\...  a  af^...^  ed  ha  per 
modulo  il=#0.  Essa  rappresenta  una  correlazione. 

Dunque:  se  -4=4=0,  la  corrispondenza  fra  polo  e  piano  polare  è 
una  congelazione,  la  quale  è  reciproca  (o  ^volutoriaj,  e  dicesi  po- 
larità 0  sistema  polare. 

La  quadrica  è  il  luogo  dei  punti  incidenti  nei  loro  piani  polari,  ed 
è  r  inviluppo  dei  piani  passanti  per  i  loro  polì. 

Il  sistema  polare  si  assume  come  definizione  di  quadrica  imagi- 
naria,  quando  Tequazione  f(a;)  =  0  non  è  soddisfatta  da  alcun  punto 
reale. 

La  sostituzione  (inversa  della  precedente) 

Acxf,  =  A,,u\  +  A^,u'^  +  A^y^  +  A^,u\ 

[7]  "^^'^  ^  "^"^'^  +  '*«^'*  +  "^"^'^  +  "^«^'^ 

Ax'^  =  A,y,  +  A^y^  +  A^y^  +  A^y^ 

Aaf^  =  A^y^  +  A^,u\  +  ^a^u's  +  A^y^ 

fornisce  le  coordinale  del  polo  di  un  dato  piano,  e  in  particolare  le 
coordinate  del  punto  di  contatto  di  un  dato  piano  tangente. 

Tutti  i  punti  d*un  piano  hanno  i  piani  polari  passanti  pel  polo  del 
piano,  e  tutti  i  piani  passanti  per  un  punto  hanno  i  poli  nel  piano 
polare  del  punto.  Si  hanno  così  un  piano  ed  una  stella  correlativi. 

18.  Siano  due  punti  P  P'  e  i  loro  piani  polari  n  n'.  Ogni  piano  per  la 
retta  PP'  ha  il  polo  in  tt  e  in  n',  e  quindi  sulla  retta  ttti';  e  ogni  piano 
per  la  retta  tttt'  ha  il  polo  in  tutti  i  piani  polari  dei  punti  della  mr', 
e  quindi  sulla  PP'.  Onde:  se  -4#=0,  ad  ogni  retta  ne  corrisponde 
un'altra  tale,  che  i  piani  polari  dei  punti  dell'una  fanno  fascio  in- 
torno all'altra,  e  viceversa.  L'una  è  il  luogo  dei  poli  dell'altra  ri- 
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spetto  alle  coniche  che  la  quadrica  ha  nei  piani  per  quest'altra,  e 
viceversa.  Gotali  due  rette  diremo  coniugate  o  polari  Tuna  dell'altra 
rispetto  alla  quadrica. 

Due  rette  coniugate  in  generale  sono  sghembe.  Qualora  s'incontrino, 
il  punto  comune  sarà  polo  del  piftno  comune,  ossia  il  punto  starà  sulla 
quadrica  e  il  piano  la  toccherà;  quindi  le  due  rette  coniugate  toc- 
cheranno la  quadrica,  ed  inoltre  saranno  in  armonia  con  le  due  rette 
che  la  quadrica  ha  nel  piano  tangente. 

Le  rette  autoconiugate  sono  quelle  che  giacciono  sulla  quadrica. 

I  punti  di  una  retta  e  i  piani  polari  di  essi  formano  rispettivamente 
una  punteggiata  e  un  fascio  di  piani  omografici. 

Consideriamo  una  retta  e  la  sua  coniugata.  I  piani  tangenti  nei  due 
punti  che  questa  ha  sulla  quadrica  hanno  per  poli  questi  due  punti, 
e  quindi  passano  per  la  prima  retta;  e  niun  altro  piano  tangente  gode 
la  stessa  proprietà.  Dunque:  se  A=^0,  per  una  retta  data  passano 
due  piani  tangenti  alla  quadrica. 

I  due  piani  possono  essere  reali  e  distinti,  reali  e  coincidenti,  com- 
plessi-coniugati, come  quei  due  punti.  Nel  2''  caso  anche  la  retta  data 
è  tangente  alla  quadrica.  Che  se  la  retta  data  giace  sulla  quadrica, 
allora  ogni  piano  per  essa  deve  aver  comune  con  la  quadrica  anche 
un'altra  retta,  e  quindi  è  tangente  alla  quadrica;  inoltre  il  fascio  di 
questi  piani  è  projettivo  alla  punteggiata  dei  loro  punti  di  contatto. 

••.  Diremo  coniugati  un  punto  e  una  retta,  quando  i  punti  della 
retta  sono  coniugati  a  quel  punto.  Allora  il  piano  polare  del  punto 
passa  per  la  retta,  ogni  punto  della  retta  ha  il  piano  polare  passante 
pel  punto,  e  il  punto  è  sulla  coniugata  della  retta. 

B  diremo  coniugati  un  piano  e  una  retta,  quando  il  polo  del  plano 
è  sulla  retta.  Allora  ogni  piano  per  la  retta  ha  il  polo  nel  piano,  e  il 
piano  passa  per  la  coniugata  della  retta. 

Quattro  punti  qualunque  e  i  loro  piani  polari  determinano  due  te- 
traedri, e  i  vertici  del  secondo  hanno  per  piani  polari  le  facce  del 
primo;  si  dicono  coniugati  i  due  tetraedri. 

In  ogni  piano  esistono  (X?  coppie  di  punti  coniugati,  e  co^  teme 
di  punti  coniugali  (a  due  a  due),  cioè  vertici  dei  triangoli  autoconiu- 
gati rispetto  alla  conica  che  la  quadrica  ha  nel  piano. 

Nello  spazio  esistono  oo*^  coppie  di  punti  coniugati^  oo*  teme  di 
punti  coniu^atiy  e  oo*  quaderne  di  punti  coniugati;  vertici  questi  di 
tetraedri  autoconiu^ati,  cioè  tali  che  ciascun  vertice  sia  polo  della 
faccia  opposta.  Ogni  punto,  con  una  terna  di  punti  coniugati  nel  suo 
piano  polare,  costituisce  una  quaderna. 
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SO.  Il  piano  Tiiu^u^u^u^)  è  tangente  alla  quadrica  f(a?)  =  0  se  passa 
pel  suo  polo,  cioè  se 

(A^^U^  +  i4,,W,  +  ^l3W8  +  ^14W4)W,+(i4,iU,  +  /l„t^,  +  ^4,3^3+  ^34tl>3 
+(^8lWl+^8«W3+i433W3+^84tt4)t«3-KM4iW4+^„W3+^„W3+^44WjW4=:0, 

ovvero 

+2.4,3t«4W3+2i4,3ttiW3+2^33ti3ti3+2i4i4ti4W4+2i4,4W,tt^4-2i434U3M^=0. 

Il  primo  membro  di  questa  equazione  è  la  forma  quadratica  reci- 
proca di  f{x)y  e  slndica  con 

F(Ufii^u^u^)    0  anche    P(u). 

Dunque:  feqtmzione  della  qiuidrica  considerata  come  inviluppo  è 

P(w)  =  0; 

e  però  :  la  quadrica  è  un  inviluppo  di  2""  grado. 
Si  può  scrivere 

j    0     u^     Ut     W3     u^ 

I      ««1     «Il     «It      «18      «u 
P(U)  =  —  I       U3     «34      «33       «33       a„ 

I       ^8     «81      «SI       «88       «34 
ì       U^     «44      «43       «43       «44 

Le  seraiderivate  di  F(w)  sono 

Ffc  (tt)  =  Ahi  w,  +  ì4«  w,  +  ^^  W3  +  ^m  W4    (A  =  1, 2, 3, 4). 

Quindi  le  [7]  possono  scriversi 

[8]     Accf,  =  ¥,{u')    Ac(/^  =  Y^{u')    Ao(f^  =  ¥j^u')    Aaf^  =  ¥^{u')\ 

sicché:  56  ^  4=0,  per  coordinate  del  polo  dei  piano  {u\u\u*^u'^  si 
possono  assumere 

F.(w')    ¥,{u^)    F3(tt')    F4(w')- 

Si  noti  che,  se  (^1073 073 0^4)  e  {u^u^u^u^  sono  coordinate  dì  un  punto 
e  del  suo  piano  polare,  si  ha 

[9]  ¥{u)  =  AÌ{x)\ 
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che  la  forma  reciproca  di  F(u)  è  A*{{x);  e  che  si  ha 


[10] 


f(^)  =  -ji 


OC^A 


0    a?i 

a?4  A^^  .     ^^44 


91.  Le  radici  della  equazione  [1]  in  X: intono  reali  e  distinte,  reali 
e  coincidenti,  complesse-coniugate,  secondo  che 

f(a?)f(^')-f{j)'<  =  >0. 

Ora  si  trova  (come  al  §  15  cap.  XIV) 


Xh        Xi 


Xp         Xq 
X  p        Xq 


ed  osservando  che 


viduata  da  P  e  P'  (XIII,  16),  si  ottiene 


è  la  coordinata  n<  della  retta  r  indi- 


lli] 


f(^)  f(^')  -  f  (^,)*=2^w,..r«r^ 


Dunque  :  la  retta  r  è  secante,  tangente,  estema  alla  quadrica  ((x)=  0, 

secondo  che 

[12]  Z^w,„rMr„<=>0. 

Segue  da  ciò  che  :  le  rette  tangenti  ad  una  quadrica  costituiscono 
un  particolare  complesso  di  2^  grado  (XIII,  11). 

I>el  cono. 

9'd.  La  proprietà,  che  ad  ogni  punto  corrisponde  un  piano  polare 
rispetto  alla  quadrica  (e  in  particolare  ad  ogni  punto  della  quadrica 
corrisponde  un  piano  tangente  ivi),  non  regge  più  in  tutta  la  sua  ge- 
neralità quando  esìste  qualche  punto  le  cui  coordinate  verifichino 
tutte  le  equazioni 

[13]  f,(a?)  =  0    f,(a;)  =  0    Ux)  =  0    f4(a7)  =  0, 

cioè  quando  è  nullo  il  discriminante  A. 

£.  D'OyiBio,  Geometria  atuMUca,  SB 
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Quando  A  ha  la  caratteristica  3  {^App.  §  26),  le  quattro  equazioni  [13] 
equivalgono  a  tre  sole  indipendenti,  e  individuano  i  mutui  rapporti  di 
x^  x^  x^  x^;  in  altre  parole,  ammettono  una  soluzione  comune,  che  è 

[14]  *,  =  \i4*i     St  =  \Aht     S^  =  \Aìa     S^  =  \Ak4t 

ove  \  è  arbitrario  ma  non  zero;  od  anche 

[15]  5,=\Yl7i   s^=\'ì^A^t   s,=\'^/A;,   *,=vi/i;,, 

ove  V  è  arbitrario  ma  non  zero,  dando  ai  radicali  segni  convenienti, 
e  notando  che  A^^^  ^„  ^33  A^^  non  son  tutti  nulli. 

S*  individua  cosi  il  punto  ^s^s^s^j^)  comune  ai  piani  di  equazioni 
[13];  ed  è  f{s)  =  sJ^(s)-{- ...-=0,  onde  S  sta  sulla  quadrica;  ed  è 

pure  ffM  ==  a?4  f,(^)  + .-.  =  0,  onde  S  ò  coniugato  a  tutti  i  punti 

dello  spazio.  Ogni  retta  per  S  è  tangente  ivi  alla  quadrica,  e  quindi 
ogni  piano  per  S  è  tangente,  cioè  ha  in  comune  con  la  quadrica  due 
rette  passanti  per  S.  Adunque  la  quadrica  è  un  cono,  ed  il  punto  S. 
ne  è  il  vertice. 

Gonchiudiamo  che  :  la  quadrica  rappresentata  dall'  equazione 
f(x)  =  0  è  un  cono,  qiuzndo  il  suo  discriminante  A  è  nullo  e  di  ca- 
ratteristica tre.  Il  vertice  S  del  cono  ha  le  coordinate  s^  s^  s^  s^ . 

Vedremo  poi  quando  il  cono  risulta  da  cx)  rette  reali,  e  quando 
queste  sono  imaginarie,  il  vertice  restando  sempre  reale.  Nel  1®  caso 
il  cono  sarà  ridato  (in  un  sol  modoX  ^  ^^^  ^^^  superficie  svUup- 
pdbUe. 

Notiamo  inoltre  che  nel  caso  attuale,  una  delle  semiderivate  è  com- 
binazione lineare  delle  altre  tre,  e  la  t{x)  si  può  ridurre  a  una  forma 
quadratica  di  tre  variabili. 

Da  ciò  segue  che  il  cono  di  cui  si  tratta  è  uno  di  quelli  considerati 
parlando  della  stella  di  rette  (XIV,  34)  ;  qui  la  stella  ha  per  vertice  S. 

Inoltre  l'equazione  del  cono  come  inviluppo,  nello  spazio  di  piani, 
riducesi  airequazione  del  vertice  (come  centro  di  una  stella  di  piani) 
contato  due  volte;  e  infatti  si  ha 

[16]    nu)  =  j;;;J^K{uf  =  [u,\^A;,+u^\^A;^^ 

É  facile  scorgere  che  nel  cono  hanno  luogo  le  seguenti  proprietà 
speciali  : 

Giascun  piano  dello  spazio  può  considerarsi  come  polare  del  vertice» 
e  il  piano  polare  di  ciascun  altro  punto  passa  pel  vertice. 

Tutti  i  punti  di  una  stessa  retta  pel  vertice  hanno  uno  stesso  piano 
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\  polare;  e  a  tutti  i  punti  d*una  generatrice  corrisponde  uno  stesso 
piano  tangente,  che  passa  per  essa  e  incontra  il  cono  lungo  due  rette 
coincidenti  con  essa,  cioè  un  piano  tangente  lungo  tutta  la  generatrice. 
Perciò  diremo  che  ogni  punto  del  cono  è  parabolico;  tranne  il  ver- 
tice, che  diremo  punto  singolare  (punto  doppio). 

Considerato  nella  stella  di  piani  che  ha  per  centro  il  vertice,  il  cono 
,        è  rinviluppo  dei  suoi  piani  tangenti  lungo  le  generatrici  (XIV,  34). 

Di  due  rette  coniugate  una  passa  certo  pel  vertice.  Ai  punti  di  una 
stessa  retta  pel  vertice  corrisponde  una  stessa  coppia  di  piani  tan- 
genti lungo  due  generatrici.  A  una  retta  pel  vertice  corrisponde  come 
coniugata  ciascuna  retta  nel  piano  polare  di  quella,  ecc. 

Un  punto  non  appartenente  al  cono  si  dice  estemo  o  iniemo  al 
cono,  secondochè  i  due  piani  tangenti  lungo  due  generatrici  condotti 
per  esso  sono  reali  e  distinti  o  complessi-coniugati. 

I  piani,  che  passano  rispettivamente  per  due  rette  fisse  del  cono  e 
per  una  stessa  retta  mobile  del  cono,  formano  due  fasci  projettivi  ;  e 
viceversa:  due  fasci  projettivi  di  piani,  i  cui  assi  s'incontrino,  ge- 
nerano un  cono  di  2^  ordine  mediante  la  retta  comune  a  due  piani 
corrispondenti  variabili.  Queste  proprietà  e  le  loro  duali,  relative  ai 
piani  tangenti  lungo  le  generatrici,  risultano  da  quanto  si  accennò 
dei  coni  in  una  stella  di  rette  e  di  piani  (XIV,  34). 

93.  Quando  A  ha  la  caraiteristica  due  (e  perciò  basta  supporre 
nulli  tre  suddeterminanti  di  3''  ordine),  le  [13]  si  riducono  a  due  in- 
dipendenti. Vi  sono  quindi  co  punti  come  S,  il  cui  luogo  è  la  retta 
rappresentata  da  quelle  due  equazioni:  e  la  quadrica  è  un  cono,  di 
cui  ciascuno  dì  quei  punti  è  vertice;  vale  a  dire,  la  quadrica  dege* 
nera  in  una  coppia  di  piani  distinti  (reali  o  complessi-coniugati)  se- 
cantisi  lungo  quella  retta.  In  questo  caso  due  delle  semiderivate  sono 
combinazioni  lineari  delle  altre  due,  e  la  f{x)  si  riduce  a  forma  qua- 
dratica di  due  variabili,  e  quindi  è  prodotto  di  due  forme  lineari. 
La  F(u)  risulta  identicamente  nulla. 

Qiuindo  A  ha  la  caratteristica  uno  (e  perciò  basta  supporre  nulli 
sei  fra  1  suddeterminanti  di  2<'  ordine),  fó  [13]  si  ridicono  ad  una 
sola  indipendente,  e  la  quadrica  è  un  cono  con  oo*  vertici,  il  luogo 
dei  quali  è  il  piano  rappresentato  da  quella  equazione;  onde  la  qua- 
drica degenera  in  un  piano  contato  dice  volte,  e  si  ha  (non  essendo 
nulli  tutti  gli  ahh) 

[17]    f(^)==-^fA(a?)'=(a?y^  +  a?y^,  +  a?3|/^3  +  a;y^,)*, 
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cioè  t{co)  riducesi  al  quadrato  di  una  forma  lineare.  La  F{u)  è  iden- 
ticamente nulla. 


Inviluppo  di  2^  grado  nello  spazio.  -  Classe. 

91.  Bastino  i  seguenti  cenni: 

Un  inviluppo  di  2^  grado  è  T  insieme  dei  piani,  le  cui  coordinate 
projettive  (o  pliickeriane)  uv  w  soddisfanno  una  equazione  dì  2^  grado 

au*  +  ...  +  l  =  0. 

Nove  piani  generici  individuano  un  inviluppo  di  2^  grado. 

Usando  coordinate  omogenee  u^  u^  u^  u^,  le  equazioni  degP  inviluppi 
di  1®,  2*», ...  grado  sono  forme  algebriche  quaternarie  di  1®,  £•, ... 
grado  eguagliate  a  zero.  Così  Tequazione  di  un  inviluppo  di  2''  grado 
in  coordinate  omogenee  è 

((u)  =  a^^u^^  +  •..  +  2^18^,^,  + ...  =  0. 

Un  inviluppo  di  grado  n  ha  n  piani  passanti  per  una  retta;  e 
perciò  dicesi  di  classe  n. 
L'equazione 

[1]  f(^)(^)+2f(;.)^+f(t*')=o 

prova  che  un  inviluppo  di  2^  grado  è  di  ^  classe.  I  due  piani  di 
esso  passanti  per  una  retta  possono  essere  reali  e  distinti,  reali  e 
coincidenti,  complessi-coniugati,  secondo  che 

[2]  t{u)  f (t«') -  f  (  ;  )  =  Z^w.  r.P«  Pp,  <=>0, 

dette  Pi2,...  le  coordinate  assiali  della  retta. 

Una  quajdrica,  considerala  come  inviluppo,  è  di  2^  classe. 

Per  un  punto  passano  cx)  plani  dell'inviluppo,  costituenti  un  cono 
di  2^  classe. 

Se  A=^0,  in  un  piano  ti\u\u\u\u^^  deW inviluppo  esistono  oo 
rette  per  le  quali  passano  due  piani  dell'inviluppo  coincidenti  con 
quel  piano  ;  esse  formano  un  faccio  intomo  a  un  punto  P',  che  ha 
per  equazione 


[3]  f(:0=O- 


Digitized  by  VjOOQiC 


Gap.  XVm  -  §  24,  25  357 

L'insieme  di  questi  punti  P'  éwnagiwtfrfca,  di  equazione  F(a?)=0. 

L*  inviluppo  dei  piani  tangenti  di  questa  quadrica  ha  per  equazione 
la  forma  reciproca  di  F(a;)  eguagliata  a  zero,  la  quale,  per  la  [5]  del 
§  9,  è  AH{u)  =  0,  ossia  f(w)  =  0;  quindi  V  inviluppo  proposto  t{u)=0 
è  costituito  dai  piani  tangenti  a  questa  quadrica  F(a;)  =  0. 

Il  punto  P'  del  piano  ir'  dell*  inviluppo  f(t«)  =  0  è  dunque  il  punto 
di  contatto  di  quel  piano  col  luogo  F(a7)  =  0. 

In  un  piano  qualunque  if  esistono  co  rette  per  le  qtcali  passano 
due  piani  coincidenti  deU*  inviluppo,  ed  esse  inviluppano  una  conica. 
L*equazione  di  questa  conica,  come  inviluppo  dei  piani  passanti  per 
le  sue  tangenti,  è 

[4]  f(u)f(w')-f(;)=o. 

Piani  coniv/gati*  -  Sistema  polare. 

^5.  Per  una  retta  qualunqite  passano  infinite  coppie  di  piani 
armonici  coi  rfwe  piani  dell'inviluppo  f(w*^=0  passanti  per  la  retta, 
e  formano  un'involuzione.  1  piani  di  ciascuna  coppia  si  dicono  coniu- 
gali  rispetto  all'inviluppo.  La  relazione  fra  essi  è  espressa  dalla 


15]  f(j)=0. 


Se  due  piani  sono  confugati,  ciascuno  passa  pel  polo  dell'altro  ri- 
spetto al  luogo  F(a?)  =  0.  E  viceversa. 

Per  una  retta  passano,  in  generale,  due  piani  coniugati  e  perpen- 
dicolari. 

Se  il  #=  0,  /  piani  coniugati  di  un  dato  piano  (u\  u\  w'g  u\)  for- 
mano una  stella,  il  cui  centro  ha  per  equazione  t{^,\=0,ed  è 

il  polo  del  piano  rispetto  al  luogo  F(a?)  =  0. 

Se  v4=4=0,  V  inviluppo  f(w)  =  0  determina  una  correlazione  reci- 
proca (o  involutoria),  la  quale  non  'differisce  dal  sistema  polare  ri- 
spetto alla  quadrica  luogo  F  (x)  =  0. 

Due  piani  conitcgati  rispetto  alla  quadrica  sono  coniugati  anche 
rispetto  al  cono  drcoscritto  alla  quadrica  da  un  punto  della  retta 
loro  comune. 

Inoltre  sussistono  le  denominazioni  e  le  proprietà  duali  di  quelle 
esposte  al  §  19  (•). 


(*}  Nel  sistema  polare,  ai  punti  di  una  quadrica  corrispondono  i  piani  tangenti 
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Caso  della  quadrica  limite. 

*•.  Se  A  ha  la  caratteristica  tre,  i  piani  delV  inviluppo  si  distri- 
buiscono  in  oo  fasci,  i  cui  assi  giacciono  in  un  piano  e  inviluppano 
una  conica.  Qaesta  dicesi  quadrica  limite  o  qicadrica  piana. 

Se  A  ha  la  caratteristica  due,  i  piani  dell'inviluppo  si  distribui- 
scono in  due  stelle  distinte,  e  diremo  che  V  inviluppo  degenera  in 
due  punti  distinti,  reali  o  complessi-coniicgati. 

Se  A  ha  la  caratteristica  uno,  le  dus  stelle  coincidono  in  una,, 
contata  dice  volte. 

Sistemi  lineari  di  quadriche. 

^7.  Siano  date  due  quadriche  di  equazioni  f(^)  =  0  f  (a?)  =  0.  I 
loro  punti  comuni,  soddisfacendo  ad  entrambe  le  equazioni,  sono  infi- 
niti e  costituiscono  una  liq0a.  Un  piano  ha  comune  con  le  due  qua- 
driche due  coniche,  e  queste  hanno  comuni  quattro  punti  non  in  linea 
retta  (KIV,  30);  sicché  quella  linea  ha  comuni  col  piano  questi  quattro 
punti  e  non  altri;  perciò  la  linea  àìcosì  non  piana  (sghemba,  gobba} 
e  di  4"  ordine. 

Tutte  le  00  quadriche  aventi  perequazione  generica  \f(a?)-[-Vf'(^)=0, 
ove  \  :  V  è  un  parametro  arbitrario,  hanno  comune  una  linea  sghemba 
di  4"^  ordine  e  nessun  altro  punto,  e  formano  un  sistema  lineare  sem- 
plice di  luoghi  di  2<»  ordine  o  fascio  di  quadriche  (XIV,  32).  Per  un 
punto  assegnato  delio  spazio  ne  passa  una  individuata. 

Eguagliando  a  zero  il  discriminante  di  \t{x)-\-VV{x),  si  ha  un'e- 
quazione di .4''  grado  in  \:X',  la  quale  porge  quattro  valori  di  \:V\ 
sicché  (§  22)  al  fascio  appartengono  quattro  coni.  Il  piano  pei  vertici 
di  tre  di  questi  coni  ha  comune  col  fascio  di  quadriche  un  fascio  di 
coniche,  e  precisamente  ha  comuni  con  quei  tre  coni  le  tre  coppie 
di  rette  del  fascio  di  coniche  ;  onde  quei  tre  vertici  sono  mutuamente 
coniugati  rispetto  a  ciascuna  conica,  e  quindi  anche  rispetto  a  ciascuna 
quadrica  del  fascio.  Insomma  :  i  vertici  dei  quattro  coni  di  un  fascio 
di  quadriche  formano  un  tetraedro  autoconiugato  rispetto  a  ciascuna 


di  una  quadrica,  e  viceversa  ai  punii  di  questa  corrispondono  i  piani  tangenti 
di  quella;  alle  rette  tangenti  di  quella  in  un  piano  le  tangenti  di  questa  per 
un  punto,  e  viceversa;  a  due  punti  coniugati  rispetto  a  quella  due  piani  coniu- 
gati rispetto  a  questa,  e  viceversa;  a  un  punto  e  al  suo  piano  polare  rispetto  a 
quella  un  '|»iano  e  il  suo  polo  rispetto  a  questa,  e  viceversa  ;  e  così  via. 
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quadrica  del  fascio.  Esso  ò  il  solo  autoconiugato  rispetto  a  più  di 
una  quadrica  del  fascio.  Ogni  generatrice  dei  quattro  coni  incontra 
tutte  le  quadriche  del  fascio  in  una  stessa  coppia  di  punti.    « 

Ogni  piano  ha  comune  col  fascio  di  quadriche  un  fiiscio  di  coniche» 
tra  cui  tre  coppie  di  rette  ;  quindi  (§  13)  tre  quadriche  del  fascio  toc- 
cano un  piano  dato.  Lo  stesso  seguo  (§  20)  dalKessere  la  forma  reci- 
proca di  \((x)  +  \'f{x)  di  3^  grado  in  X:V. 

Tre  quadriche  del  fascio  sono  tangenti  a  una  retta  data  (§  21). 

Tre  quadriche  in  generale  hanno  otto  punti  comuni. 

^8.  Dualmente:  due  quadriche  f(t^)=:0  V{u)=0  hanno  comuni 
oc  .piani  tangenti,  che  costituiscono  una  sviluppabile  di  4^  classe^  cioè 
tale  che  per  ogni  punto  passino  quattro  di  quei  piani. 

Il  sistema  lineare  semplice  d'inviluppi  di  2*  classe  dì  equazione 
generica  Xf(w)+\T  (m)  =  0  dicesi  anche  schiera  di  quadriche.  Esse 
sono  iscritte  nella  stessa  sviluppabile  di  4^  classe,  ed  una  sola  tocca 
un  dato  piano. 

Alla  schiera  appartengono  quattro  coniche,  come  quadriche  limiti 
(§  26).  I  loro  piani  formano  un  tetraedro  autoconiugato  rispetto  a  cia- 
scuna quadrica.  Ciascun  piano  della  sviluppabile  contenendo  una  tan- 
gente di  ciascuna  di  queste  coniche,  e  quindi  il  relativo  punto  di  con- 
tatto, consegue  che  le  quattro  coniche  della  schiera  di  quadriche 
giacciono  sulla  sviluppabile  circoscritta  alla  schiera.  Per  ciascuna  tan- 
gente di  ciascuna  di  queste  quattro  coniche  passano  due  piani  tan- 
genti a  tutte  le  quadriche  della  schiera;  e  perciò  tali  coniche  si  di- 
cono nodali  sulla  sviluppabile. 

Tre.  quadriche  della  schiera  passano  per  un  punto  assegnato.  Due 
toccano  una  retta  data. 

Tre  quadriche  qualunque  hanno  in  generale  otto  piani  tangenti  co- 
muni. 

Non  entriamo  nell'esame  dei  casi  particolari  che  può  oflftire  la 
mutua  posizione  di  due  quadriche,  poiché  essi  esigerebbero  lunghe  e 
minute  discussioni. 

EssRoizio  1.  L*eqaazione  dei  due  punti  comuni  alla  retta  PT"  ed  alla  qua- 
drica f  (a?)  =  0  è 

od  anche 

n0r„r„rnW+...+2t{l    ^"  J"  l'')  «.«.+...=  0. 
E  dualmente. 
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Eb.  2.  L'equazione  dei  due  piani  tangenti   condotti  per  la  retta  irV  alla 
quadrica  f  (a?)  =  0  è 

F(f/)(«Vi+...)«-2F  (^. )(u>,+...)(u'>i+...)+F(u'')(i/i^i+...)^0. 
od  anche 

F(0  P,«P«P,4)a^i*  +  ...  +  2FfJ 

E  dualmente. 

Eb.  8.  L'equazione   del   cono   circoscritto  alla  quadrica  f{x)  =  0   dal  punto 
(Xi„X  e  quella  della  conica  comune  alla  quadrica  e  al  piano  (wi...),  sono 


Pn  Pi»  Pu 
IPsi  0    Pu  Pu 


j  i»iasi+...  =«0. 


fWF(M)-^(u,a:i+...)««0. 


E  dualmente. 
Es.  4.  Si  ha 


f(rr')f{*")  ~f  (*!)*=  2^«,..r**rp,-^ 


0 
0 

0      a/, 

a/. 

af\   ^„ 

.    J„ 

La  retta  P'P"  è  secante,  tangente,  esterna  alla  quadrica  f  (a?)  =  0,  secondochè 
questa  espressione  è  negativa,  nulla,  positiva.  Giace  sulla  quadrica,  se  il  piano 
tangente  per  essa  è  indeterminato,  cioè  se  la  caratteristica  del  determinante 
è  4  ;  e  all'uopo  basta  che  siano  nulli  tre  sùddeterminanti  di  5®  ordine  tali  che 
il  1<>  abbia  un  indice  comune  col  2^  e  Taltro  col  S"". 

E  dualmente. 

Es.  5.  Si  ha 


F(u')F(M")-F(]J,j'=-l^-lfc'.wP*'PM==^ 


0 

0 

1/. 

.  A 

0 

0 

«'. 

.  A 

«1 

«", 

«Il 

•     <Hk 

«'*      t*"4      «41 


au 


Per  la  retta  n'ir"  si  possono  condurre  due  piani  tangenti  reali  e  distinti, 
reali  e  coincidenti,  complessi-coniugati,  alla  quadrica  F(t«)  =  0,  secondochè 
questa  espressione  è  negativa,  nulla,  positiva.  La  retta  giace  sulla  quadrica 
*helle  condizioni  accennate  nel  precedente  esercizio. 

E  dualmente. 

Es.  6.  Le  coordinate  assiali  p'ia,...  della  retta  coniugata,  rispetto  alla  qua- 
drica f(a;)«=0,  con  la  retta  di  coordinate  radiali  ris,...  sono  proporzionali  alle 
semiderivate  di  TAki,r,rhirpq  rispetto  a  r^j,...  Del  pari  r'it»—  sono  proporzio- 
nali alle  semiderivate  di  '^Aia.pqphtpp^,  E  dualmente. 

Es.  7.  Una  relazione  fra  due  rette  coniugate  P'P"  Q'Q",  oppure  it'tr''  p'p", 
rispetto  alla  quadrica  f(j?)  =  0,  è 
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ovvero 


1 

0      0       x\ 
0      0       af'i 
ì/t    y".    Au 

W  y'\    ^. 

0      0       u\     . 
0      0       m\    . 

*l      ^i      «H        • 

«1» 

e'»    A    «M     . 

«u 

»o, 


=  0. 


E  dualmente. 

Es.  8.  Fonnare  Tequazione  che  determina  i  ponti  di  contatto  della  qnadrica 
f(a;)saO  coi  piani  tangenti  condotti  per  una  retta  di  date  coordinate.  E  dualmente. 

Es.  9. 

0       0         0        Wi        .      M4 


faun/.»*"*],  -[tiiu'.i*"j,  [uiuWJ,  -[t*iu'»u"J) 


0  0  0  i/,  .  m'4 

0  0  0  14",  .  m"4 

14,  «',  m",  o,,  .  a,4 

1*4  1/4  «"4  04i  .  O44 


ove  bì  noti  che  \u^zu'*^,,.,  sono  le  coordinate  del  punto  comune  ai  piani  di 
coordinate  ti,...,  t/,...,  1/',...  E  dualmente. 

Es.  10. 

0     0      0      a?,      .    a?4 


n[x^^\l  -[a^ia^aa^'y.  [x,:^^\l  -[^,:r'^"J) 


0  0  0  x\  ,  af^ 

0  0  0  «",  .  a^\ 

X\  X\  X  i  Ali  .  Ah 

a?4  a?  4  «'4  -^4,  .  -4u 


ove  si  noti  che  [x^^\'] ,...  sono  le  coordinate  del  piano  pei  tre  punti  di  coor- 
dinate Xi„.f  a/,...,  x'\..,  E  dualmente. 

Es.  11.  L^equazione  della  quadrica  polare-reciproca  di  {{x)^0  rispetto  a 
<p(a;)  =  0  è 

F)<PiW,  <Pi(«),  <P8W,  <P4W(  =  0. 

Es.  12.  I  due  birapporti  dei  punti  P  P'  con  i  punti  che  la  loro   retta  ha 
comuni  con  la  quadrica  f  (a?)  =  0  sono  le  radici  deirequazione  in  p 

f(:r)f(y)(p  +  l)*^4f(j)p  =  0. 

E  dualmente. 

Es.  18.  Nove  coppie  di  punti  o  piani  coniugati  individuano  la  quadrica.  Del 
pari  tre  coppie  di  rette  coniugate. 
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Es.  14.  Due  teme  di  rette  uscenti  da  an  punto,  e  tali  che  ciascuna  retta  di 
una  terna  sia  coniugata  al  piano  delle  altre  due,  giacciono  sopra  un  cono  qua^ 
drico.  Su  questo  esistono  oc  teme  cosiffatte  (Hessb). 

Es.  15.  Due  terne  di  piani,  coniugati  rispetto  a  una  quadrica  e  passanti  per 
un  punto,  sono  tangenti  ad  uno  stesso  cono  quadrioo.  Esistono  oo  teme  di  piani 
coniugati  tangenti  a  questo  cono. 

Es.  16.  L*equazione  di  una  quadrica  circoscritta  al  tetraedro  dei  piani  Xi  =  0, 
a?j  =  0,  {r3  =  0,  a?4  =  0  o  dei  punti  Mt=aO,  Mj  =  0,  M8  =  0,  «4  =  0  ò 

oppure 

E  dualmente. 

Es.  17.  L*equazione  di  una  quadrica  tangente  agli  spigoli  del  tetraedro  me- 
desimo è 

«l'^i*  + .-.  —  2aiOja?iajj  — ...  =a  0    oppure    — ^  +  —  — •  2  -*-^  — ...  =  0 . 

E  dualmente. 

Es.  18.  L'equazione  di  una  quadrica,  rispetto  a  cui  il  tetraedro  medesimo 
sia  autoconiugato,  ò 

Oia?!*  +  <h^%  +  «s^Ps*  +  «*^*^  =  0    oppure 1 1 1 =  0, 

ai        a^        aa        a^ 

ed  anche 

ai«in«*  +  ...  =  0    oppure    ^  +  ...  =  0. 

E  dualmente. 

Es.  19.  L'equazione  del  cono,  che  projetta  dal  punto  (0,  0,  0, 1)  la  conica  co- 
mune alla  quadrica  f(x)  =  0  e  al  piano  (W1USU3U4),  è 


[Xi,Xi,Xzt I  — U, 


e  analogamente  pei  punti  (1,  0,  0,  0),...  E  dualmente. 

Es.  20.  Se  due  tetraedri  sono  autoconiugati  rispetto  a  una  quadrica,  ogni 
quadrica  che  passi  per  sette  dei  loro  vertici  passerà  pel  rimanente.  Ed  ogni  qua- 
drica che  tocchi  sette  delle  loro  facce  toccherà  la  rimanente  (Hksse,  CrelU,  XX). 

Es.  21.  Dati  due  tetraedri  coniugati  rispetto  a  una  quadrica,  ciascuna  faccia 
dell'uno  seca  i  tre  spigoli  dell'altro,  uscenti  dal  vertice  polo  di  essa,  in  tre 
punti;  e  i  dodici  punti  così  ottenuti  appartengono  ad  una  quadrica.  E  dual- 
mente (Cbaslss,  Ap.  hi8t,  nota  32). 

Es.  22.  Due  tetraedri  coniugati  rispetto  ad  una  quadrica  non  sono  omologici, 
ma  le  quattro  rette  che  uniscono  vertici  omologhi .  appartengono  ad  una  qua- 
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drìca  rigata.  Anche  le  quattro  rette  comuni  a  facce  omologhe  appartengono 
ad  una  quadrica  rigata  (Chaslss,  Ann,  de  Gergonne,  XIX). 

Caso  di  un  tetraedro  iscritto  e  del  coniugato  circoscritto  (Bobillieb,  tò.,  XYIII; 
M{$Biu8,  Baryc,  Cale.), 

Es.  28.  Quattro  rette  sghembe  ammettono  in  generale  due  rette  che  le  sechino 
tutte.  Se  queste  due  coincidono,  ciascuna  delle  quattro  rette  tocca  la  quadrica 
rigata  individuata  dalle  altre  tre.  Se  ve  ne  sono  più  dì  due,  ve  ne  saranno 
infinite,  e  giaceranno  su  una  quadrica. 

Es.  24.  Se  in  due  fasci  projettivi  di  piani  le  coordinato  di  due  coppie  di 
piani  corrispondenti  sono  i4i...  e  «i...,  u\,„  e  i/i...,  l'equazione  della  quadrica 
generata  dalle  rette  intersezioni  di  due  piani  corrispondenti  qualunque  può 
ridursi  alla  forma 

{u,x,  +  ...)  {v\x\  + ...)  -  («'la/,  + ...)  (t^i«i  + ...)  =  0 . 

E  dualmente. 

Es.  25.  Date  una  stella  di  rette  e  una  stella  di  piani  correlative,  il  luogo 
dei  punti  comuni  a  due  elementi  corrispondenti  è  una  quadrica  ;  ed  ogni  qua- 
drica può  esser  generata  in  tal  modo.  E  dualmente. 

Es.  26.  L'equazione  della  quadrica  individuata  da  tre  rette  di  coordinate 
(rit,...)  («11,...)  (<«,...)  ò 

[rM«84^J  a?ij  +  ".  —  )  Wi^zktkiA  +  [ru«43^]  I  a?i«i  + ...  =  0 . 

E  dualmente. 

Es.  27.  Le  tre  diagonali  deiresagono  formato  da  sei  rette  di  una  quadrica 
in  ordine  assegnato  concorrono  in  un  punto.  Questo  ò  in  linea  retta  col  punto 
comune  ai  piani  degli  angoli  di  posto  dispari  e  col  punto  comune  ai  piani  degli 
angoli  di  posto  pari.  E  dualmente. 

Es.  28.  L'equazione 

a?*  +  2y«  +  3y«  — 2iry-6a:  +  7y  +  6;?  +  7  =  0 

rappresenta  un  cono  di  vertice  (1,  —2,  1),  passante  per  la  retta  («  =  0,  y  =  0). 
Es.  29.  Se  Q(yi...)  B(^i...)  sono  due  punti  dati  della  quadrica  f(a?)=:0,  l'e- 
quazione 

rappresenta  i  due  piani  passanti  per  la  retta  QB,  e  ciascuno  avente  la  comune 
con  la  quadrica  una  retta  per  Q  e  una  retta  per  B. 

Es.  30.  Analogamente  all'es.  15,  cap.  XIY,  si  definisce  il  hirapporto  di  quattro 
rette  di  una  quadriva, 

Es.  31.  Gli  analoghi  degli  es.  18,  19,  20,  21,  22,  28,  29,  30  cap.  XIV. 
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CAPITOLO  XIX. 
Proprietà  diametrali  delle  quadrìche. 


Alcune  f  armale. 

§  1.  Allo  studio  delle  proprietà  metriche  delle  quadriche  si  pre- 
stano più  docilmente  le  coordinate  cartesiane  dei  punti  e  le  pliìcke- 
riane  dei  piani;  e  perciò  noi  le  adotteremo  nel  capitolo  presente  e 
nei  seguenti. 

Siano  x^  x^  x^  le  coordinate  cartesiane  di  un  punto  rispetto  a  tre 
assi  Xf  Xf  X3  di  origine  0;  Tequazione  della  quadrica  sarà 

t{x^  x^x^  i)==a^iX^+a^^i^-\'a^^x^^+2a^^x^x^'\'2a^^^x^+2ai^x^^ 
+  2a44.a?4  +2a„a7j  +  2a,,a?3  +  a^  =  0. 

9.  Fra  i  suddeterminanti  di  S""  ordine  del  discriminante  Ay  quello 
che  avrà  un  ufl3cio  più  importante  è  A^  (suddiscrinUnante). 
La  forma  quadratica  ternaria 

=  ]^«Ai>  ockX^      {h,  p  =  1, 2, 3), 
tip 

le  cui  semiderivate  sono 

f,  (x^  x^  a?8  0)  =  a^^x^  -f  a^^a?,  +  «is^s  » 
fj(a?,  x^  a?8  0)  =  a^^x^  +  a„a?j  +  a^^fc^ , 
{^{x,  x^  a?8  0)  =  a^,x^  +  a^^x^  +  a^^^ , 

ha  appunto  per  discriminante  A^^. 
Sovente,  per  brevità,  denoteremo  con  B  questo  ^444,  e  con  B^^  B^s*- 
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i  suddeterminanti  complementari  di  a^^a^^,..  in  esso  (cioè  A^^,^^^ 
-^i4>M»-)-  Sarà  quindi 

ahiBki  +  axiBKi  +  awBtó=  B, 
aniBa  +  akiBa  +  «tó^a  =  0  , 

B%Q 


^iq        ^ir 


Bi 


M 


=  ±BaHp, 


ove  hik,  pqr  sono  due  permutazioni  di   12  3,  della   stessa  classe  o 
diversa. 
L'emanante  di  ({x^x^x^O)  ò 


f 


(:w:S)=§^*'^*^'  (^,p=i.2,3). 


3.  Qui  si  presenta  la  forma  quadratica  ternaria  reciproca  della 
fix^x^x^O),  che  è 

0      u^      u^     u^ 


=  y   BkjMhUp=— 


81     **8«      "-sa 


con  le  sue  semiderivate 

Gk(u)  =  Bm,  u,  +  BtaU^  +  iJtóWg        {n  =  1, 2,  3)  , 
col  suo  discriminante  B^^  e  col  suo  emanante 

È  facile  anche  verificare  ridenti tà 

«i4'5ii+V52t+«s4'^83+2aua,4fi,,+2a,,a3,B,8+2a,,a3^^,3 

=  ^(«14  «24  «84)=  —  ^    (•). 


(*)  Se  B  ss  0  e  di  caratteristica  2,  si  ha 
—  ^  =-  ^  iauBih  +  ouBth  +  OS453*)*  =  (ai^VB^+  at,VB^+  fhkì/B^f. 
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4.  Un'altra  forma  quadratica  ternaria,  che  si  presenta  nello  studio 
delle  relazioni  metriche,  è  la  già  nota  (Vili,  9) 

ove  uj^,  =  cosxjXj  =  uj,4 ,... .  Porremo  anche  w^^  =  cosx^x^  =  1,... 
Sicché  sarà 

O  (a?)  =  ^  mpXkXp    {h,  p  =  1, 2, 3)  • 
hp 

Le  semiderivate  sono 

<t>/»(a?4  x^  a?3)  =  ujm^ì  +  ujmO?,  +  ujw^a      (^  =  1,2, 3). 
Il  discriminante  è 


Q  = 


1         UJ^ 
Uifli      Ul« 


1 


=  sen*XjX^X3>0, 


^81       W33 

e  i  suddeterminanti  complementari  degli  elementi  di  Q  sono 

Q44=l— uj,3»=sen*x,X3,  Qj3=:l— u)34*=sen«X3X„  033=!— uj„*=8en*x,x^, 

Qi«=^ts"^3i— Wi2=senxiX3senx3X3CosEiH3 , ... , 

ove  S^  denota  il  piano  X2X3,  ecc. 
Con  ^{x)  si  presenta  anche  Temanante 

<t>  (  J )  =  5^  iy}.,x^p    {h,p  =  1, 2,  3). 
hp 

5.  È  pure  già  nota  (Vili,  10)  la  forma  recìproca  di  ^{x):    • 

=  Q,,u,^  +  Q33t*3«  +  033^3*  +  2Q„u,W3  +  2Q,3t«,U3  +  2Q33W,M3 

0      u^      u^      U3 


«, 

1 

U)„ 

WlS 

«« 

uJm 

1 

w» 

«, 

U),, 

U)., 

i 
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con  le  sue  semidervate 

V*(m)  =  QmW,  +  Q*8W,  +  QwW3    (;ì  =  1,2,3), 
e  col  suo  emanante 

Per  assi  ortogonali  è  Wi,  =  0,...,  Q==l,  244  =  1,...,  Q4,=0,..., 

Invarianti. 

B,  Vogliasi  passare  da  tre  assi  cartesiani  x^x^Xs  ad  altri  tre  X^X^X,, 
indicando  con  x^  x^  x^  e  X^  X^  X^  le  primitive  e  le  nuove  coordinate 
di  un  punto  qualunque. 

Indaghiamo  Teffetto  della  trasformazione  delle  coordinate  su 

f(a?i  x^x^i),A,B,... 

Il  caso  più  semplice  ò  quando  i  nuovi  assi  sono  paralleli  ai  primi- 
tivi. Allora,  dette  af^  x\  af^  le  coordinate  della  nuova  origine,  si  ha 

x^  =  x,  +  af^       x^  =  X^  +  x\       x^  =  X^-{-x\\ 

e  sostituendo  ad  x^  x^  x^  queste  loro  espressioni  nella  f (^^  x^  x^  i), 
essa  si  trasforma  nella  seguente 

a,,X,^  +  a^^X^^  +  ^83X3»  +  2a,^X,X^  +2a,^X,X^  +  2a^^^X^ 

+  2(a8i^'i  +  a^^^  +  «38^8+  (^^ÙX^  +  f  (^'1  a?',  a?'3 1)  =  0  ; 

adunque:  <  quando  si  trasforma  la  funzione  {{x^x^x^l)  mediante 

«  una  traslazione  deglf  assi,  i  coefficienti  dei  termini  a  2*  grado  nella 

«  trasformata  sono  gli  stessi  che  nella  primitiva,  i  coefficienti  dei  ter- 

«  mini  a  l""  grado  sono  le  derivate  parziali  della  primitiva  in  cui  si 

<  siano  sostituite  le  coordinate  della  nuova  origine,  ed  il  termine  co- 

«  stante  è  tutta  la  funzione  primitiva  in  cui  si  siano  sostituite  le  coor- 

4L  dinate  della  nuova  origine  ». 
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Precisamente  come  nel  caso  delle  coniche,  si  dimostra  che  il  di- 
scriminante della  funzione  trasformata  è  eguale  a  quello  della  pri- 
mitiva. 

.9.  Quando  invece  si  tien  ferma  Torigine  e  si  mutano  le  direzioni 
degli  assi,  si  ha  la  sostituzione  (Vili»  14) 

Xh  =  QmXi  +  cttóXj  +  awX,        {h  =  1,  2,  3) , 

ove  qm,...  hanno  significati  noti. 

Sappiamo  anzitutto  che  la  forma  <t>{x^x^a)s)  si  trasforma  neirana- 
loga,  cioè  si  ha 

[1]  w,^  +  x^*  +  a?3«  +  2^x)^^x^x^  +  2uJ43(r,a?3  +  2^^^x^x^ 

=  X^  +  X^  +  X^  +  2w',,X,X,  +  2uj',,Z,X3  +  2ui'„X,X3, 

ove  uj'i3  =  cosX,X^,...  eQ',  Q'ii,...  denotano  gli  analoghi  di  Q,  Q,i,... 
Inoltre,  per  effetto  di  tale  sostituzione  la   ì[x^x^x^\)  si  trasfornoa 
in  una  funzione  di  2o  grado  in  X^X^X^\ 

a\,X^  +  a\^X^  +  a'33^3«  +  2a',,Z,X3  +  2a',3X,X3  +  2a\3X,X3 
+  2a',,Zi  +  2a'^X,  +  2a'3,X3  +  a\,\ 

anzi,  essendo  x^  x^  x^  omogenee  in  X^  X,  Xg,  è  chiaro  che  i  gruppi 
dei  termini  di  2**  e  l''  grado  nella  i(x^  x^  x^  1)  si  trasformano  rispet- 
tivamente nei  gruppi  analoghi;  sicché  si  avrà  identicamente 

\  =  a\,X^ + a'„X3* + a'33X3*  +  2à!  ,^,X^  +  2a\3X,X3 + 2a'33X,X3, 

«44  =  «'44- 

Aggiungendo  alia  [2]  la  [1]  moltiplicata  per  un'indeterminata  p,  si 
ha  la  nuova  identità 

(«li  +  PK'  +  («2«  +  PK'  +  («88  +  P)^8' 

+  2(a,,  +  u),,pK^,  4-  2(a,3  -h  ^,^^y)c,x^  +  2(a,3  +  \}ì^^^)x^^ 
=  {a\,  +  p)X,*  +  (a'3,  +  p)X3'  +  (a'33  +  P)^8' 
+2{a\,  +  i^\,9)X,X,  +  2(a',3  +  ui'i8p)-Y,X3  +  2(a'.3  +  ^'^s^.X,, 
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Se  un  valore  di  p  è  capace  di  scindere  il  1*  membro  in  due  fattori 
di  1*  grado  in  x^  x^  x^y  ponendo  in  questi  fattori  ie  espressioni  di 
x^  x^  ^3  mediante  X^  X^X^,  ì  due  fattori  restano  di  V"  grado  in 
JTj  X^  X3,  e  li  2®  membro  risulta  eguale  al  prodotto  di  questi  due 
fattori  di  1*  grado  in  X^  X^  X,.  Ma  i  due  membri  sono  due  forme  ter- 
narie quadratiche,  e  la  condizione  perchè  una  tal  forma  si  scinda  in 
due  fattori  di  1**  grado  ò  che  si  annulli  il  suo  discriminante;  dunque 
gli  stessi  valori  di  p  annullano  i  discriminanti  dei  due  membri.  Ora 
il  discriminante  del  1^  membro,  eguagliato  a  zero,  è 


[3] 


«li  +  P  «it  +  "^ItP        «18  +  W13P 

««1  +  W*«lP       «t«  +  P  ««8  +  WJjsP 

«8l  +  W3iP       «3«  +  l«8tP       «88  +P 


=  0; 


equazione  di  3^  grado  in  p,  che  si  sviluppa  in 
[4]  Qp8  +  Z)p»  +  Cp  +  J?  =  0, 

ponendo 

^0=«l|Qtl+«,fQ«+«Ì8Q88+2«l8Ql2+2«i8Qi8+2aMQ83=  ^  ^t^^^^P  » 
C=Bn+5M+B33+25,,Ul4,-f-2B,3U),3+2533U)3,=  Yj  ^*p"^*P  " 

*J» 

Similmente  il  discriminante  del  2*  membro,  eguagliato  a  zero,  dà  l'e- 
quazione 

Q'p»  +  2yp«  +  C'p  +  i?'  =  0, 

ove  Lf  C  ff  sono  gli  analoghi  di  DC  B,  Dunque  i  coefficienti  dei  ter- 
mini simili  nelle  due  equazioni  sono  proporzionali,  ovvero 

8.  Supponiamo  da  ultimo  che  si  mutino  l'origine  e  le  direzioni  degli 
assi.  Possiamo  decomporre  questa  trasformazione  in  due,  prima  traspor- 
tando gli  assi  primitivi  parallelamente  fino  a  passare  per  la  novella 
origine,  e  poi  mutando  la  direzione  degli  assi  intorno  a  questa.  Ora 
abbiam  visto  che  la  prima  trasformazione  non  altera  i  coefficienti  dei 
termini  a  2?  grado,  né  certo  altera  gli  angoli  degli  assi  ;  sicché  i  primi 

E.  D'Ormio,  Géonutria  anaUtka.  94 
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membri  delle  [5],  che  dipendono  solo  da  quelle  qaantità,  risulteranno 
gli  stessi,  sia  che  si  costruiscano  coi  coefficienti  dell'equazione  primi- 
tiva sia  con  quelli  della  trasformata.  Abbiamo  poi  dimostrato  che  per 
effetto  della  seconda  trasformazione  sussistono  le  [5];  dunque  esse  sus- 
sisteranno quando  si  muti  cosi  Torigine  come  la  direzione  degli  assi. 
Si  osservi  inoltre  che,  se  allora  la  funzione  a^^x^  +  —  +^44  diviene 
«'ii^i*  +  -  +  «'44,  si  ha  l'identità 

«ua?i*  +  .-.  +  (a44  +  <J)=«'ii^  +  -  +  («44  +  <J). 

qualunque  sia  a;  or  se  è  nullo  il  discriminante  del  1"*  membro,  questo 
eguagliato  a  zero  rappresenta  un  cono,  e  quindi  anche  il  2®  membro 
eguagliato  a  zero  rappresenterà  un  cono,  e  quindi  sarà  nullo  il  discri- 
minante del  2^  membro;  cosicché  uno  stesso  valore  di  a  soddisfa  alle 
due  equazioni 

e  però  sarà 

le  quali  eguaglianze,  confrontate  con  l'ultima  delle  [5],  porgeranno 


Insomma:  le  frazpni 


D     C^    B    A 
Q      Q      S2      Q 


conservano  rispettivamente  i  loro  valori  dopo  ogni  trasformazione 
di  coordinate  cartesiane  in  cartesiane. 

Si  enunciano  i  risultati  qui  ottenuti,  dicendo  che  queste  frazioni 
sono  invarianti  metrici  assoluti  di  i{x^  a?,  x^  1). 

Si  noti  che  DC  B  dipendono  soltanto  dai  coefficienti  dei  termini  di 
2*  grado. 

Si  noti  inoltre  che,  essendo  Q  positivo,  i  segni  di  D  C  B  A  si  con- 
servano netta  trasformazione  di  coordinate. 

Anche  il  segno  di¥{u)  si  conserva.  Poiché,  se  {x^  ...1)  é  il  polo 
del  piano  (U4...W4),  si  ha  (XVm,  20,  [9])  P(w)  =  ftMf(a?),  il  cui 
2f*  membro  conserva  il  segno. 

Vedremo  in  altra  occasione  che  anche  G(u)  conserva  il  proprio  segno. 
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Incontreremo  sovente  l'equazione  in  p  dianzi  adoperata.  La  indiche- 
remo con  A(P)  =  0,  ponendo  precisamente 

A(P)  =  P»+§P*+|p+f. 

La  sue  tre  radici  sono  anch'esse  invarianti  assoluti  (dipendendo 
soltanto  dai  suoi  coefficienti,  che  sono  invarianti  assoluti). 

Nel  caso  particolare  che  sia  B  =  0,  una  radice  è  nulla»  e  Tequa- 
zione  A(p)  =0  si  scinde  nelle  due 

p  =  0,      6(p)  =  p^+|p  +  |=0. 
Per  assi  ortogonali  si  ha  uij,  =  0 , ... ,  Q  =  1 ,  Qn  =  1 , ... ,  Qit  =  0,..., 

«li  +  P  «12  «i3 

A(p)==       a,i       ««+P     «88 

«81  «S«  «38  +  P 

-D  =  «U  +  «t«  +  «33»  C7=^,i+^„  +  -B„. 


PiafU  diametrali. 

B.  Per  non  rinunziare  alla  omogeneità,  adotteremo  coordinate  car- 
tesiane e  pliickeriane  omogenee  x^  x^  x^  x^,  u^  u,  u,  Uj^ . 

Affinchè  un  punto  di  coordinate  cartesiane  x^ix^  x^ix^  x^.x^ 
vada  air  infinito,  è  necessario  e  sufficiente  che  una  coordinata  divenga 
infinita,  e  quindi  che  sia  074  =  0,  volendo  conservare  x^x^x^  finite; 
cosicché  per  coordinate  cartesiane  omogenee  di  un  punto  ali*  infinito 
possiamo  assumere  a^  a,  (x^  0,  essendo  arbitrarie  a^  a^  a,;  e  possiamo 
chiamare  a^  a,  a,  coordinale  omogenee  della  direzione  cui  quel  punto 
all'infinito  corrisponde. 

Per  ogni  punto  della  retta  condotta  per  Torigine  in  quella  direzione 
si  ha 

Xi  ___  x%  ^__  a? 3 
Oi  Oi         03  * 

Sarà  074  =  0  Tequazione  del  piano  ali*  infinito.  Le  coordinate  pliicke- 
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liane  ordinarie  del  piano  ali*  infinito  saranno  tutto  tre  nulle;  e  per 
coordinate  plùckeriane  omogenee  di  esso  potremo  assumere  0,  0,  0  e 
un  numero  arbitrario  (non  zero). 

flO.  L*equazione  del  piano  polare  d*un  punto  ali*  infinito  (<Xia,a,0) 
rispetto  alla  quadrica  f(a?)  =  0  è,  sotto  varie  forme  (XVIII,  16), 

'(;'::?)=».  '(:)=»■ 

aifi(a?)  +  a,i;(a:)  +  a3f3(a?)=0, 

Questo  piano  biseca  tutte  le  corde  diretto  a  quel  punto;  e  però:  il 
ì/uoffo  dei  punti  medi  di  un  sistema  di  corde  parallele  è  un  piano. 
Esso  dicesi  piano  diametrale;  e  precisamento  (XVIII,  i9)  è  coniugato 
a  ciascuna  di  quelle  corde,  ed  ancbe  alla  loro  direzione. 

È  manifesto  che  la  conica  comune  al  piano  ed  alla  quadrica,  conica 
che  dicesi  diametrale,  è  la  curva  di  contatto  della  quadrica  con  un 
cilindro  di  2*  ordine,  che  ha  le  generatrici  nella  data  direzione,  e  la 
cui  equazione  è  (XVIII,  14) 

f(a)f(a?)-f(^)=0. 

In  particolare,  al  punto  (a^  0  0  0)  corrisponde  il  piano  f^  (a?)  =  0,  e 
cosi  via;  sicché  le  equazioni 

[2]  f,(a7)  =  0    U{x)  =  0    (Ao^)  =  0 

rappresentano  i  piani  diametrali  coniugati  agli  assi  delle  coordinate. 

Centro. 

1 1 .  La  3^  equazione  [1]  mostra  che  gli  oo'  piani  diametrali^  in 
generale,  passano  per  un  medesimo  punto,  determinato  dal  sistoma 
delle  equazioni  [2].  Del  resto  è  chiaro  che  tutti  i  plani  diametrali, 
avendo  i  poli  nel  piano  air  infinito,  passano  pel  polo  del  piano  all'in- 
finito. 
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Qaesto  punto  evidentemente  biseca  tutte  le  corde  che  passano  per 
esso;  onde  è  centro  di  simmetria,  e  può  dirsi  centro  della  quadrica. 
Considerando  la  matrice  dei  coefficienti  delle  [2] 


[3] 


««1       «M       «18       ^ 


94 


*9i 


♦81 


*8S 


abbiamo  che,  se  -444 4=  0,  le  [2]  forniscono  per  x^ \x^  x^: x^  x^ : x^ 
un'unica  terna  di  valori;  dunque:  se  A^^^O,  ossia  J3#=0,  il  centro 
è  unico  e  al  finito,  ed  ha  per  coordinate  cartesiane 


4u 


Au 
^u 


Od  anche  per  coordinate  cartesiane  omogenee 


£5] 


-^14    •'^24    -^84    -^44  (    )' 


Del  resto  il  centro  è  il  polo  del  piano  air  infinito;  sicché  le  sue 
coordinate  si  possono  ottenere  ponendo  t^|=:0  t«s=0  U3  =  0  nelle 
espressioni  delle  coordinate  del  polo  di  un  piano  qualunque  (XYUI,  17), 
e  si  trovano  appunto  le  ora  ottenute. 

^equazione  del  centro  è 

[6]  Ai^u^  +  A^^u^  +  ^84^3  +  ^4^4  =  ^>  ossia  P4  (w)  =  0. 

Sono  da  notare  le  seguenti  identità: 
[7]  tH{A,,A,,A,,AJ  =  0    (/i=l,2,3), 

[8]  t^(A,^À^^A^A^^)  =  a,4^i4  +  .. .  =  A, 

[9]  l(A^^A^^A^^A^^)  =  A^^  fj  (-4^4-424.434-444)  -|- . , .  =  -4.444  » 


(*)  Le  coordinate  ordinarie  del  centro,  annullando  le  derivate  della  funzione 
£(xi  XfX^l),  80n  quelle  che  possono  rendere  questa  massima  0  minima.  Quando 
la  funzione  A(p)  nella  successione  dei  suoi  coefficienti  offre  tutte  variazioni  di 
segno  (0  tutte  permanenze),  si  ha  il  massimo  (0  il  minimo). 
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1!^.  Se  -444  =  0  senza  cìie  tali  siano  A^^  A^^  A^^,  il  centro  è  unico, 
ma  all'infinito  nella  direzione  (A^^A^^A^^),  I  piani  diametrali  si  secano 
a  vicenda  lungo  rette  tatto  nella  suddetta  direzione. 

Se  le  caratteristiche  di  A^^  e  della  matrice  [3]  sono  egiuzli  a 
due  (al  che  basta  supporre  nulli  ^44  ed  uno  degli  altri  ^14  ^,4  A^ 
le  tre  equazioni  [2]  si  riducono  a  due  distinte,  e  quindi  tutti  i  piani 
diametrali  passano  per  la  retta  rappresentata  da  quelle  due  equazioni; 
allora  la  qicadrica  avrà  00  centri  allogati  su  una  retta.  Ogni  piano 
per  questa  retta  avrà  dunque  comune  con  la  quadrica  una  coppia  di 
rette  parallele,  e  però  la  quadrica  si  ridurrà  a  un  cilindro.  Quella 
retta  ne  sarà  Vasse;  cioè  sarà  il  luogo  dei  centri  di  tutte  le  sezioni 
piane  del  cilindro. 

Se  la  caratteristica  della  matrice  [3]  è  uno  (al  che  basta  supporre 
nulli  cinque  suddeterminanti  di  2<'  ordine),  le  tre  equazioni  [2]  si  ri- 
ducono ad  una  sola,  e  vi  saranno  co*  centri  allogati  in  un  piano, 
che  queirequazjone  rappresenta.  Ond'è  chiaro  che  la  quadrica  si 
scinderà  in  due  piani  paralleli,  equidistanti  rispetto  al  piano  dei 
centri. 

Se  da  ultimo  la  caratteristica  della  matrice  [3]  è  zero,  cioè  se  son 
nulli  tutti  gli  elementi  della  matrice,  le  tre  equazioni  [2]  divengono 
indeterminate,  e  ogni  punto  dello  spazio  fa  da  centro.  Ciò  è  d'accordo 
col  fatto,  che  allora  l'equazione  della  quadrica  diviene  a^x^  =  0,  ov- 
vero a?4*  =  0,  e  rappresenta  il  piano  airinflnito  preso  due  volte;  ora 
su  una  retta  ogni  punto  può  essere  considerato  come  medio  fra  i  due 
punti  (coincidenti)  all'infinito  della  retta  stessa. 

13.  Ogni  piano  che  passi  pel  centro  è  diametrale;  poiché  ha  un'e- 
quazione del  tipo  [1],  od  anche  poiché  ha  il  polo  all'infinito. 

Le  coordinate  della  direzione  coniugata  ad  esso  plano  si  ricavano 
da  tre  delle 

[11]         {,{a)=iau^    f,(a)  =  (TM,    f3(a)  =  aw3    {^{a)  =  (5u^, 

e  si  trova  (§  3) 

[12]  a^  :  a,  :  Qg  :  (T  =  0,{u)  :  G,(w):  Q^{u)  :  B. 

Punti  aWinfinito  della  qtiadrica. 

14. 1  punti  all'infinito  della  quadrica,  cioè  i  punti  comuni  alla  qua- 
drica ed  al  piano  air  infinito  delio  spazio,  formano  un  luogo  di  2®  or- 
dine (XVIII,  11),  cioè  la  conica  aWinfinito  della  quadrica. 
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Siccome  pei  punti  air  infinito  è  x^  =  0,  cosi 
[13]  f(a?,a?,a?3  0) 

è  feqiuizione  del  cono  di  2^  ordine  che  projetta  dall'origine  la  co- 
nica  alV  infinito  detta  qtiadrica. 

Sia  ^44=H0  e  A^O.  Essendo  allora  il  centro  unico  ed  ai  finito, 
non  cade  nel  suo  piano  polare  (che  è  il  piano  airinfinito);  dunque: 
se  -444  =H0  e  A=0,  il  centro  non  cade  stilla  quadrica,  e  il  piano 
airinfinito  è  secante  o  estemo,  ossia  ha  comune  con  la  quadrica  una 
conica  non  degenere,  reale  o  imaginaria. 

Se  la  conica  ali* infinito  è  imaginaria  e  non  degenere,  allora  la  qua- 
drica è  una  superficie  chiusa,  e  dicesi  ellissoide.  Vedremo  che  essa 
può  esser  reale  o  imaginaria,  onde  due  specie  di  ellissoidi. 

Se  la  conica  ali*  infinito  è  reale  e  non  degenere,  allora  la  quadrica 
è  certo  reale,  e  si  estende  doppiamente  ali*  infinito,  e  dicesi  iperbo- 
loide C),  Vedremo  che  vi  sono  due  specie  d'iperboloidi. 

Il  centro  negli  ellissoidi  è  intemo,  negViperboloidi  estemo. 

Se  -^44  #s  0  e  -4= 0,  la  qttadrica  è  un  cono.  Il  vertice  ne  è  il  centro, 
e  il  piano  airinflnito  è  secante  o  estemo.  Nel  l^"  caso  le  rette  del 
cono  sono  reali,  nel  secondo  imaginarie.  Chiameremo  il  cono  di  rette 
reali  iperboloidico  ;  il  cono  di  rette  imaginarie,  col  solo  vertice  reale, 
ellissoidico. 

15.  Nel  caso  -444  =  0  di  caratteristica  2  e  A^O,  il  centro  è  al- 
l'infinito, e  però  cade  nel  suo  piano  polare;  e  quindi  U  centro  è 
alV infinito  stilla  qtùadrica,  e  il  piano  all'infinito  è  tangente  alla 
quadrica  nel  centro  ;  allora  la  quadrica  dicesi  paraboloide.  Il  piano 
air  infinito  ha  comuni  con  la  quadrica  due  rette,  reali  e  distinte  o 
complesse-coniugate  ;  onde  due  specie  di  paraboloidi. 

Per  un  paraboloide,  il  cono  [13]  degenera  nella  coppia  di  piani  che 
projettano  dalforigine  le  due  rette  all'infinito  del  paraboloide.  E  in- 
fatti allora,  essendo  nullo  il  discriminante  ^44  della  t{x^  x^  x^  0), 
questa  sì  scinde  in  due  fattori  lineari  ed  omogenei  in  x^x^x^,  i  quali 
eguagliati  a  zero  danno  le  equazioni  di  quei  due  piani.  Adunque  :  nel- 
l'equazione  d'un  paraboloide  i  termini  a  2*  grado  in  x^  x^  x^  for- 
mano il  prodotto  di  due  form^  lineari  distinte. 


(*)  Trattandosi  di  coniche  all'infinito,  non  è  il  caso  di  distinguerle  in  ellissi, 
iperboli  e  parabole;  ma  solo  in  reali  e  imaginarie,  non  degeneri  e  degeneri. 
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IO.  Nel  caso  ^44  =  0  e  /4  =  0,  se  A^^  ha  caratteristica  2  ed  A 
ha  caratteristica  3,  la  quadrica  diviene  un  cilindro,  ed  anche  allora 
i  termini  di  2"*  grado  in  x^  a?,  x^  formano  il  prodotto  di  due  forme 
lineari,  reali  e  distinte  0  complesse  conitiffate.  Ogni  sezione  fatta  con 
un  piano  non  parallelo  alle  generatrici  è  nel  l*"  caso  una  iperbole, 
nel  2<'  caso  un'ellisse  ;  ed  il  cilindro  dicesl  iperbolico  nel  1*  caso,  etUt- 
lieo  nel  2^ 

Nel  caso  che  A^  abbia  caratteristica  1  e  A  caratteristica  3,  si  ha 
pure  un  cilindro,  ma  allora  i  termini  a  2^  grado  in  x^  x^  x^  for- 
mano  il  quadrato  di  una  forma  lineare.  Ogni  sezione  fotta  con  un 
piano  non  parallelo  alle  generatrici  è  una  parabola,  ed  il  cilindro 
dicesi  parabolico. 

Quando  A^^  e  A  hanno  entrambi  caratteristica  2,  il  cilindro  de- 
genera in  due  piani,  reali  e  distinti  0  complessi-coniugati. 

Quando  A^  ha  caratteristica  1  e  A  caratteristica  2,  i  due  piani 
sono  paralleli. 

Uno  dei  due  piani  va  all'infinito  quando  A^^  ha  caratteristica  0  e  ^ 
caratteristica  2;  poiché  allora  Tequazione  diviene 

(«14^1  +  ««4^2  +  «84^8  +  «44^4)  ^4  =  0. 

Dileguano  entrambi  air  infinito  quando  ^^^  ha  caratteristica  0  e  il 
caratteristica  1;  poiché  Tequazione  riducesi  a  a^x^*=.0. 

19.  Chiameremo  quadriche  centrali  0  a  centro  gli  ellissoidi,  glUper- 
boloidi  e  i  coni,  perchè  hanno  un  centro  unico  al  finito. 

Su  un  ellissoide  non  può  giacere  alcuna  retta  reale  (poiché  la  retta 
si  estende  ali* infinito);  e  però  ogni  punto  dell'ellissoide  reale  è  ellit- 
tico (XVII,  13).  Ogni  piano  ha  comune  con  Tellissoide  una  conica,  i 
cui  punti  all'infinito  sono  imaginari,  e  però  le  coniche  deirellissoide 
son  tutte  ellissi,  reali  od  imaginarie,  ed  anche  degeneri  (nei  piani 
tangenti). 

Di  iperboloidi  vedremo  poi  che  ve  n*é  di  due  sorla: 

L'uno  iperboloide  ha  i  punti  iperbolici,  ed  è  doppiamente  rigalo  e 
sghembo,  e  dicesi  iperbolico.  Esso  ammette  ellissi,  iperboli,  parabole, 
anche  degeneri,  ma  reali  (poiché  ciascuna  retta  della  superficie  seca 
un  piano  qualsiasi  in  un  punto  reale).  Cosicché  rispetto  a  questo  iper- 
boloide ogni  punto  che  non  gli  appartenga  é  estemo. 

L'altro  iperboloide  ha  i  punti  ellittici,  e  dicesi  ellittico;  esso  non 
contiene  rette  reali,  e  contiene  ellissi  reali  0  imaginarie  od  anche  de- 
generi, iperboli,  parabole. 
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Come  gli  ellissoidi ,  cosi  anche  il  paraboloide  cbe  ha  nel  piano 
airinflnito  dae  rette  complesse-coniugate,  non  contiene  rette  reali  ;  e 
però  /•  un  paraboloide  ha  tutti  i  punti  ellittici ,  e  dicesi  ellittico. 
Contiene  ellissi  reali  o  iroaginarie  od  anche  degeneri,  e  parabole. 

L'altro  paraboloide  ha  tutti  i  punti  iperbolici^  ed  è  doppiamente 
ridato  e  sghembo;  perdo  dicesi  iperbolico.  Esso  ammette  iperboli  e 
parabole,  anche  degeneri. 

Presenta  poi  la  particolarità,  che:  tutte  le  rette  di  un  sistema  sul 
paraboloide  iperbolico  son  parallele  a  un  medesimo  piano;  poiché  i 
piani  per  ciascuna  di  queste  rette  e  per  quella  retta  airinflnlto  (del- 
Taltro  sistema)  cui  si  appoggiano  sono  paralleli.  Quindi  segue  ancora 
che:  le  rette  di  un  sistema  segnano  siUle  rette  dell'altro  sistema 
punteggiate  simili. 

Diametri. 

tH.  Consideriamo  una  giacitura,  ossia  la  retta  ali* infinito  in  un 
piano  qualunque  e  nei  suoi  paralleli.  La  retta  coniugata  di  quella 
retta  (XVIII,  18)  sarà  il  luogo  dei  poli  di  essa  rispetto  alle  coniche 
comuni  ai  detti  piani  ed  alla  quadrica;  vale  dire  che:  il  luogo  dei 
centri  di  un  sistema  di  coniche,  prodotte  in  una  quadrica  da  un  si- 
stema di  piani  paralleli^  è  una  retta;  la  quale  si  chiama  il  diametro 
conii^gato  con  ciascuno  di  quei  piani,  o  anche  con  la  loro  giacitura. 

È  chiaro  che,  fra  i  detti  piani,  quello  che  passa  pel  centro  della 
quadrica  ha  il  polo  air  infinito  sul  diametro,  ond'è  il  piano  diametrale 
coniugato  con  la  direzione  del  diametro.  È  chiaro  inoltre  che  i  piani 
tangenti  nei  due  punti  comuni  al  diametro  e  alla  quadrica  sono  coniu- 
gati al  diametro. 

A  ognuna  delle  oo*  possibili  giaciture  corrisponde  un  diametro,  e 
gli  00*  diametri  passano  pel  centro  della  quadrica. 

La  retta  ali*  infinito  di  una  giacitura  e  il  punto  ali*  infinito  del  dia- 
metro coniugato  sono  polare  e  polo  rispetto  alla  conica  airinflnito 
della  quadrica. 

Jn  un  paraboloide  tutti  i  diametri  sono  paralleli,  e  ciascun  diametro 
al  finito  ha  comune  col  paraboloide  un  punto  al  finito  ed  un  punto 
airinfinito  (il  centro).  Il  piano  ali*  infinito  fa  da  piano  diametrale 
coniugato  coi  diametri  del  paraboloide;  e  i  piani  diametrali  al  finito 
hanno  i  loro  diametri  coniugati  nel  piano  air  infinito. 

Qualunque  sia  la  quadrica,  per  ottenere  le  equazioni  del  diametro 
coniugato  con  una  data  giacitura  {u^  u^  Mg),  si  osservi  che,  se  (ìTi...) 
è  un  punto  di  questo  diametro,  il  suo  piano  polare  ha  appunto  la  data 
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giacitura,  onde  i  coefficienti  delle  coordinate  variabili  nella  sua  equa- 
zione sono  proporzionali  a  t^^  u,  te,  ;  e  però 

[14]  i_tM^^jM  =  h^, 

M,  Ms  M3      ' 

Offni  retta  pel  centro  è  un  diametro;  poiché  ad  essa  corrisponde 
un  sistema  di  piani  paralleli,  aventi  in  comune  con  la  quadrica  co- 
niche di  cui  quella  retta  contiene  i  centri. 

Ogni  punto  diverso  dal  centro  è  centro  di  una  conica  della  qua-^ 
drica;  e  precisamente  della  conica  comune  alla  quadrica  ed  al  piano 
che  passa  pel  punto  ed  è  coniugato  al  diametro  passante  pel  ponto. 

Cono  iisintoto.' 

IB.  Se  i4=l=>o,  dal  centro  si  possono  tirare  co  rette  tangenti  alla 
quadrica  (XVIII,  14).  Esse  hanno  i  punti  di  contatto  all'infinito,  e  perciò 
son  dette  asintoti  della  quadrica.  Oli  asintoti  costituiscono  un  cono 
di  2^  ordine,  circoscritto  alla  quadrica  secondo  la  conica  air  infinito 
di  essa:  il  cono  asintoto  della  quadrica. 

//  cono  asintoto  è  anche  l'inviluppo  dei  piani  tangenti  alla  qua- 
drica condotti  pel  centro  (XVIII,  16),  e  quindi  tangenti  nei  punti  all'in- 
finito della  quadrica  :  piani  asintoti. 

lì  cono  asintoto  è  ellissoidico  nelKellissoide,  iperboloidico  negl'iper- 
boloidi; e  nei  paraboloidi  si  riduce  ai  piano  all'infinito  contato  due 
volte. 

Ogni  piano  pel  centro  ha  comuni  col  cono  asintoto  due  rette,  che 
sono  gli  asintoti  della  conica  comune  al  piano  ed  alla  quadrica. 

Ogni  piano  pel  centro  e  tangente  al  cono  asintoto  avrà  comuni  con 
la  quadrica  due  rette  parallele  alla  retta  di  contatto  col  cono. 

L'equazione  del  cono  asintoto  si  ottiene  da  quella  del  cap.  XVIII 
§  14  ponendo  -4^^  A^^  A^^  A^^  invece  di  ^\  af^  a/^  af^.  Essa  è  dunque 

t{A,,A^A^A,,)i{x,x,x,x,)-t('2  ^  ^»  r)=^' 
che  per  le  [9]  e  [10]  si  riduce  a 
[15]  A..i{x)  —  Aw^  =  ^,    ovvero     f(a?)  — ^a?4'  =  0; 

A 

sicché  SI  deduce  dalla  f(a7)  =  0  mutando  solo  «44  in  a.. — 7-. 
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La  qtuidrica  e  il  suo  cono  asintoto  hanno  la  stessa  conica  air  in* 
finito,  gli  stessi  piani  diametralU  gli  stessi  diametri.  Inoltre  :  un 
piano  diametro^  ha  la  stessa  direzione  coniugata,  e  un  diametro 
la  stessa  giacitura  coniugata;  il  che  risulta,  sia  dall'essere  il  punto 
air  infinito  di  una  direzione  e  la  retta  ali*  infinito  della  giacitura 
sua  coniugata  polo  e  polare  rispetto  alla  conica  air  infinito,  sia  dal 
non  entrare  a^^  neirequazione  di  un  piano  diametrale  e  in  quelle  di 
un  diametro. 

Se  la  quadrica  è  un  cono,  può  assumersi  esso  stesso  come  suo  cono 
asintoto. 


Piani  diametrali  corviugati  e  diametri  coni/ugatt. 

90.  Due  piani  diametrali  sono  coniugati,  quando  il  polo  dell'uno 
sta  sull'altro,  e  quindi  viceversa  (XVIir,  25);  cioò  quando  il  diametro 
coniugalo  all'uno  giace  nell'altro,  e  viceversa;  ovvero  quando  l'uno 
biseca  un  sistema  di  corde  parallele  all'altro,  e  viceversa. 

Ciascun  piano  diametrale  ne  ha  oo  coniugati,  formanti  fascio  in- 
tomo al  suo  diametro  coniugato.  Fra  essi  ve  ne  ha,  in  generale,  uno 
perpendicolare  al  piano  dato. 

Le  rette  all'infinito  di  due  piani  diametrali  coniugati  sono  coniu- 
gate rispetto  alla  conica  all'infinito  della  quadrica.  Quindi  due  piani 
diametrali  coniugati  rispetto  alla  quadrica  son  tali  anche  rispetto  al 
cono  asintoto. 

Per  ciascun  diametro  passano  oo  coppie  di  piani  diametrali 
coniugati;  esse  costituiscono  un'involuzione  qtcadratica,  i  cui  piani 
doppt  sono  quei  due  piani  asintoti  che  passano  pel  diametro;  sicché 
i  piani  di  una  qualunque  coppia  sono  armonici  rispetto  a  questi  due 
piani  asintoti.  Fra  le  oo  coppie  ve  ne  ha,  in  generale,  una  dipiani 
perpendicolari  fra  loro. 

Ciascun  piano  asintoto  conta  sé  stesso  fra  i  suoi  piani  diametrali 
coniugati;  i  quali  fanno  fascio  intorno  alla  retta  asintoto  contenuta 
in  esso. 

191.  È  facile  vedere  che  il  piano  diametrale  coniugato  con  un  dià- 
metro è  secato  dalle  singole  coppie  di  piani  diametrali  coniugati  pas- 
santi per  quel  diametro  secondo  le  oo  coppie  di  diametri  coniugati 
della  conica  che  quel  piano  ha  comune  con  la  quadrica;  ed  è  secato 
dai  due  piani  asintoti  passanti  pel  diametro  stesso  secondo  gli  asin- 
toti della  conica  suddetta.  Per  ogni  piano  non  diametrale,  ma  coniu- 
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gaio  con  quel  diametro,  vale  la  stessa  proprietà,  cosi  rispetto  alla 
quadrica  come  al  cono  asintoto. 

Laonde  tutte  le  coniche  prodotte  da  piani  paralleli,  sia  nella  qua- 
drica sia  nel  suo  cono  asintoto,  hanno  gli  asintoti  nelle  stesse  dire- 
zioni; il  che  basta  (XVI,  17)  per  concludere  che:  le  coniche  prodotte, 
sia  nella  quadrica  sia  nel  cono  asintoto,  da  una  serie  di  piani  pa- 
ralleli sono  a  due  a  due  omotetiche. 

19^.  La  condizione  analitica  affinchè  due  piani  diametrali  siano 
coniugati  sì  può  ottenere  osservando  che,  se  (a^  a^  a,)  e  (3i  P,  Pg)  sono 
le  direzioni  coniugale  ad  essi,  cioè  se  (a^  a^  a,  0)  e  (^^  P,  P,  0)  sono 
le  coordinate  dei  poli  dei  due  piani,  questi  due  poli  devono  essere 
coniugati;  e  però  (XVIII,  15)  la  condizione  di  coniugio  di  due  piani 
diametrali  è 

'CssS)=«.  »  '(;)=«• 

Esistono  00^  teme  di  piani  diametrali  coniugati,  tali  cioè  che  cia- 
scuno sia  coniugato  agli  altri  due;  poiché,  scelto  un  piano  diametrale, 
basterà  condurre  pel  diametro  ad  esso  coniugato  due  piani  tra  loro 
coniugati,  i  quali  faranno  col  primo  una  terna  di  piani  diametrali  a 
due  a  due  coniugati.  Ciascun  piano  di  una  terna  cosiffatta  sarà  secato 
dagli  altri  due  secondo  una  coppia  di  diametri  coniugati  della  conica 
che  esso  ha  comune  con  la  quadrica. 

1t9.  Diremo  diametri  coniugati  due  diametri  i  cui  punti  air  infi- 
nito siano  coniugati,  cioè  due  diametri  tali,  che  l'uno  giaccia  nel 
piano  diametrale  coniugato  all'altro,  e  quindi  viceversa;  sicché  ogni 
diametro  ne  ha  co  coniugati,  formanti  un  fascio  nel  piano  diame- 
trale coniugato. 

Ciascun  asintoto  conta  sé  stesso  fra  i  suoi  diametri  coniugati. 

Tre  piani  diametrali  coniugati  determinano  intersecandosi  una 
tema  di  diametri  coniugati.  Due  diametri  coniugati  sono  diametri 
coniugati  nelle  due  coniche  che  il  loro  piano  ha  comune  con  la  qua- 
drica e  col  cono  asintoto  (*). 

!S4.  Già  abbiamo  osservato  che  il  piano  air  influito  è  secato  da  una 
coppia  di  piani  diametrali  coniugati  in  una  coppia  di  rette  coniugate 


(*)  Si  è  in  questo  senso  che  si  giustifica  la  denominazione  di  diametri  coniugati  ; 
poiché  rispetto  alla  quadrica  la  retta  coniugata  di  un  diametro  è  all^infinito. 
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rispetto  alla  conica  all'inOnito;  da  una  coppia  di  diametri  coniugati 
in  una  coppia  di  punti  coniugati  rispetto  alia  conica  ali* infinito;  da 
una  tema  di  piani  diametrali  coniugati  nei  lati  di  un  triangolo  auto- 
coniugato rispetto  alla  conica  air  infinito  della  quadrica,  e  da  una 
terna  di  diametri  coniugati  nei  vertici  di  un  triangolo  siffatto. 

Tre  piani  diametrali  coniugati  e  il  piano  air  infinito  formano  un 
tetraedro  autoconiugato  rispetto  alla  quadrica. 

Tutte  queste  proprietà  reggono  anche  pel  cono  asintoto;  ed  anzi 
allora,  invece  del  piano  all'infinito,  si  può  sostituire  un  piano  qua- 
lunque. 

95.  Le  proprietà  dei  diametri  potrebbero  anche  ricercarsi  partendo 
dairequazione  che  determina  1  vettori  dei  punti  in  cui  una  retta  per 
Torigine  seca  la  quadrica.  Possiamo  assumere  le  coordinate  a^  a,  a, 
della  direzione  della  retta  in  guisa  che,  se  x^  x^  x^  sono  le  coordi- 
nate cartesiane  ordinarie  e  p  la  misura  del  vettore  di  un  punto  della 
retta,  si  abbia 

x^^afi    a?,=a,p    ir,=a,p; 
allora  il  punto  starà  sulla  quadrica  se  f(aiP>  a^P»  013P,  1)  =  0,  ossia 
f(o,  a,  aa  0)p«  +  2(a,,a,  +  a^^a,  +  a^a^)  P  +  «44  =  0. 

Questa  può  dirsi  equazione  polare  della  quadrica. 

Se  si  riflette  che  Torigine  è  arbitraria,  questa  equazione  prova:  che 
la  quadrica  è  di  2^  ordine;  che  ogni  punto  è  centro  di  un  fascio  di 
corde  ivi  bisecate,  e  quindi  centro  di  una  conica  posta  sulla  quadrica  ; 
che  il  luogo  dei  punti  medi  di  un  sistema  di  corde  parallele  è  un 
piano;  che  questo  piano  passa  per  un  punto  fisso;  che  dà  ogni  punto 
escono  cx)  rette  secanti  la  quadrica  in  un  punto  almeno  airinflnito;  ecc. 

Dalla  stessa  equazione  si  deduce  (cfr.  XVI,  22)  che:  se  da  dme 
punti  fissi  escono  due  stelle  di  raggia  i  prodotti  dei  segmenti,  che 
la  quadrica  determina  su  dice  raggi  paralleli  di  esse,  sono  in  rap- 
porto costante.  É  notevole  il  caso  che  uno  dei  due  punti  sia  il  centro. 

Piani  ddametrali  principali  e  diametri  principali. 
Quad/riche  rotonde. 

190.  Cerchiamo  se  esista  qualche  direzione,  che  sia  perpendicolare 
al  piano  diametrale  suo  coniugato. 
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Una  tale  direzione  ed  un  tal  piano  diametrale  chiameremo  prin- 
cipaM,  come  pure  un  diametro  la  cui  direzione  sia  principale.  Ed  è 
chiaro  che  un  piano  diametrale  principale  sarà  piano  di  simmetrìa 
(normale)  per  la  quadrica. 

Per  sempliflcare  il  procedimento  senza  ledere  la  generalità  delle 
conclusioni,  supponiamo  gli  assi  ortogonali:  allora  le  coordinate  di 
una  direzione  (a^  a^  as)  sono  proporzionali  ai  coseni  degli  angoli  che 
la  direzione  fa  con  gli  assi;  e  poiché  neirequazione  del  piano  diame- 
trale coniugato  con  quella  direzione,  cioè 

[1]  f,(a)a7,  +  f,(a)a?,  +  {J^a)x^  +  tMx^  =  ^, 

i  coefficienti  di  x^^  x^  x^  sono  proporzionali  ai  coseni  degli  angoli  che 
la  perpendicolare  al  piano  dairorigine  fa  cogli  assi;  ne  segue  che  la 
direzione  sarà  perpendicolare  ai  piano  diametrale  coniugato  quando  i 
detti  coefficienti  saranno  proporzionali  ad  0^0,0,,  ossia  quando  per 
un  conveniente  valore  di  p  si  avrà 

[2]  f,(a)  =  — pa^    f,(a)  =  — pa,    f3(a)  =  — pa,, 

ovvero 

[3]  j    «2iOii+(at2  4-p)ctt-f  a„aj  =  0 

(    flaiOi  +  «sA  +  («38  +  pK  =  0. 

Or  queste  tre  equazioni  lineari  omogenee  in  a^  a^  a,  devono  coesi- 
stere per  valori  non  tutti  nulli  di  a^  a,  a,;  dunque  dovrà  esser  nullo 
il  loro  determinante,  cioè 


[4]  A(p): 


«U  +  P  «1«  «13 

«21  ««t  +  P  «28 

«8i  «82  «88  +  P 


=  0. 


Questa  equazione  di  3"*  grado  in  p  si  sviluppa  nella 

[5]         A(p)=(a,,4-pXa„+pXa83+P)— «28*(«ii+P)— «3i'(«22+P) 
— «42*(«83+  P)+2a,sa3,a„=0 , 

ovvero  nella 

[6]  A(p)=p»+(a,,+a„+a33)p«+(B,,+B„+B88)P+^=0. 
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99.  Sia  B^^Of  cioè  la  quadrica  abbia  un  centro.  L*equazione  A(p)=0 
ha  tre  radici  p'  p"  p'"  diverse  da  zero.  Sostituendone  una  qualunque 
nelle  tre  equazioni  [3],  esse  si  riducono  a  non  più  di  due  indipendenti, 
dalle  quali  si  ricava  pei  mutui  rapporti  di  a^  a,  a,  almeno  un  gruppo 
di  valori. 

L'equazione  A(p)=0  essendo  di  grado  dispari,  una  radice  almeno 
dev'esser  reale;  ad  essa  corrispondono  valori  reali  dei  rapporti  di 
a^  a,  a,;  cosicché  esiste  almeno  una  direzione  principale,  e  quindi 
esiste  almeno  un  piano  principale. 

Ora  pel  diametro  principale  coniugato  al  piano  principale  ora  de- 
terminato passa  almeno  una  coppia  di  piani  diametrali  coniugati  e 
perpendicolari  fra  loro,  e  questi  sono  coniugati  e  perpendicolari  anche 
al  primo. 

Dunque  la  quadrica  possiede  almeno  ire  piani  diametrali  prtnci- 
pali,  i  quali  sono  mutuamente  coniugati  e  perpendicolari;  e  pos- 
siede almeno  tre  diametri  principali,  i  quali  sono  le  rette  comuni 
a  quei  tre  piani  principali,  e  sono  mutuamente  coniugati  e  perpen- 
dicolari. 

I  diametri  principali  sono  gli  assi  di  simmetria  ortogonale  della 
quadrica,  e  però  si  chiamano  anche  assi  della  quadrica. 

Le  coniche,  secondo  cui  i  piani  principali  secano  la  quadrica,  si 
dicono  principali;  ciascuna  ha  per  assi  due  assi  della  quadrica. 

Vertici  si  chiamano  i  punti  comuni  agli  assi  ed  alla  quadrica. 

Premesse  queste  nozioni,  ora  conviene  studiare  più  accuratamente 
la  quistione  e  discutere  tutti  i  casi  che  può  presentare. 

Indichino  A^^(p),  A^,(p),...  i  suddeterminanti  complementari  degli 
elementi  a^|  +  P>  ^u'**-  ^^^  determinante  [4],  ossia 

Am(P)  =  «1  t«4S  —  («14  +  P)  «M  =  ^M  —  P«t8  » 

Supponiamo  in  primo  luogo  che  una  radice  p'  di  A(p)  =  0,  sosti- 
tuita a  p,  non  annulli  tutti  questi  determinanti,  cioè  faccia  acquistare 
alla  matrice  [4]  di  A(p)  la  caratteristica  2.  Allora  p'  sostituita  nelle 
[3]  le  riduce  a  due  indipendenti,  e  si  ha  la  seguente  proprietà: 

Se  una  radice  q'  delVequazione  A(p)  =  0  fa  acquistare  alla  ma- 
trice [4]  di  A(p)  la  caratteristica  due,  essa  individua  una  direzione 
principale 

[7]  a',  =  X  Aai(pO        a' j  =  XA«(p')        a',  =  XA„(p'), 
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ove  \  è  arbitrario  ma  non  zero;  od  anche 

[7]'       a',  =  X  ^EJ^)        a\  =  V  i/:^;^)       a\  =  V  \^\;(9^ . 

qualunqt^e  sia  X'  ma  non  zero,  e  dando  ai  radicali  segni  conre* 
nienti. 

Si  noti  che,  sostituendo  p'  a\  a\  a',  nelle  [3],  indi  moltiplicando 
queste  per  a'^  a',  a'3  e  sommando  si  ottiene 

[8]  p'  =  f(a'):(a\»  +  aV  +  aV). 

che  esprime  p'  mediante  la  direzione  (a'^a\a',). 

L*equazione  del  piano  principale  corrispondente  è  la  [1],  od  an- 
che la 

[9]       a\(p'a7,  —  a^^x;)  +  a't(p'a7,  —  a^^xj  +  ajipx,,  —  a^x^)  =  0, 

che  se  ne  deduce  mercè  le  [2];  e  le  equazioni  del  diametro  princi- 
pale corrispondente  sono  due  qualunque  delle  seguenti: 

[10]  a\U{x)-a\f,{x)=0  a\f,{x)-a',{,{x)  =  0  a'Mx)-a'Mx)=0. 

Si  osservi  che,  indicando  con  A'(p)  la  1^  derivata  di  A(p)  e  deri- 
vando la  [5],  si  ha 

[li]  A'(p)  =  A,,(p)  +  A„(p)  +  A,3(p). 

In  particolare  sarà 

A'(pO=  ^ui9')  +  A„(P')  +  A,3(p'). 

Or  nella  presente  ipotesi  ^n(9')  A^^Cp')  ^JiP')  non  son  tutti  nulli, 
e  quelli  non  nulli  hanno  il  medesimo  segno;  sarà  dunque  A'(pO^O; 
e  per  conseguenza:  una  radice  p'  di  A(p)  =  0  é  semplice  se  fa  acqui- 
stare alla  matrice  di  A(p)  la  caratteristica  due. 

Supponiamo  in  secondo  luogo  che  una  radice  p'  faccia  acquistare 
alla  matrice  di  A(p)  la  caratteristica  1.  Allora  p'  riduce  le  [3]  a  una 
sola  indipendente;  e  però  vi  sono  00  direzioni  principali  corrispon- 
denti a  p^  e  le  rette  condotte  per  1*  orìgine  in  tali  direzioni  formano 
un  fascio  nel  piano  che  ha  per  equazione  una  delle 

[12]  (a,,  +  p>,  +  a,^,  +  a,3.r3  =  0, ...  ; 
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a  queste  direzioni  corrispondono  oo  piani  diametrali  principali,  i  quali 
formano  fascio  intorno  al  diametro  perpendicolare  a  quel  piano. 

Essendo  attualmente  A4i(p')  =  0,  A„(p')  =  0,  A88(pO  =  0,  risulta 
dalla  [11]  che  è  pure  A'(pÒ  =  0. 

Ma  si  noti  che 

[13]  A"(P)  =  2(a,,  +  P)  +  2(a„  +  p)  + 2(^33  +  p), 

e  in  particolare 

A"(p')  =  2(a,,  +  p')  +  2(«t2  +  P')  +  2(^33  +  p')  ; 

ora  nella  presente  ipotesi  «n  +  P'»  ^m  +  P'»  «ss  +  P'  non  son  tutti 
nulli,  e  quelli  non  nulli  hanno  il  medesimo  segno;  sicché  sarà  A"(p')-t=0, 
ed  in  conseguenza  p'  ò  radice  doppia. 

Concludiamo:  Se  una  radice  p'  delVeqtuxzione  A(p)^0  fa  acqui- 
stare alla  matrice  di  A(p)  la  caratteristica  uno,  ad  essa  corrisponr 
dono  inlìniie  direzioni  principali,  che  sono  tutte  quelle  contenute  in 
un  piano  individuato,  e  la  radice  suddetta  è  doppia. 

Supponiamo  in  terzo  luogo  che  una  radice  p'  faccia  acquistare  alla 
matrice  di  A(p)  la  caratteristica  zero.  Allora  tutti  gli  elementi  della 
matrice,  cioè  i  coefficienti  delle  [3],  sono  nulli,  e  le  [3]  sono  soddisfatte 
da  tutte  le  direzioni  possibili. 

Attualmente  A'(p')  =  0,   A"(p')  =  0;  sicché  p'  è  radice  tripla. 

Dunque:  Se  una  radice  p'  dell'equazione  A(p)  =  0  fa  acquistare 
alla  matrice  di  A(p)  la  caratteristica  zero,  ogni  direzione  è  princi- 
pale, e  la  radice  è  tripla. 

Dalla  precedente  discussione  emerge,  viceversa,  che  :  se  una  radice 
è  semplice,  fa  acquistare  alla  mirice  di  A(p)  la  caratteristica  due; 
se  doppia,  la  caratteristica  uno;  se  tripla  la  caratteristica  zero. 

9H.  Se  le  tre  radici  sono  semplici,  dico  che  sono  reali. 
Invero,  sostituendo  p' a/ et,' Qj' nelle  [3],  moltiplicandole  pera/'aj^aj" 
corrispondenti  a  p'',  e  sommandole,  si  ha 

f  (  J,)  +  P'(a'.o".  +  a'.a".  +  a',o",)  =  0  ; 
qui  scambiando  P'  a.\  a\  a',  con  p"  a",  o",  a",,  si  ha  pure 
f  (  J'  )  +  P"(o",a',  +  «",a'.  +  «"««'3)  =  0  ; 

E.  D'Ovidio,  Geometria  ariaUtka.  25 
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e  infine  sottraendo  si  ha 

(P'  -  P"Xa  ia"i  +  a',a",  +  a^",)  =  0. 

Ora,  se  p'  fosse  complessa,  vi  sarebbe  un^altra  radice  complessa  sua 
coniugata,  e  sia  p";  allora  a'\a''2a"3  sarebbero  le  coniugate  di  a\  a\  a\, 
sicché  sarebbe  a'^a'^^O,  a',a"g>0,  a^ja^s^O;  ma  non  potrebbero  es- 
sere nulli  contemporaneamente  questi  tre  prodotti,  altrimenti  sareb- 
bero tutti  nulli  a^a'^a',,  il  che  è  impossibile;  dunque  a\a'\-\- a\a!\ 
+  OL'^a'\>0,  e  quindi  p'— p"  =  0,  cioè  P'=p",  contro  l'ipotesi.  Dunque 
p'  p"  sono  reali. 

Dovrà  poi  essere 

a\a",  +  a'.a"«  +  a's^^s  =  0>  onde  f  (  j!,  )  =  0  ; 

il  che  prova  che  anche  le  due  direzioni  (a'^a'^a'g)  {a'\a'\a"^  sono 
reali,  e  sono  perpendicolari  tra  loro,  e  sono  quelle  di  due  diametri 
coniugati. 

I  due  piani  diametrali  principali  corrispondenti  sono  dunque  reali  e 
perpendicolari  e  coniugati. 

Concludendo:  Se  le  tre  radici  dell'equazione  A(p)  =  0  fanno  acqui- 
stare alla  matrice  di  A(p)  la  caratteristica  due,  il  che  equivale  a 
dire  che  sono  semplici,  esse  sono  reali:  allora  la  quadrica  possiede 
tre  direzioni  principali  reali,  che  sono  quelle  di  tre  diametri  muttM- 
mente  conivigati  e  perpendicolari;  e  possiede  tre  piani  principali  reali^ 
i  quali  sono  mutuamente  coniugati  e  perpendicolari  e  si  secano  a 
due  a  due  lungo  quei  tre  diametri. 

99.  Se  una  radice  p'  di  A(p)  =  0  è  doppia,  essa  è  certo  reale;  e 
la  rimanente  p"  è  semplice  ed  è  pure  reale. 

Alla  radice  p'  corrispondono  infinite  direzioni  principali  reali,  che 
sono  quelle  dei  diametri  contenuti  nel  piano  diametrale  parallelo  al 
piano  [12];  e  quindi  infiniti  piani  principali  reali,  che  formano  un 
fascio  intorno  al  diametro  perpendicolare  a  questo  piano. 

Questo  piano  e  questo  diametro  sono  evidentemente  coniugati.  Dunque 
questo  piano  diametrale  ha  comune  con  la  quadrica  una  conica  dotata 
d' infiniti  diametri  principali,  cioè  un  circolo.  E  lo  stesso  è  di  tutti  i 
piani  ad  esso  paralleli.  Laonde  la  quadrica  è  rotonda  o  di  rotazione, 
e  il  detto  diametro  è  Tasse  di  rotazione. 

La  radice  semplice  p"  individua  poi  una  direzione  principale  reale 
(a'\a"2a"3),  e  quindi  un  piano  diametrale  principale  reale.  È  chiaro 
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che  questa  direzione  ò  appunto  quella  deirasse  di  rotazione,  e  che 
questo  piano  principale  è  il  piano  diametrale  ora  considerato. 

Ponendo  nelle  [7]  o  nelle  [7]'  p''  a'\a'\a''^  invece  di  p'  a'^a'ga'J, 
si  ha  la  direzione  delibasse  di  rotazione  ;  e  facendo  lo  stesso  nelle  [9] 
e  [10],  si  ha  Tequazione  del  piano  principale  perpendicolare  all'asse 
di  rotazione  e  l'equazione  dell'asse  medesimo. 

Del  resto,  essendo  l'asse  di  rotazione  perpendicolare  al  piano  [12], 
la  sua  direzione  è  data  da 

[13]  a"*  =  M*(«A*  +  P')»    o"fc  =  iikUnk ,    a", = M*aw , 

ove  ^Jb  ò  arbitrario  ma  non  zero,  e  hkl  una  qualunque  permutazione 
di  123.  Quindi  l'equazione  del  piano  principale  corrispondente  all'asse 
di  rotazione  è 

[14]  (aHK  +  p')f*(a?)  +  UhMìv)  +  ara  ti  (a?)  =  0 , 

e  le  equazioni  delPasse  di  rotazione  sono 

[15]        (aftA  +  p%(a?)  — fl'«f*(a7)  =  0,    auf/(a?)  — awfk(a?)  =  0. 

Poiché  le  sei  equazioni  lineari 

A„(p)  =  0    A3,(p)  =  0    A,,(p)=0 
A„(P)-A,3(p)  =  0    A33(p)-A,,(p)  =  0    A,,(p)-A„(p)  =  0 

ammettono  la  soluzione  comune  p  =  p',  si  hanno  le  condizioni  com- 
pendiate in 


[16] 


«tJ 

a»i 

a.t 

««.  — «s» 

«ss  — «a 

«li  —  «M 

Bu 

Bu 

^i. 

Btt  ~  Bit 

■^s»  —  -^il 

Bii  —  -Su 

=  0, 


esprimente  che  questa  matrice  ha  la  caratteristica  1;  e  si  ha  pure 

ri  TI  QÌ  —  -^«8  -Pai  ^ì%  -^M  —  -^33 -^3» —  -Pji -^ii  —  ^n 

a»        aji        au         on  —  «ss        «ss— «ii        «ii— «« 

Ma,  affinchè  un  valore  di  p  riduca  la  matrice  di  A(p)  ad  avere  la 
caratteristica  1,  basta  che  sia  A33(p)  =  0,  A34(p)  =  0,  Aij(P)  =  0 
(giacché  dalle  due  prime  segue  A33(p)  =  0,  e  cosi  via);  eliminando 
quindi  p  da  queste  tre  equazioni,  si  ottengono  le  condizioni 


«83      «SI      «18 

B^   Bsi   Bx'i 


£18] 

come  sufficienti  all'uopo 


=  0,    ovvero   ^  =  ^  =  :?« 

«88  «31  «18 
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Riepilogando:  Se  una  radice  p'  delVequazione  A(p)  =  0  fa  acqui- 
stare  alla  matrice  di  A(p)  la  caratteristica  uno,  ossia  se  p'  è  radice 
doppia,  vi  è  un'altra  radice  p",  che  fa  acquistare  la  caratteristica 
duCy  ossia  è  semplice;  ed  entranibe  sono  reali.  Allora  la  quadrica  è 
rotonda,  e  Vasse  di  rotazione  è  un  diametro;  tutti  i  piani  per  Vasse 
di  rotazione  e  U  piano  diametrale  perpendicolare  all'asse  di  rota- 
zione sono  principali;  l*asse  di  rotazione  e  tutti  i  diametri  ad  esso 
perpendicolari  sono  principali.  Le  condizioni  all'uopo  necessarie  e 
sufficienti  sono  le  [18]. 


Se  finalmente  A(p)  =  0  ha  una  radice  tripla  p',  essa  è  certa 
reale. 

É  chiaro  che  in  questo  caso  ogni  piano  diametrale  ò  principale, 
ogni  conica  diametrale  è  un  circolo,  ed  ogni  diametro  è  asse  di  rota- 
zione. Insomma  la  quadrica  ò  una  sfera. 

Essendo  ora 

an  +  P'  =  0,    a„  +  P'  =  0,    a3,  +  p'=0,    a„=0,    «3^=0,    a^^  =  Or 

risulta 

p' =— «li  =— a„  =— asa; 

e  però  le  condizioni  necessarie  e  sufficienti  perchè  la  quadrica  sia 
una  sfera  sono 

[19]  «il=«lE  =  a38»       «t8  =  0,       «81  =  ^»       «18=0, 

cioè  che  l'equazione  della  quadrica  sia  del  tipo 

[20]    a{co*  +  a?3«  +  x^*)  +  2(a,^a;^  +  a^^x^  +  a^^a)^)x^  +  a^,x^^  =  0, 

e  in  coordinate  non  omogenee  xy z 

[20?  a(a?«4-i/»-f  ^»)  +  2&,a?  +  263y  +  2&3^  +  c  =  0. 

Riepilogando:  Se  una  radice  dell'eqttazione  A(p)  =  0  fa  acquistare 
alla  matrice  di  A(p)  la  caratteristica  zero,  ossia  se  la  radice  è  tripla, 
essa  è  reale.  Allora  ogni  direzione  è  principale  ed  ogni  piano  dia^ 
metrale  è  princ^^alCy  e  la  quadrica  è  una  sfera.  Le  condizioni  al- 
Vuopo  necessarie  e  sufllcienti  sono  le  [19],  ossia  l'equazione  di  una 
sfera  è  del  tipo  [20]. 
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SI.  Le  proprietà  dei  poli  e  dei  piani  polari,  delle  rette  coniugate, 
dei  piani  diametrali  e  dei  diametri  non  soffrono  sostanziali  modifica- 
zioni nella  sfera;  solo  che  ciascun  piano  è  perpendicolare  al  diametro 
che  va  al  suo  polo,  e  quindi  due  rette  coniugate  sono  ortogonali, 
ciascun  piano  diametrale  è  perpendicolare  al  diametro  coniugato,  ecc. 

Ne  segue  che:  dìie  piani  perpendicolari  si  possono  definire  come 
<iue  piani  diametrali  coniugati  rispetto  a  qualunque  sfera  che  abbia 
il  centro  nella  loro  retta  comune;  un  piano  e  una  retta  perpendi- 
colari si  possono  definire  come  un  piano  diametrale  e  il  diametro 
ad  esso  coniugato  rispetto  a  qualunque  sfera  che  abbia  il  centro 
nel  loro  punto  comune;  ecc. 

Una  sfera  ha  comune  col  piano  air  infinito  un  circolo  imaginario. 
Ora  il  cono  che  projetta  dairorigine  questo  circolo  ha  per  equazione 
la  [20]  in  cui  sia  posto  a?4  =  0,  cioè 

[21]  a?,«  +  a7,»  +  a73*  =  0. 

«he  è  indipendente  dai  coefficienti  della  [20].  Dunque:  tutte  le  sfere 
dello  spazio  hanno  in  comune  un  medesimo  circolo  imaginario  al- 
V  infinito,  ed  esso  è  il  luogo  dei  punti  ciclici  di  tutti  i  piani  dello 
spazio.  Lo  chiameremo  assoluto  o  Umiie  dello  spazio. 
Il  cono  che  projetta  Vassoluto  dall'origine  ha  per  equazione 

e  dicesi  cono  isotropo. 

Due  rette  ortogonali  hanno  i  punti  air  infinito  coniugati  rispetto  al- 
l'assoluto, e  viceversa. 

Due  piani  perpendicolari  hanno  le  rette  air  infinito  coniugate  ri- 
spetto airassoluto,  e  viceversa. 

Ogni  quadrica  che  passi  per  Cassoluto  è  una  sfera;  giacché  ogni 
piano  ha  comune  con  la  quadrica  una  conica  passante  pei  due  punti 
ciclici  di  esso,  cioè  un  circolo. 

Due  sfere  concentriche  hanno  lo  stesso  cono  asintoto,  e  quindi 
hanno  uno  stesso  piano  tangente  in  ciascun  punto  dell'assoluto. 

Se  una  retta  e  un  piano  sono  perpendicolari,  il  punto  air  infinito 
deiruna  e  la  retta  ali*  infinito  dell'altro  sono  polo  e  polare  rispetto 
all'assoluto;  e  viceversa. 

89.  Ci  resta  ad  esaminare  il  caso  che  sia  B  =  0,  cioè  che  la  qua- 
drica sia  un  paraboloide  (A  4»  0),  o  un  cilindro  {A  =  0),  o  una  coppia 
di  piani  (A^p^O). 
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Le  cose  dette  circa  le  radici  di  Zi(p)  =  0  quando  era  ^=#0  sì  ap- 
plicano al  caso  presente  con  lievi  modiflcazioni. 
L'equazione  A(p)  =  0  si  scinde  nelle  due 

p  =  0,    b(p)  =  p'  +  (au+a«  +  ^33)P  +  (^ti  +  ^f«  +  ^33)  =  0. 

che  forniscono  tre  radici  reali,  di  cui  una  è  zero. 
Ora  per  p  =  0  le  tre  equazioni  [3]  divengono 


[22] 


««a^  +  au^^  +  awo, =0       (/i  =  1, 2, 3)  ; 


e  però,  se  B  ha  caratteristica  2,  cioè  se  zero  è  radice  semplice,  essa 
determina  una  direzione  principale 

[23]  a,  =  \^M    a,  =  XB«    a^  =  \B^       (A  =  1,2, 3), 

od  anche 

[23]'  a,  =  xV^,        a,  =  xy^,        a3  =  \yÌB~, 

dando  ai  radicali  segni  convenienti. 

A  questa  direzione  corrisponde  un  piano  principale,  la  cui  equa- 
zione riducesi  a  074==  0,  cioè  il  piano  airinfinito,  di  cui  non  terremo 
conto. 

Ciò  posto,  trattiamo  prima  i  casi  in  cui  A^O,  cioè  la  quadrica  sia 
un  paraboloide. 

Se  B  ha  caratteristica  2^  e  se  le  dice  radici  di  A(p)  =  0  diverse  da 
zero  fanno  acquistare  alla  matrice  di  A(p)  la  caratteristica  2y  cioè 
sono  semplici;  allora  il  paraboloide  possiede  due  piani  diametrali 
principali,  che  sono  coniugati  e  peì'pendicolari  fra  loro,  ed  un  dia- 
metro principale  0  asse,  che  è  la  loro  intersezione. 

La  direzione  di  questo  asse  e  di  tutti  i  diametri  del  paraboloide  è 
appunto  fornita  dalle  [23]  0  [23]'. 

Siccome  le  [3],  moltiplicate  per  Bik  B^h  Bu  e  sommate,  danno 


[24] 

ovvero 
[25] 


BinOi,  +  J9g»a,  +  Bafttt,  =  0, 


cosi  Tcquazione  di  uno  dei  due  piani  principali  è  una  qualunque  delle 


[26] 


f,(ar)     U{^)    Ux) 
Bih       Bth       Bih 


=  0. 


f,(^     f,(^     U(x) 

Vb,,   \/b»  Vb„ 

«11+ P     «It  «13 


=  0, 
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e  le  equazioni  detrasse  del  paraboloide  sono 


[27] 


l/Bn        l/Bn       Vb^ 


Il  paraiboUMe  ha  un  sol  vertice;  cioè  il  punto  al  finito  comune  alla 
quadrica  ed  alleasse.  Il  piano  tangente  nel  vertice,  essendo  perpendicolare 

all'asse,  ha  per  coordinate  \^B^^ ,  l^^«>  ^^%zy  ^4»  ove  u^  è  determi- 
nata dalla  equazione 

fc/ìb;;,  \rBi^y  /^3,uj=o, 


F  Ì\/b,,  ,  /5„  ,   |/iB33 ,  O)  +  2{aJb,,  +aJb^^  +  ^s/^ssK  =  0, 

onde  

f(^^,  }/b^,  Vb^,  o) 


*  2  Uh  VBn+  ^»*  VBn  +  ^4  V B^)  * 

Dunque  :  le  coordinate  del  vertice  sono  espresse  da 

i?er  ^^  =  1,2,3,40. 

Qwawto  poi,  essendo  B  di  caratteristica  2,  per  una  radice  di 
A(p)  =  0  diversa  da  zero  la  caratteristica  della  matrice  di  A(p)  è  i, 
ossia  questa  radice  è  doppia  ;  allora  il  paraboloide  è  di  rotazione, 
l'asse  di  rotazione  è  Vunico  diametro  principale,  e  i  piani  per  l'asse 
sono  principali. 

Allora  si  verificano  le  condizioni  [18]  e  le  altre  del  §  29,  e  le  equa- 
zioni dell'asse  sono  quelle  ivi  date. 

SS.  Trattiamo  ora  i  casi  in  cui  A  =  0,  cioè  la  quadrica,  sia  un  ci- 
lindro 0  una  coppia  di  piani. 

Se  B  ha  caratteristica  2  e  A  caratteristica  5,  la  qttadrica  è  un 
cilindro  ellittico  o  iperbolico;  il  quale  ha  due  piani  diametrali  prin- 
cipali corrispondenti  alle  due  radici  diverse  da  zero  di  A(p)  =  0,  se 


(*)  Si  pQÒ  osseryare  che  rnltimo  denominatore  vale 
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queste  sono  semplici;  oppure  ha  infiniii  piani  diametrali  principali 
formanti  fascio  intomo  a  una  retta,  se  vi  è  una  radice  doppia 
diversa  da  zero,  ed  allora  il  cilindro  è  rotondo  intomo  a  questa 
retta. 

Se  B  ha  caratteristica  2  e  A  caratteristica  2,  la  quadrica  dege- 
nera in  una  coppia  di  piani  distinti;  la  qtuzle  ha  due  piani  prind- 
pali  passanti  per  la  retta  comune  ai  due  piani  e  bisecanti  i  loro 
diedri.  Le  radici  diverse  da  zero  di  A(p)=0  sono  semplici  (ad 
esempio,  per  la  coppia  di  piani  x^x^=zO  la  A(p)  =  0  ha  per  radici 
0,  1 :  2,  —1 : 2). 

Se  la  caratteristica  di  B  è  1,  ossia  se  zero  è  radice  doppia  di 
A(p)  =  0,  risulta  A  al  più  di  caratteristica  3;  nel  qual  caso  la  qua- 
drica è  un  cilindro  parabolico.  Esso  possiede  un  unico  piano  prin- 
ctpa^j  che  corrisponde  alla  radice  diversa  da  zero. 

Che  se  A  ha  caratteristica  2,  la  quadrica  degenera  in  due  piani 
paralleli;  e  se  A  ha  caratteristica  I  in  due  piani  coincidenti;  e  in 
questi  casi  vi  è  un  sol  piano  principale,  cioè  il  piano  bisecante  lo 
strato  fra  i  due  piani  o  coincidente  coi  due. 

Da  ultimo,  se  la  caratteristica  di  B  è  zero,  ossia  se  zero  è  radice 
tripla  di  A(p)  =0,  la  quadrica  si  scinde  in  un  piano  al  finito  e  nel 
piano  all'  infinito  quando  A  ha  caratteristica  2,  o  nel  piano  all'in- 
finito contato  due  volle  quando  A  ha  caratteristica  i,  e  non  vi  è 
piano  principale  (al  finito). 

8iU  discriminante  d4  A(p)  ('*'). 

S4L.  Le  proprietà  algebriche  delle  equazioni  lineari  [2]  o  [3]  in 
a^  a,  a,  e  della  equazione  A(p)  =  0  si  estendono  facilmente  al  caso 
di  n  variabili. 

Data  una  forma  quadratica   di  n  variabili  ({x)  =  /ahpXh'^p,  si 

pongano  le  equazioni  lineari  f^{x)  +  QX^^=0,...,  f«(a7)  +  pa?*  =  0,  le 
quali  coesistono  quando  p  ò  la  radice  delTequazione 

««i        ««  +  P    •       ««.       '=0. 


{*)  In  una  prima  lettura  ai  possono  senza  inconveniente  tralasciare  i  §§  da 
34  a  58  di  questo  capitolo,  poiché  i  capitoli  seguenti  sono  redatti  in  modo 
da  non  appoggiarsi  su  di  essi. 
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Si  dimostra,  come  per  n  =  3,  che  le  radici  di  questa  equazione 
sono  reali,  e  che  una  radice  è  semplice,  doppia,...,  secondochè  renda 
la  caratteristica  del  determinante  eguale  a  n  — 1,  n  —  2,... 

35.  Del  resto,  per  discutere  le  radici  deirequazione  di  3"*  grado 
A(p)=0,  si  può  prescindere  dalle  [2],  adoperando  il  discriminante 
di  A(p). 

A  tal  uopo  ricordiamo  che,  se 

è  un'equazione  di  3""  grado  a  coefficienti  reali,  il  suo  discriminante 
(cioè  quella  funzione  dei  coefficienti,  il  cui  annullarsi  è  la  condizione 
perchè  due  radici  deirequazione  divengano  eguali)  si  può  porre,  fra 
le  altre,  sotto  la  forma 

2(Pi'  —  3PoPt)       ^oPz  —PxPt 
«ÌPoPs  —PiPt         ^t—'^PiPz) 

e  le  tre  radici  saranno:  reali  e  distinte,  se  questo  discriminante  è  po- 
sitivo; reali,  ma  due  eguali,  se  è  nullo;  una  reale  e  due  complesso- 
coniugate,  se  ò  negativo. 
Ora  nella  A(p)  =  0  si  ha 

l>o=l»    Pi  =  «11 +  ««  +  «88»    P,  =  ^H  +  5„  +  ^38.    P^  —  B\ 
e  però 

l?i'—3i>oP,=(aii+a„+a83)'— 3(^11+^81+^83) 

=«llM-«88*+«88*— ««8«88— «88«I1— «ll«««+3««s'+3«8i*+3«i8* 

=3a„'+3a3i'+3a,,«+  \  {a,,-a,,Y+  \  (a,,-a,,y+  \{a,,-a,,)\ 
l?8'-3p,P3=(B,.+iE?„+^33)»-3(an+a„+a33)5 

=(5li+588+^88)*-3(^„B33+53,5ll+^llB„-B.3>-B3.«-^,,«)C) 
=3fi„'+358i*+3^.8'+  J<^„-588)*+  k588-^ll)*+  k^li-^.8)'. 


(•)  Per  l'ultima  identità  del  §  2. 
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=6a„B„+6a3,5,,+6a„B„+(a„— a3,)(B„— B„) 
+(«3»— OiiX5„— B„)-HaH— ««.X-Bn— s„); 


sicché  il  discriminante  diviene 


6a„*+...+(a„— a„)»+... ,     6a„5„+...-f(a„— a3j(B„— 5„)+... 


che  è  evidentemente  quel  che  chiamasi  il  quadrato  della  matrice 
[M] 


ffj/e   Oj/e    a^yò    a„  —  at^    Oss— «n     ««  — «m 
B^  B,/6    5,/6    fi,,-5„     B„-B„     B,,—  B„ 


eseguito  per  orizzontali  ;  e  quindi  è  eguale  alia  somma  dei  quadrati 
dei  15  determinanti  dì  2°  ordine  ottenuti  combinando  a  due  a  due  le 
sei  verticali  di  questa  matrice,  cioè 


36 


B„ 


B», 


+  36 


+  6 
+  6 
+  6 

+ 


«t8 

B 


a»»  —  «ss 


•Il 


SS 

^81     B„ — Bjj 
a,,    a,.— a.. 


'it 


Bit — -Bjt 


-a. 


+  6 


+  6 


4-6 


a, 


ts 


1         ^11 
«SS  — « 


^83— «Il 


4-36 


«Il 


B, 


+  6 


ti 


-^«8    ^11 ^%t 


B. 


'it 


^8t ^88 


+  6i 


+  6 


!  Q" 


31 


«»t— «38 


^84 

«IJ        «88—^1 
-^i«       ^38 ^i1 


^M ^88  ^38 B^ 


+ 


+ 


«38       ''H    "11 "«« 

^33 ^11  ^11 ^f«l 


L'essere  il  discriminante  una  somma  di  quadrati  di  quantità  reali, 
di  cui  in  generale  nessuna  è  nulla,  prova  ad  esuberanza  che  esso  è 
positivo,  e  quindi  che  la  A(p)  =  0  ha  in  generale  le  tre  radici  reali 
e  distinte. 


(•)  Per  la  1*  identità  del  §  2. 
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86.  Vogliamo  intanto  mostrare  come  il  numero  di  questi  quadrati 
si  possa  abbassare  successivamente  a  13,  10,  7.  In  primo  luogo,  i  tre 
ultimi  determinanti  sono  eguali,  perchè  ciascuno  eguaglia  la  somma 


B., 


+ 


^ii 


+ 


B. 


Bs 


t% 


e  ciò  riduce  a  uno  i  tre  ultimi  quadrati,  ed  a  13  la  totalità  dei  qua- 
drati. In  secondo  luogo  si  ha,  denotando  con  hik  una  delle  permuta- 
zioni 123,  231,  312, 


Bik     Bii  —  Bkk 


=  —  {QikBkk  +  OiiBik)  +  {aikBii  +akkBik) 
=  CihiBkh  —  cikhBhi  =  — 


Bkh 


Ohi 

Bki 


le  quali  relazioni  riducono  ai  primi  tre  il  4%  ?•  e  10*»  quadrato,  e 
quindi  a  10  il  numero  totale  dei  quadrati.  In  terzo  luogo  si  ha 


ciik     au  —  ahh 
Bik     Bkk  ■"  Bkh 


+ 


Qxk      Clkk  —  CLhh  I 

Bik    Bkk  —  B%h  I 


«1*     akh  —  eia 
Bik     Bhh  —  Bii 

Ctik     Clhh  —  Oh 
Bik    Bhh  T-  Bii 


Oik    aa—Okk 
Bik    Bh  —  bJ 


Clkh     CLm 

Bkh    Bhi 


Oik    dii  +  Okk  —  2aHh  I 
Bik    Bii  -f"  Bkk  —  ^Bhh  I 


e  quadrando  e  sommando. 


Bik  Bn^^Bhh 


+  2 


Oik  ahh — «« 
Bik  Bhìr^Bii 


ahh  ahi 
Bkh  Bhi 


+ 


aik  aii-\-akk—2ahh 
Bki  Bii-\-  Bkk  —"2  Bhh 


ciascuna  delle  quali  relazioni  introduce  un  sol  nuovo  quadrato  al  posto 
di  due,  e  quindi  riduce  a  7  il  numero  totale  dei  quadrati.  L'espres- 
sione ridotta  del  discriminante,  diviso  per  3,  è  dunque  allora 


15 


+ 


-^«3  ^31 


+ 


B^M  B., 


+ 


«18    «23 
Bi2  ^83 


+ 


BnBz9 


«83   «««+«33  — 2^4^ 
BiB  ^««+-^33 ^B^^ 


+ 


«3l«33  +  «li— 2««« 

^31  ^33"f  Bi  1 — 2B^^ 


+ 


+ 


«33    «11 
^88^11 


+ 


-^11  Bit 


«i««ii+«««— 2a33p 

^18^1 1+^88 2533 1 
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87.  Ora  esaminiamo  il  caso  che  due  radici  dell'equazione  A(p)=0 
divengano  eguali.  Per  questo  è  condizione  necessaria  e  sufficiente  che 
il  discriminante  sia  nullo,  e  quindi  che  siano  nulli  tutti  i  determi- 
nanti i  cui  quadrati  lo  compongono. 

Questi  determinanti  si  son  formati  combinando  a  due  a  due  le  ver- 
ticali della  matrice  [M];  e  però  indicheremo  con  (12)  quello  formato 
dalle  verticali  1*  e  2%  e  cosi  via.  Or  si  supponga  (12)  =0  e  (23)=0. 
Allora  nella  matrice  (123)  sarà,  com'è  noto,  (31)  =0.  E  siccome  si  è 
visto  che  (12)=— (36),  (23)=— (14),  (31)=— (25);  così  sarà  (14)=0, 
(25) =0,  (36) =0.  Ora  essendo  (12) =0,  (14)=0,  nella  matrice  (124) 
sarà  (24)=0;  ed  essendo  (12)=0,  (25)=0,  sarà  (15)=0.  Del  pari  da 
(23)=0,  (25)=0  segue  (35)=0,  e  da  (23)=0,  (36)=0  segue  (26)=:0; 
ed  ancora  da  (31)=0,  (36) =0  segue  (16) =0,  e  da  (31)  =  0,  (14)  =  0 
segue  (34)=0.  Finalmente  da  (14)  =0,  (15)=0  segue  (45)  =  0;  da 
(14)  =  0,  (16)  =  0  segue  (46)  =0;  da  (15)=0,  (16)=0  segue (56)=0. 

Insomma:  perchè  si  annulli  il  discriminante  di  A(p),  ossia  perchè 
l'equazione  A(p)  =  0  abbia  una  radice  doppia,  è  necessario  e  suffl- 
dente  che  si  annullino  due  determinanti  della  matrice  [M]  formati 
con  le  tre  prime  verticali. 

SS.  Quando  infine  l'equazione  A(p)  =  0  ha  una  radice  tripla,  allora 
(visto  che  perchè  l'equazione  l?aP^+-  =  ^  abbia  una  radice  tripla  le 
condizioni  necessarie  e  sufficienti  sono  due  delle 

Pi*— 3j5oP«=0»    Pf'— 3PiP3  =  0,    9PoP«— W^«  =  0) 

dovrà  essere 

3a„*+3a3,* +3a,,*+  ^  (a,,^a,,)'+  \  (a,,-a,,r+  \  (a,  ,-a,,)'  =  0, 

35,3*+353,«+3  V+ 1(^«-^83)*+  \{B,,-B,,y+  \{B,,-B,,y=  0 , 

6a,8^„+6a8i^8i+^it^i« 

+(««— «83)(^i.— ^8s)+(«33— «il)(^8a— ^ll)+(^lt— «t«X^ll— ^,«)=0. 

Ora  la  prima  condizione  si  scinde  nelle 

a„  =  0,    «81  =  ^»    «11  =  0,    a,4  =  a„  =  «885 
verificate  queste,  risulta  poi  chiaramente 

B,8=0,       ^84=0,       ^41=0,       ^I,==^t8=5s3. 
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sicché  restano  verificate  anche  le  altre.  Adunque:  le  condizioni  ne- 
cessaire e  sufficienti  perchè  l'equazione  A(p)  =  0  abbia  una  radice 
tripla  sono 

^M  =  0,    «81  =  0,    «18  =  0,    a^^  =  a^^  =  a3^. 

Ancora  dei  piani  diametrali  principali. 

89.  L'equazione  A(p)=0,  che  risolve  la  questione  dei  piani  prin- 
cipali, è  qui  applicata  al  caso  di  coordinate  ortogonali;  ma  noi  sap- 
piamo (§  8)  che  le  sue  radici  non  variano  per  trasformazione  dì  coor- 
dinate. 

La  ricerca  dei  piani  principali,  quando  le  coordinate  sono  oblique, 
non  è  guari  più  complicata;  poiché  è  facile  vedere  che  le  condizioni 
di  perpendicolarità  fra  una  direzione  (a,  a,  a^  e  il  piano  diametrale 
coniugato  sono  in  generale 

ahiCii  +  a^a,  +  a^a^  ==  —  pCui^ia^  +  ui^a^  +  ui^^aa)    {h  =  1, 2, 3) , 

ovvero 

[i]    («fci  +  u;MP)ai  +  (flw  +  u)wp)a»  +  (aw  +  u)*8p)a3=0    (^^=1,2,3); 

onde  Tequazione  in  P 


[2] 


^11 +P 


«12  +  W^4jp         «is  +  WlsP 


««1  +  ^U  P        ««t  +  P  «83  +  ^2S  P 

«8I+IW31P        flfsj  +  WajP        «38 +  P 


=  0, 


che  è  appunto  la  A(p)  =  0  col  fattore  positivo  Q.  Siano  p'  p"  p'"  le 
sue  radici. 

Per  una  radice  p'  si  ha  una  direzione  principale  (cL\a\a^,  quando 
essa  p'  fa  assumere  al  determinante  [2]  la  caratteristica  2.  Ed  allora 
si  ha  inversamente  p'= — fl^aO-^C^')»  che  si  dimostra  come  la  [8]  §  27. 

Quando  la  caratteristica  del  determinante  [2]  è  1  per  una  radice  p\ 
questa  riduce  ad  una  sola  le  [1];  identificando  p.  es.  la  2*  con  la  3*^ 
si  ha 

«81  +  W2,p'  =  —  a{a^^  +  WgipO,    «„  +  p'  =  —  a(a3,  +  w^^9') , 
fl„  +  u)„p'  =  —  a{a^  +  p') , 
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essendo  a  un  fattore  incognito;  or  da  queste  tre  equazioni  (lineari  in 
p',  p'a  e  a)  ricaviamo 

Tenuto  conto  dei  vari  modi  analoghi  per  ottenere  p\  troveremo  che: 
le  ciìique  condizioni,  equivalenti  a  due  indipendenti,  affinchè  la  qua- 
d/ica  sia  rotonda,  consistono  nella  eguaglianza  dei  rapporti 

indicando  con  hi  una  disposizione  binaria  degli  indici  1,  2,  3. 

Quando  la  caratteristica  del  determinante  [2]  ò  zero  per  una  radice  p', 
ogni  piano  diametrale  è  principale,  e  la  quadrica  è  quindi  una  sfera. 
Allora  si  ha 

e  però  le  condizioni  perchè  l'equazione  f(a?)  =  0  rappresenti  una  sfera, 
in  assi  obliqui,  sono 

[6]        a^j =«„=«„=«,    aij  =  au)i8,    a43=au)i8,    a,3=awg3, 
dove  a  è  arbitrario;  onde  Tequazione  tipica  della  sfera  è 
[7]        a(t>{x,x^x^)  +  2{a^^x,  +  a^j^oo^  +  a^x^x^  +  a^^x^  =  0. 

Dal  confronto  della  discussione  ora  fatta  con  i  risultati  dei  §§  27 
a  30  emerge  che  una  radice  della  equazione  [2]  ò  semplice  o  doppia 
0  tripla  secondochè  fa  assumere  alla  matrice  [2]  la  caratteristica  2 
0  1  0  0. 

Osserviamo  anche  che  nel  caso  del  paraboloide  (B=0)  la  [25]  §  32 
diviene 


[8] 


*(/^   vi   /k)=^' 


e  le  equazioni  dei   due  piani  principali  e  dell'asse  si  modificano  in 
conseguenza. 

4LO.  Per  formare  Tequazione  complessiva  dei  tre  piani  principali, 
anziché  moltiplicare  le  loro  equazioni  separate,  convien  procedere 
come  segue. 

Siano  le  coordinate  ortogonali:  dalle  [3]  §  20,  moltiplicate  per  B\x^ 
BiH,  Bsh  (^  =  1,  2,  3)  e  sommate,  si  traggono  le  equazioni 
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(5ii  +  Pi)«i  +  ^it«2  +  ^isOs  =  0 

[1]  ^f,a,  4-  (^M  +  P,)«8  +  ì^mOs  =  0 

^8i«i  +  ^s^a»  +  (^88  +  Pi)a8  =  0, 

ov'è  posto  Pj  =  i?  :  p. 

Ora  queste  equazioni  differiscono  dalle  [3]  §  26  solo  per  lo  scambio 
di  a^^ ...  in  B^^ ...  e  di  p  in  p^  =  5  :  p ,  e  devono  dare  per  a^  a,  a^  gli 
stessi  valori  che  quelle;  vale  a  dire  che  i  piani  principali  della  nostra 
quadrica  t{x)=0  sono  paralleli  a  quelli  della  quadrica 

A{a;)  =  Qix^x^^)  +  2\x^x^  +  2\a)^x^  +•  2X3a?3a74  +  Xo?/  =  0, 

qualunque  siano  X^  X,  X,  X;  ed  anzi  coincideranno  con  questi  piani,  se 
si  suppone  la  seconda  quadrica  concentrica  alla  prima,  il  che  si  fa 
ponendo 

A*(^,4^84^8«^44)  =  0     (^  =  1,  2,  3) 

ovvero 

.  AuBih  +  BuBth  +  A^Esh 

Afc  — , 

e  lasciando  X  arbitrario. 

Gli  stessi  piani  saranno  principali  anche  per  ogni  sfera  concentrica 
alla  quadrica  data,  p.  es. 

qualunque  sia  R. 

Insomma,  se  un  punto  (o?^...)  è  in  un  piano  principale  della  quadrica 
f (a?)  =  0,  le  tre  equazioni 

[2]  j    a,Ai(a?)+a,A2(^)+a3A3(a?)  =  0 

'    a,Xi(^)+a2X«(^)+a8X3(^)=0 

coesistono  per  valori  non  tutti  nulli  di  a^  a,  a^;  e  per  conseguenza: 


[3] 


Ux) 

Uix) 

Ui=^) 

Ai(a-) 

/\,{0I!) 

A,(a?) 

tiiCC) 

Xti^) 

X,(cc) 

=  0C) 


è  Veq%uxzi(me  complessità  dei  tre  piani  diametrali  principali. 


(*)  Questo  determinante  è  il  Jaeobiano  o  determinante  funzionale  di  fix),  A  {x), 
X{x),  11  fattore  A,^  comune  a  ti{x)  Xi(x)  xM  PUÒ  sopprimersi. 
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41.  L*equazione  diviene  illusoria  nel  caso  di  un  paraboloide  (^4^=0). 
Ma  allora  alla  2»  delle  [2]  può  sostituirsi  la  [25]  §  32  (•);  e  per  X{x)=0 
può  prendersi  una  qualunque  sfera  che  abbia  il  centro  sull'asse,  per 
esempio  nel  punto  comune  all'asse  ed  al  piano  polare  deiroriglne, 
punto  individuato  dalle  [27]  §32  e  dalla  fjipc)=:0,  e  che  quindi  ha 
per  coordinate 

yk  =  Fh  (ì/b;,  |/^,  ì/b^^  o)  ; 

onde  potremo  porre 

X(^)  =  (1/4^1—1/1^4)*  +  {t/4^2— 2/1^4)* +  (^4^3— 1/8^4)*— ^'^4*- 

Avremo  cosi  per  equazione  complessiva  dei  due  piani  principali  (al 
finito) 

fi(^)       U{oo)       U{x)    ! 
[4]  Xi(a?)      X,(^)      X3(^)    1=0. 

i/T,,    i/^.    /b^^  ; 

49.  Nel  caso  che  le  coordinate  si  suppongano  oblique,  i  procedi- 
menti ora  esposti  non  cessano  di  condurre  allo  scopo;  solo  bisogna 
introdurre  nelle  formole  nuovi  termini  con  la  scorta  del  §  39.  Noi  ci 
limitiamo  ad  accennare  quale  funzione  vada  sostituita  a  ^{x). 

Moltiplicando  le  [1]  §  39  per 

Oi(u)*i  {jjja  u)A8)    ^«(ujM  u)m  u)w)    ^3(^*1  wm  ^w) 
e  sommando,  avremo 

\    1         Ul„       Ul„/       *     '  VUJji  1         Wnl      *     '  \W3t      ^88         1     /      '^ 

Queste  tre  equazioni  provano  che  i  piani  principali  della  quadrica 
f(a?)  =  0  sono  paralleli  a  quelli  della 

A(a7)=G(lu,,,a).3)^,«  +  ...  +  2G(^^    "J»    "^l)  oo.x.i- . .. 
+  2  {\x^  +  X,a?,  +  \^^)x^  +  Xa?/  =  0 , 


(*)  In  altre  parole  può  assumersi 

A  ix)  =  {xtVBTi  +  x^B^  +  xzVb^)^+  W- 


Digitized  by  VjOOQiC 


Gap.  XIX  -  §  42,  43  401 

qualunque  siano  X^  X,  X3;  anzi  i  plani  principali  saranno  gli  stessi  se 
si  scelgono  X^  X,  X3  in  modo  che  le  due  quadriche  siano  concentriche, 
cioò  se  si  pone 

Insomma  può  assumersi 

B       Ul4+U'l»^24+Wi3^S4,       UJ2iuiu+^«+<Wi8^34,        «Sl^li+Wst^Ji+^Si  /      * 

Coniche  di  una  quadrica. 

43.  Delle  coniche  esistenti  su  una  quadrica  abbiamo  già  discorso 
più  volte;  ora  intendiamo  di  trattarne  con  maggiori  particolari  e  me- 
todicamente. 

I  punti  comuni  alla  quadrica  e  ad  un  piano  n(u^  u^  u^  u^)  soddi- 
sfanno all'equazione  della  quadrica  t{x)  =  0  ed  airequazione  del  piano 

[1]  w,a?,  4-  u^oo^  +  ^3.^3  +  u^x,  =  0 , 

e  costituiscono  una  conica,  come  già  mostrammo  (XVIII,  11). 

II  centro  {pcf  ^x\cxf  ^* ^  di  questa  conica  è  il  punto  comune  al  piano  n 
e  al  diametro  coniugato  di  TT, 

Ut  «a  «3     ^  ^  ' 

e  però  soddisfa  alle 

[2]  f,(af)z=  —  \u,,    f,(^)  =  — Xw„    f3(a?')  =  — XW3. 

cioè  a  quattro  equazioni  lineari  omogenee  in  x^  x^  x^  x^  X;  sicché 


(*)  Quest^analisi  non  è  applicabile  al  piano  al  rinfinito,  poiché  per  esso  Ut  msUs 
son  nulli,  e  le  presenti  equazioni  riescono  indeterminate. 

E.  D'OyiDio,  Geometria  anaUHca.  26 
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queste  sono  proporzionali  ai  determinanti  bibtbs^A^B  ottonati  dalla 
matrice 


[3] 


«il  «18  «il  «i4  ^i 

«fi  «M  «M  «U  Wf 

«Si  «St  «88  «84  ^t 

U.  W,  tf,  W^  0 


sopprimendo  una  verticale  per  volta  e  mutando  di  segno  il  2*  e  il  4''. 
Sarà  dunque 

[4]  a/i  :  x\  :  af^  :  ed ^  :  X  =&£  :  b^  :  b»  r  Ò4  :  b^ . 

Si  noti  che  04  =  G(u). 

€4.  Se  G(u)^=0,  la  conica  ha  un  centro  unico  ed  al  finito»  e  però 
è  ellisse  o  iperbole.  La  quale  degenera  in  due  rette  se  il  piano  n  è 
tangente  alla  quadrica,  cioè  se  F(u)=0,  caso  che  per  ora  non  con- 
sideriamo. 

La  i{pif)  =  oi^i^(xf)-\',.,  per  le  [2]  e  [4]  diviene 

f  (a?')  =  a;',  j  f,  (a?')  +  X  U^  j  =—  ^*  («4ifei+«4fl>f+«48^8+«44'>4+«*sl>5); 


ma  a4|bi+--  è  (XVIII,  20)  il  determinante  cui  equivale  — P(w); 
quindi 

[5] 


f(-')  =  |S"'- 


cosicché,  trasportando  Torigine  nel  centro  della  conica,  le  equazioni 
del  piano  e  della  quadrica  diverrebbero 

^i  ^i  +  Wf  ^t  + 1^8^8  =  0 ,    f  (a;,  x^  a?8  0)  + 1^|  x^  =  0. 

La  [5]  prova  che  per  trasformazione  di  coordinate  non  si  altera 
il  segno  di  G(m),  poiché  non  si  alterano  quelli  di  i{(xi\  P(w),  oi^  (§  8). 
A^nzi,  non  alterandosi  i{p(f)\0(f^^  non  si  altera  nemmeno  F(u):G(u). 

45.  Se  G(t^)=:0  senz'altro,  il  centro  va  ali* infinito,  e  la  conica  è 
una  parabola. 

Essendo  G(u)  la  forma  reciproca  di  ì{^x^x^w^^\  nella  stella  di 
centro  0  la  equazione  G(u)=0  è  soddisfatta  dai  piani  tangenti  al  cono 
f(a?ia?ja?8  0)  =  0  lungo  le  sue  generatrici  (XIV,  34  e  15),  e  quindi  pas- 
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santi  per  le  tangenti  della  conica  air  infinito  della  quadrica;  or  va- 
riando 0  non  mutano  i  coefficienti  delle  due  forme  né  i  mutui  rapporti 
tra  Ui  u,  u,;  laonde  Q{u)=0  è  soddisfatta  da  tutti  i  piani  passanti 
per  le  dette  tangenti;  vale  a  dire  che  G(u)^=0  è  Vequazione  della 
conica  alVfnfinilo  della  quadrica  f(a?)  =  0,  considerata  tale  conica 
come  quadrica  limite. 

E  siccome  V(m)  è  la  forma  reciproca  di  0(07),  e  <|)(a7)  =  0  è  l'equa- 
zione del  cono  che  projetta  da  0  l'assoluto,  cosi  ¥(w)=0  è  Vequazione 
dell'assoluto  dello  spazio,  considerato  l'assoluto  come  quadrica  limite. 

Se  oltre  Q{u)=0  è  nullo  un  altro  dei  determinanti  òi allora 

son  nulli  tutti,  e  la  caratteristica  della  matrice  [3]  ò  3.  La  conica 
nel  piano  n  allora  degenera  in  due  rette  parallele,  e  TT  è  un  piano 
asintoto. 

4B.  Passiamo  a  determinare  le  direzioni  e  le  lunghezze  degli  assi 
della  conica  comune  al  piano  TT  ed  alla  quadrica. 

Per  trovare  le  direzioni  degli  assi,  consideriamo  quel  diametro  della 
conica  che  è  coniugato  alla  direzione  (a^a^aj).  Il  suo  piano  diame- 
trale coniugato 

[6]  aj,{w)  +  a,f,ix)  +  a3f3(a?)  =  0 

passa  per  quel  diametro  della  conica  che  ò  coniugato  al  precedente; 
e  se  questi  due  diametri  sono  anche  perpendicolari,  cioè  se  sono  gli 
assi  della  conica,  allora  pel  secondo  dovrà  passare  un  piano  perpen- 
dicolare al  primo.  Ora  un  tal  piano,  facendo  fascio  col  piano  [6]  e 
con  TT,  ha  una  equazione  della  forma 

{a,^a^i'a,^a^i-a^^a,-^\u^)x+{a^fl^+a^,a^+a^^(x^+\u^x^ 

ed  essendo  esso  inoltre  perpendicolare  alla  direzione  (ciia^as),  avremo 
le  condizioni 

U]    aMaj+flftóa3+a*8a3+Xw*=— plujMai+Wwaj+Wtóa,)  {h  =  1, 2,  3), 

ovvero 

[8]    (aM+pujM)a4+(aM4-puiA2)a,+(paM-f-uj*3)a3+Xu»  =  0    {?i  =  1, 2, 3). 

Queste  equazioni,  con  l'altra 

{9]  w,a.+w,a,  +  W3a3  =  0, 
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porgono  Tequazione  in  p 

•    0  u, 

u^    «44  H-  p 


[10]  e(p)=. 


w. 


^8 

^3       «81  +  P^81  «8t  +  P»Ws«  «33 +P 


=  0. 


Per  svilupparla  secondo  le  potenze  di  p,  indichiamo  con  Q^^{u)...  i 
suddeterminanti  complementari  di  a^j....  nel  determinante  G(u),  e  po- 
niamo 

H(w)=Gi4(w)+a„(w)+033(w)+2u),,G43(w)+2u),3G43(u)+2ui„G„(w) 

=  ^u)A,G*,(w)    {h,p  =  i,2,S); 
hp 
verrà 

[11]  e(p)  =  V(w)p«  +  H(u)p  +  Q{u)  =  0  ; 

ove  per  brevità  sovente  scriveremo  ^GG^^.-H  sopprimendo  (u). 

Alle  due  radici  p'p''  della  equazione  6(p)  =  0  corrispondono  me- 
diante le  [8]  rispettivamente  le  direzioni  (a'^  a'^  a'j)  (a'\  a''^  a"^  dei 
due  assi  della  conica. 

Per  la  natura  della  questione,  può  asserirsi  che  p'  p"  sono  reali  e 
in  generale  distinte,  e  cosi  pure  (a'^  a\  a\)  e  (a"i  a",  a"^. 

Si  noti  che  le  [7] ,  sostituendovi  p'  a\  a\  a\  e  poi  moltiplicandole 
per  a^a'^a's  e  sommandole,  porgono 


[12] 


f  (a\a',a'30)  +  p'OCa'y.ay  =  0 . 


4V.  Per  trovare  le  lunghezze  degli  assi  della  conica  in  esame,  de- 
notiamo con  R'  il  semiasse  corrispondente  alla  radice  p',  con  y^  y^  y^  1 
le  coordinate  del  suo  estremo,  e  facciamo  a7\  =  l;  possiamo  assumere 


ed  è 


y,—af,=iRa\,    y^—af^  =  R'a\,    Vs—^\  =  R'a'^, 

R'*  =  <K2/— ^'i ,  y—^'t  >  y—oc^i)  ; 

e  però  la  [12]  diventa 

[13]    .  t{yc-oo\ ,  y^—af^ ,  y^—af^ ,  0)  +  p'i?'«  =  0. 
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Intanto,  essendo  yt=(t/i — ot^ ^ -\- x\,...,  si  ha  (§6) 

j_2f(     *[i         «'t         *'.,      M4-f(-r',aj',a;',l); 

«  siccome  f(y.V.I/,l)=0,  e  f(*\    /'»     /'      J)  =  ii'fK)  =  0 
per  la  [tt]  che  af^x\af^i  veriflcano,  cosi 

f(l/4  — a/i.  Vi  — ^',,  y*^  —  o(fz,  Qi)  =  —  t{af). 
Perciò  e  per  la  [5]  la  [13]  diviene 

[14]  P'i2'*  =  |,    ovvero  p'=^,. 

Ed  analogamente  pel  semiasse  i?''  corrispondente  ali*altra  radice  p'' 
si  ha 

[i^-i  9"R"'=  I ,  ovvero  p"  =  g|,-, . 

Quindi:  i  quadrati  /?*  /2'"  dei  semiassi  della  conica  sono  le  radici 
deWequazione  in  R^: 

[15]  e  (-^)=0 ,    ossia    Q^R^  +  FGPI/2*  +  P*V  =  0. 

I  due  valori  R'*  k''*  di  R^  forniti  da  questa  equazione  debbono  es- 
sere reali.  Sono  positivi  se  la  successione  dei  coefficienti  presenta  due 
variazioni  di  segno,  negativi  se  nessuna,  uno  positivo  e  uno  negativo 
se  una.  E  siccome  V  è  positivo,  cosi  possiamo  concludere  che:  la  se- 
zione è  un'ellisse  reale^  se  G>0  ed  PH<0;  è  un'ellisse  imaginaria, 
se  G>0  ed  PH>0;  ed  è  una  iperbole,  se  G<0. 

Di  qui  segue  che  per  trasformazione  di  coordinate  non  si  altera 
il  segno  di  H(w),  come  non  si  alterano  quelli  di  F(w)  e  G(w). 

Calcoliamo  il  parametro  2P  =  2R'*:R'.  Si  ha  dalla  [15]  /?'«/?"* 
=F«V:G»,  e  però 

^t_jy*  _    B!^    _G»ir^ 

onde 

[16]  2P  =  2^^ 


FY 


i 
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Nelle  equazioni  [7]  [10]  e  [15]  non  figura  u^  né  Qui  ciò  confernaa 
le  proprietà  note:  le  coniche  prodotte  nella  quadrica  da  dtie  piani 
paralleli  sono  a  due  a  due  omotetiche,  e  le  coniche  prodotte  da  un 
piano  nella  quadrica  e  nel  cono  asintoto  sono  omotetiche  e  con- 
centriche. 

Notiamo  altresì  che  per  una  conica  diametrale  ò  lecito  assumere» 
indicando  con  (TiTsTs)  I^  direzione  coniugata  al  piano  secante, 

Wi  =  fi(T)    tt,=f,(T)    w,  =  f3(T)    w*  =  f4(T). 
F  =  ^f(T),    G  =  5f(T)     P'=^„     P"=^    ■ 


cosicché  sarà 

[i7]  ©(lé)=« 

l'equazione  ai  semiassi  di  una  conica  diametrale. 

I  due  valori  di  i2*  sono  reali  ed  opposti  se  G<0  e  H=0;  dunque: 
I  piani  che  secano  la  quadrica  in  iperboli  equilatere  sono  quelU 
pei  quali  G<0  «  H  =  0. 

48.  Quando  (}  =  0y  il  piano  seca  la  quadrica  in  una  parabola^ 
come  dianzi  trovammo.  Del  resto  allora  la  [15]  porge  per  B!^  e  /?"* 
valori  infiniti. 

Allora  l'equazione  e(p)  =  0  ha  per  radici  p'=0  e  p"  =  —  HrM^. 

In  corrispondenza  alla  radice  p'  =  0  le  [8]  e  [9]  danno 

[18]  a',  =  XGM    a',  =  XG*i    a\  =  \QKz, 

od  anche 

[18]'  a\==xYG;;      a',  =  xYG7,     a'3=xYGr3; 

queste  formale  [18]  o  [18]'  individuano  la  direzione  dell'asse  della 
parabola. 

All'altra  radice  p"=— H:V  corrisponde  la  direzione  {p!\^\^^^ 
perpendicolare  alla  precedente;  e  però  Tasse  della  parabola  ò  la  retta 
delle  equazioni 

[19]  u,a74+M,a?^+W3a?3+W4^4=0,    a",f,(ir)+a",f,(ir)+a"3f3(a?)  =  0. 

Si  potrebbe  cercar  le  coordinate  del  vertice,  aggiungendo  a  queste 
due  equazioni  la  f(a;)  =  0. 
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Per  calcolare  poi  il  parametro  principale  della  parabola,  possiamo 
ricorrere  alla  [16],  osservando  che  la  trasformata  della  [15]  in  r*  = 
QR*  è 

e(Jj=0,    ossia    Qr*  +  FHr«  +  F«V  =  0; 

or  quando  G=:0  un  valore  di  r^  diviene  infinito,  ma  Taltro  diviene 
— FV:  H;  se  dunque  scegliamo  per  GR'^  questo  secondo  valore,  sosti- 
tuendolo nella  [16]  dedurremo  che:  il  parametro  principale  2P  della 
paràbola  è 

[20]  2P  =  2y(-J]  . 

49.  Per  assi  ortogonali  le  equazioni  [7]  e  seguenti  divengono  meno 
complicate.  In  particolare,  l'equazione  6(p)=0  diviene 


[loy 


u. 


n^ 


w« 


U^     flji  +  p     eZjj 


«tf+P       «! 


2S 


=  0. 


ovvero 

[10]"  (w.*+V^-Op'  +  (^ìi  +O,,  +  G33)p4-a  =  0. 

50.  Accenniamo  un'altra  via  per  investigare  la  specie  della  conica 
prodotta  nella  quadrica  da  un  piano  TT.  L'equazione  del  cilindro  projet- 
tante  la  conica  secondo  Tasse  x,,  o  anche  l'equazione  della  conica 
projezione  della  medesima  sul  piano  x^x,  secondo  x„  si  ottiene  eli- 
minando 07,  dalle  equazioni  delia  quadrica  e  del  piano  TT,  e  quindi  ò 


ovvero 

f(u3,0,— u„0)^,*  +  f(0, W3.  — u,,  0)x^^  +  {{Ofi,  —  u^,u^)x^* 

+M;:;°-:;:h+<"«;i:::>.+«(S7i::.)-.-.=o. 

ovvero 

[21]    G„.r,«+G,,a7j«— 2a,3(r,a?3+F,,,„^,»-2F„,,,a7,iP,— 2F,,,,,a?,a^^^ 
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ove  Fii,gjj  è  il  suddeterminante  complementare  del  prodotto  a^fi^  nella 
matrice  esprimente  — P  (XVIII,  20),  e  cosi  via. 

Il  discriminante  dei  termini  a  2*  grado  in  a?^  x^  è  OiiG„— G,,*,  che 
è  eguale  a  Gu,*,  e  il  discriminante  di  tutto  il  !•  membro  è  Fw,*  (•); 
dunque,  applicando  la  classificazione  delle  coniche  sul  piano  x^x, 
(XVI,  18)  e  tenendo  conto  che  la  conica  nel  piano  TT  è  della  stessa  specie 
della  sua  projezione  su  x^x,  secondo  Xg,  concludiamo  che:  la  conica 
prodotta  dal  piano  TT  nella  quadrica  è  un'  iperbole  se  G<0,  una 
parabola  se  Q  =  0,  ed  è  un'ellisse  reale  se  Q>0  e  FQhh<0  (»»),  ov- 
vero anche  se  G>0  e  GF^  —  Fm*<0  (h  =  ì,  2,  8),  ove  F»  è  il  sud- 
determinante  complementare  di  a«  nella  matrice  di  — F  (•»»). 

Criterio  pei  punti  estemi  o  interni  (Ma  quadrica. 

51.  Un  punto  (a?i  a?^  a^g  a? J,  che  non  appartenga  alla  quadrica,  è 
esterno  o  interno  secondochè  il  suo  piano  polare  seca  la  quadrica  in 
una  conica  reale  o  imaginaria,  ma  non  degenere  (XVIII,  16).  Suppon- 
gasi dunque  che  il  piano  TT  sia  polare  di  quel  punto  :  allora  è  lecito 
porre 

u,  =  U{x)    u^  =  U{x)    u^  =  U{x)    u^  =  {Jijjc). 

Si  ha  primieramente  (XVIII,  20) 

¥{u)  =  AÌ{x)\ 
sottraendo  inoltre  nella   matrice   di  G  dalla  1^  orizzontale  le  altre 


(*)  Questo  discriminante  sì  può  calcolare  ricorrendo  al  teorema  seguente 
(cfr.  D'Ovidio,  Sui  determinanti  di  determinanti,  Atti  dell'Accademia  di  Torino, 
XI)  :  *  Il  determinante,  che  ha  per  elementi  i  suddeterminanti  d'ordine  n  —  \k 
ricavati  da  un  dato  determinante  d'ordine  n  col  sopprimervi  \x  orizzontali  e 
M  verticali  prese  comunque  fra  X  orizzontali  fisse  e  X  verticali  fisse,  è  eguale 
alla  potenza  j  (X  —  1)  (X  —  2) ...  (X  —  m)  :  1.2  ...  m  ("•  del  dato  determinante,  mol- 
tiplicata per  la  potenza  )  (X  ~  1)  (X  —  2) ...  (X  -  |li  +  1)  :  1 . 2 ...  (^  — 1)(»*  del  sud- 
determinante  ottenuto  dal  dato  col  sopprimervi  le  X  orizzontali  e  X  verticali 
suddette  ,.  Sia  il  determinante  dato  quello  che  vale  — F,  e  le  X  orizzontali 
fisse  siano  la  2*,  la  3*  e  la  5*,  come  pure  le  verticali  ;  allora  n  =  5,  X  =  8. 
^ss2,  e  risulta  il  discriminante  della  [21]  eguale  a 

«,      ,     ossia    1*1*3 . 

«8    Or 

(**)  Dal  confronto  dei  vari  enunciati  emerge  che  Gu  G»  G»  devono  aver  lo 
stesso  segno  fra  loro  e  con  H,  quando  G>0.  Non  ci  fermeremo  a  verificarlo 
col  calcolo,  per  non  uscire  dai  limiti  che  ci  siamo  dovuti  imporre. 

(***)  Poiché  da  una  proprietà  dei  determinanti  reciproci  si  deduce 

FwfcFu— F*4*  =  FG*A. 
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iDOltiplicate  per  x^x^oo^^  e  poi  facendo  lo  stesso  sulle  verticali  si  trova 

G  =  A^J{x)  —  Ax^, 

che  è  il  primo  membro  deirequazione  del  cono  asintoto  (§  19);  e  final- 
mente sottraendo  nella  matrice  di  G^,  dalla  1^  orizzontale  le  altre 
due  moltiplicate  per  a?,  x^,  e  poi  facendo  lo  stesso  sullo  verticali,  si 
trova  anche 

Qi,^—B^,ì[x)^A^^x^-\rA^^x^—2A,^x^x;), 

e  cosi  via  per  G^  e  G,,  (G^i=:0  ò  Tequazione  di  una  certa  coppia  di 
piani  asintoti,  ecc.). 
Quindi  deduciamo  il  seguente  criterio,  applicando  quello  del  §  50: 
Se  il  punto  [x^x^x^x^  rum  è  stUla  quadrìca,  sarà  estemo 
quando  sia  A^{{xy^Ax^*:£Oy  e  quando,  essendo  A^^t{x) — Ax^>(ò^ 
sia  At{x)  di  segno  opposto  alla  espressione  B^Sixy^A^^x^-^-A^^x^ 
— 2A^^x^x^  e  quindi  alle  due  analoghe;  altrimenti  il  punto  sarà 
intemo. 
Questo  criterio  non  si  applica  al  centro. 

Itette  della  quadrica. 

5*2.  Quando  il  piano  TT  è  tangente  alla  quadrica  in  un  punto  (y^  y^ 
y^^yi),  allora 

f(2/)  =  0,     u,  =  tSy)     tt,  =  f,(t/)    u^  =  U{y)     u,  =  U(y),     F{u)  =  0. 

La  [21]  si  scinde  in  due  equazioni  lineari,  cioò  quelle  delle  proje- 
zioni  sul  piano  x^x,  delle  due  rette  che  la  quadrica  ha  nel  piano  TT. 
Per  semplicità,  supponiamo  che  il  punto  di  contatto  abbia  una  coor- 
dinata nulla,  p.  es.  1/4=0  (♦)  ;  è  agevole  vedere  che  la  [21]  diverrà  (**) 

B(y^x^-y^x^y  —  2{A,,y^—A^,y^){y^x^—y^x^)x, 
+  (^111/2*  +  A^^y,*—2A^^yj/^)x,^  =  0  ; 


(*)  Nel  qual  caso  le  due  rette  sono  parallele  a  un  asintoto,  la  cui  direzione 

(•*)  La  riduzione  dei  termini  in  a?!*,  rcj',  x^x^  si  ottiene  adoperando  le  espres- 
sioni di  Gli  G»  del  §  51  e  procurandone  una  analoga  per  G».  Quella  degli 
altri  termini  è  facilitata  dairosservare  che 

0      (hi     ffi4 

Osi    «83      «34      = -<1m  —  «Il  -4ij,  U,..., 
«41    «44      «U 


0 

«38 

«34 

«81 

«33 

«34 

«41 

«48 

«44 

■  «81  An  ,  18  I  ••• 
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la  quale,  risoluta  rispetto  ad  y^^ — 2/i^t>  porgerà 

[22J  y^x,  —  v,x^  =  I  j  A,,y^  -  A,,y,  ±  Uy)  /J  j . 

visto  che  (XVIII,  9,  [tt]) 

(A^,y^—Atjj,y—B{A^^y^^+A^^y,*'-2A^^y^V^) 
=  —  A(B,,y^'+B^^y,*—2B,,y,y^) 

e  che  (XIV,  13,  [10]) 

0  =  a,J{y)  =  U{yy  +  B,,y^^  +  5„2/,«  -  25„y  ,t/, 
ossia 

La  [22],  e  le  due  analoghe  relative  ai  piani  s^x,,  x^x^,  forniscono 
le  seguenti:  equazioni  delle  due  rette  della  quadrica  di  equazione 
{{x)  =  0,  che  passano  pel  suo  punto  (y^  y^  y^  0)  : 


[23] 


Anìfi  -  A^iyi  ±  fjfy)  Va        A^yz  —  A^y^  ±  f,(y)  Va 


Altri  tre  gruppi  di  equazioni  analoghe  corrispondono  ai  punti 
(Oi/jl/sl/J»  (l/iOi/si/O,  (1/4 t/fOi/t).  Essi  servono  anche  quando  5  =  0, 
nel  qual  caso  non  servono  le  [23]. 

È  chiaro  che:  perchè  la  qtmdrica  sia  ridata,  è  necessario  e  suffi- 
ciente che  sia  A>  o=0. 

Nel  caso  ^=0,  che  è  quello  del  cono,  le  due  rette  per  ciascun  suo 
punto  ({/il/tVa  0)  coincidono  in  una  di  equazioni 

y%Xi  —  Vi^  _  yz^i  —  y^^s  _  yj^a  —  y^Xi  _.  ^ 

Any%  —  Auyi       AuV2  -  ^wl'j       At^^i  ~  ^j^ya       B  ' 

come  si  poteva  trovare  direttamente. 

Circoli  della  qtuidrica. 

53.  La  sezione  prodotta  dal  piano  n  nella  quadrica  diviene  un 
circolo  quando  ammette  infiniti  assi,  vale  a  dire  quando  due  delle 
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equazioni  [8]  e  [9]  sono  conseguenze  delle  altre,  e  quindi  il  determi- 
nante [10]  ha  la  caratteristica  2  per  un  certo  valore  di  p;  al  qual 
fine  basta  che  per  un  certo  valore  di  p  siano  nulli  tre  suddetermi- 
nanti  complementari  di  elementi  tali,  che  il  1"*  abbia  Tun  indice  co- 
mune col  2*  e  l'altro  col  3«. 

Il  suddeterminante  complementare  dell'elemento  0  è  A(p);  quelli 
di  u^u^u^  sono  forme  lineari  in  u^u^u^;  quelli  di  a^^...  sono  forme 
quadratiche,  e  danno  sei  equazioni  compendiate  nella 

[24]  G»,  +  pv*,  =  0        {M=ì,  2,  3)  ; 

da  queste  eliminando  p,  avremo  che:  le  condizioni  peìxhè  la  sezimie 
prodotta  nella  qtuzdrica  dal  piano  TT  sia  un  circolo  sono 

[25] 

delle  quali  due  sole  indipendenti. 
Per  coordinate  ortogonali 


G., 

_  6m  _  G»3  _  Gm  _  G„  _  G„ 

v., 

'•'m        fss        Vjs       Vai       Vij 

[25]' 


Gh       G»       Gas       ^M Gsi  Gn 


e  potranno  ritenersi  le 

[25]"  w,G„  =  ufi^,  =  WjGjj . 

Nel  caso  del  circolo  l'equazione  0(p)=O  ha  le  dvs  radici  egicali  ; 
e  per  provarlo  basta  osservare  che  allora  R^  =  B!^^.  Ne  segue  che 
allora  è  nullo  il  discriminante  di  e(p),  ossia  4VG  =  H*. 

Fra  le  equazioni  in  p  vi  è  la  A(p)  =  0,  che  servi  a  determinare  i 
piani  diametrali  principati;  onde  si  rileva  che  la  radice  doppia  della 
6(p)  =  0  è  una  delle  radici  della  A(p)  =  0,  e  si  deduce  che  il  piano 
d'una  sezione  circolare  deve  contenere  la  direzione  di  un  asse  della 
quadrica. 

Precisamente:  noi  possiamo  prendere  una  qualunque  radice  della 
A(p)  =  0,  e  sostituirla  in  una  sola  delle  [24]  quadratiche  in  u^u^u^^ 
e  in  una  sola  ben  determinata  delle  equazioni  lineari  in  u^  u^  u^ 
accennate  in  principio;  abbiamo  cosi  due  equazioni,  che  forniscono 
due  sistemi  di  valori  per  i  mutui  rapporti  fra  w^  u^  u^. 

Insomma:  per  ciascun  asse  della  quadrica  passano  due  pianta  i 
quali  e  i  loro  paralleli  secano  la  quadrica  secondo  circoliy  e  però 
son  chiamati  piani  ciclici. 
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I  due  piani  ciclici  per  uno  stesso  asse  sono  in  posizione  simmetrica 
rispetto  a  ciascun  piano  diametrale  principale;  e  i  due  sistemi  di 
piani  ciclici,  cui  essi  danno  origine,  si  dicono  anitparalleli. 

Si  hanno  cosi  sei  sistemi  di  piani  ciclici  ;  ma  vedremo  che  due  soli 
sono  reali. 

In  ciascun  sistema  vi  sono  due  piani  tangenti  alla  quadrica,  e  i  loro 
punti  di  contatto  diconsi  ombelichi  o  punti  ciclici  della  quadrica. 
Essi  giacciono  a  coppie  sui  sei  diametri  coniugati  ai  sistemi  di  piani 
ciclici.  Vedremo  che  quattro,  al  più,  fra  essi  sono  reali. 

54.  A  complemento  di  questi  cenni,  esporremo  ora  alcune  interes- 
santi considerazioni  geometriche,  le  quali  risolvono  il  problema  dei 
piani  principali  e  quello  dei  piani  ciclici  in  modo  affatto  indipendente 
da  quello  che  abbiamo  già  esposto. 

La  conica  ali* influito  della  quadrica  e  Tassoluto  dello  spazio,  in  ge- 
nerale, han  comuni  quattro  punti  imaginari  (XIY,  30),  che  diremo  i 
punti  assoluti  della  quadrica.  Essi  sono  vertici  d*un  quadrangolo  com- 
pleto. Il  triangolo  diagonale  di  questo  quadrangolo  è  runico,  in  gene- 
rale, che  sia  autoconiugato  cosi  rispetto  alla  detta  conica  come  airas- 
soluto;  e  però  i  suoi  lati  son  le  rette  ali*  infinito  dei  piani  diametrali 
principali  della  quadrica,  e  i  suoi  vertici  sono  1  punti  air  infinito  degli 
assi;  i  sei  lati  del  quadrangolo  sono  poi  le  rette  ali*  infinito  dei  piani 
che  han  comuni  con  la  quadrica  dei  circoli,  cioè  dei  piani  ciclici. 
Per  ciascuno  dei  lati  passano  due  piani  tangenti  alla  quadrica,  e  i 
loro  punti  di  contatto  sono  gli  ombelichi. 

Siccome  i  punti  assoluti  della  quadrica  sono  determinati  da  tre  equa- 
zioni a  coefi3cienti  reali  (quella  della  quadrica,  quella  di  una  sfera 
e  quella  del  plano  airinfinito);  cosi  due  di  essi  hanno  le  coordinate 
omologhe  complesso-coniugate,  e  lo  stesso  vale  per  gli  altri  due.  Ne 
deriva  che  il  Iato  passante  pei  due  primi  punti  e  quello  per  gli  altri 
due  sono  reali;  mentre  gli  altri  quattro  lati  del  quadrangolo  sono 
imaginari,  ma  ciascuno  seca  l'opposto  in  un  punto  reale.  Ciò  prova 
che  due  sistemi  di  piani  ciclici  sono  reali  e  gli  altri  quattro  imagi- 
nari,  e  conferma  che  i  piani  diametrali  principali  e  gli  assi  sono  reali. 

Se  la  quadrica  ò  un  paraboloide,  la  conica  ali* infinito  degenera  in 
due  rette;  un  vertice  del  triangolo  diagonale  suddetto  è  il  loro  punto 
comune,  che  è  reale  ed  è  il  punto  all'infinito  detrasse  del  paraboloide; 
e  le  due  rette  individuano  le  giaciture  di  due  sistemi  di  piani,  i  quali 
han  comuni  con  la  quadrica  coppie  di  rette  di  cui  una  ali*  infinito, 
coppie  assimilabili  a  circoli.  Esclusi  questi  due  sistemi,  ne  restano 
quindi  quattro  di  piani  ciclici;  ed  è  facile  vedere  che  nel  paraboloide 
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iperbolico  essi  sono  imaginari,  mentre  neirellìttico  due  sono  reali  e 
due  complessi-coniugati. 

Se  la  quadrica  ò  rotonda,  devono  esistere  infiniti  triangoli  autoco- 
niugati come  il  precedente,  e  ciò  esige  che  la  conica  air  infinito  della 
quadrica  abbia  doppio  contatto  colFassoluto;  la  retta  dei  due  punti  di 
contatto  è  la  retta  all'infinito  dei  piani  perpendicolari  all'asse,  e  il 
suo  polo  rispetto  all'assoluto  è  il  punto  all'infinito  dell'asse  di  rota- 
zione.  Dunque  nelle  quadriche  rotonde  i  due  sistemi  di  piani  ciclici 
reali  si  riducono  al  sistema  dei  piani  perpendicolari  all'asse  di  rota- 
zione. 

Nella  sfera  ogni  piano  è  ciclico. 

Nel  cono  non  vi  è  particolarità  notevole. 

55.  Per  ciascuno  dei  punti  assoluti  della  quadrica  passa  una  coppia 
di  rette  (imaginarie)  della  quadrica.  Una  retta  di  una  coppia  ne  in- 
contra una  di  ciascun'altra  coppia,  e  i  tre  punti  d'incontro  sono  om- 
belichi; onde  segue  che:  i  dodici  ombelichi  si  trovano  allineati  per 
tre  su  otto  rette  imaginarie  della  quadrica. 

Ne  segue  anche  che  non  più  di  quattro  ombelichi  sono  reali. 

Considerando  due  cìrcoli  antiparalleli  reali,  essi  hanno  in  comune  1 
due  punti  che  la  retta  intersezione  dei  loro  piani  ha  comuni  con  la 
quadrica;  or  questi  punti  possono  essere  reali,  od  avere  le  coordinate 
omologhe  complesse-coniugate;  ma  in  ogni  caso  è  facile  vedere  che,, 
prendendo  su  ciascuno  dei  due  circoli  un  altro  punto  (non  all'infinito), 
questi  quattro  punti  individueranno  una  sfera  reale,  la  quale  conterrà 
certamente  i  due  circoli.  Dunque:  due  circoli  antiparalleli  si  troiano 
sopra  una  sfera. 

Sia  dalle  formolo  dianzi  stabilite,  sia  dalle  considerazioni  geome- 
triche testé  fatte  sulla  conica  all'infinito  della  quadrica  in  relazione 
con  l'assoluto,  emerge  che:  le  co  quadriche  comprese  nella  equa- 
zione 

\{{Xi  x^  x^  X,)  +  ja<t>(a74  x^  dJg)  =  0, 

qualunque  valore  si  attribuisca  a  \:^,  sono  non  solo  concentriche, 
mo.  anche  concicliche. 

Sul  discriminante  di  6(p). 

5B.  L'equazione  di  2*'  grado  6(p)  =  0  merita  uno  studio  speciale, 
come  già  quella  di  3<*  grado  A(p)  =  0. 
Noi  vogliamo  dimostrare,  indipendentemente  dalla  questione  degli 
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assi  della  conica  comune  alla  quadrica  e  al  piano  TT,  che  i  mutui 
rapporti  dei  eoe/fidenti  e  le  radici  dell'equazione  9(p)  =  0  sono  in- 
varianti  metrici  assoluti. 

Ciò  è  evidente  per  ogni  traslazione  degli  assi  coordinati,  imperocché 
nei  coefficienti  di  6(p)  =:  0  non  entrano  che  le  quantità  a^^  a,,  a^^ 
^12  ^18  ^S8  ^t2  ^is  u'is*  1®  9^^'^  ^^^  ^^  alterano  nella  traslazione,  e  le 
u^u^u^,  le  quali  possono  solo  acquistare  un  fattor  comune,  che  non 
altera  i  rapporti  dei  coefficienti  di  6(p)  =  0  e  quindi  nemmeno  le 
sue  radici. 

Nel  caso  che  si  cangino  le  direzioni  degli  assi  ma  non  Torigine, 
ricorriamo  (come  nel  §  7)  air  identità 

(«ii+P)^i'+...+2(a„+pa)„)a;ia?8=^<a\,+p)X,«4-...+2(a'„+pu)'„^^ 

cui  ora  si  unisce  Taltra 

u^x^  +  u^^  -f  ^3^3  =  /i(  U,X^  +  U^X^  +  U^X^). 

ove  ft  è  un  fattore  diverso  da  zero. 

Ciascun  membro  della  1*  eguagliato  a  zero  rappresenta  uno  stesso 
cono  avente  per  vertice  Torigine,  e  ciascun  membro  della  2*  egua- 
gliato a  zero  rappresenta  uno  stesso  piano  per  Torigine;  dunque  la 
condizione  perchè  il  piano  tocchi  il  cono  lungo  una  generatrice  non 
si  altera  mutandovi  «H-.a»,  in  a\i...a\^  e  u^u^u^  in  CT^  C/,  V^.  Ma 
questa  condizione  è  appunto  e(p)  =  0,  giusta  il  §  45.  Dunque  le  ra- 
dici di  6(p)=:0  non  si  alterano  quando  non  si  muta  l'origine,  e 
quindi  non  si  alterano  nemmeno  i  mutui  rapporti  dei  coefficienti. 

Inoltre  dimostreremo  che  le  radici  dell'equazione  6(p)==0  sono 
reali. 

Airuopo  basta  ragionare  sulla  6(p)  =  0  applicata  al  caso  che  i  piani 
coordinati  siano  ortogonali  e  uno  di  essi  sia  appunto  il  piano  TT.  Preso 
w^  =  0,  1*2  =  0,  ^8  =  1,  tt«  =  0,  l'equazione  si  riduce  a 

il  cui  discriminante  è 

4(a4,a„  -  a,,»)  —  (a,,  +  a,,)'  = — (a^,  —  a„)*  —  4a,3*, 

cioè  <0;  sicché  le  radici  sono  reali. 
Di  qui  poi  segue  che  il  discriminante  generico  di  0(p)  è  <0,  cioè 

4V0<H«. 
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59.  Nel  §  35  esponemmo  una  decomposizione  in  quadrati  del  dì- 
scriminante  della  equazione  cubica  A(P)  =  0,  che  servi  a  determinare 
gli  assi  di  una  quadrica.  Ora  esporremo  un'analoga  decomposizione 
del  discriminante  della  equazione  quadratica  0(p)  =  0,  che  serve  a 
determinare  gli  assi  di  una  sezione  piana  della  quadrica  ;  e  cosi  sarà 
altrimenti  dimostrata  la  realtà  delle  due  radici  di  questa  equazione. 
Avvertiamo  che^  come  per  la  A(p)  =  0,  la  decomposizione  si  sa  fare 
solo  nella  ipotesi  di  coordinate  ortogonali,  ossia  per  l'equazione  [10]" 
§  49. 

Il  discriminante  di  questa  equazione,  col  segno  cambiato,  è 

[i]  iOtu  +  (>«  +  Oas)*  -  ^W  +  <  +  u^)Gt' 

Ora  dalle  proprietà  dei  determinanti  reciproci  si  hanno  le  identità 

dalle  quali,   moltiplicate  per  u^*,..,,  2u^u^,.,.  e  sommate,  si  desume 
l'altra 


[2] 


G(w,«+u,«+<)'=- 


0 

«1 

«t 

«8 

«1 

»u 

Ou 

G« 

«» 

G«i 

G« 

G„ 

«8 

«Si 

G., 

»3. 

Questo  determinante  si  può  in  Ire  modi  svilappare  in  prodotti  di 
suddeterminanti  di  2*  ordine;  sommando  gli  sviluppi,  e  sopprimendo 
quella  parte  che  riproduce  la  somma  precedente,  si  trova 


[3]  -20(V+<+tt3')'= 


4.-2 


«i    «t 


«1     Ws 

0,i  du 


Inoltre  dalle  identità 
[4]  u,Ou  +  ufith  +  «,0»  =  0        (A  =  1,  2,  3) 

si  trae 


«t  «, 

,         «1       «3 

0«  G„ 

quadrando  queste  tre  ultime  e  poi  sommandole,  si  ottiene 
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=  2 


«1    «. 


+  ...  +  2 


»,iOs» 


+  .., 


Da  ultimo,  sommando  la  [5]  con  due  volte  la  [3],  risulta  l'espres- 
sione [1]  equivalente  alla  seguente  somma  di  sei  quadrati  : 


[6]  2  r»    "'      +2 


+  2 


o«o„ 


fG,iG«!      0,.  0«l'      <Ig„  0„      I0„O,JÌ"^|o„gJ        G„G„|r 

divisa  per  «,*  +  «»*  +  **»*• 

Prendendo  per  M^UfU,  i  coseni  degli  angoli  della  normale  al  piano  TT 
cogli  assi  delle  coordinate,  il  divisore  si  riduce  a  1,  ed  allora  abbiamo 
una  somma  di  sei  quadrati. 

I  quadrati  si  possono  ridurre  a  cinque,  e  ciò  in  tre  maniere;  poiché 
p.  OS.  la  somma  dei  primi  tre  vale 


0 


«» 


i,    »« 


»      j      U,       «.     I  tt,        tt.      !• 


grazie  alla  identità 


M, 


M, 


0.«    Oi» 


tt. 


tt. 


G.i    <>« 


«1 
G 


tt. 


«       «8. 


58.  Sappiamo  anche  ridurre  l'espressione  [1]  a  una  somma  di  due 
quadrati,  ma  di  espressioni  tnlie. 

Infetti,  dal  modo  come  abbiam  dedotta  la  [2]  apparisce  che  è  lecito 
in  essa  porre  zero  dov'ò  scritto  esplicitamente  tt,,  e  però 


Q(«,*  + «,')'=- 


sviluppando  mediante  i  prodotti  dei  suddeterminanti  formati  con  le 
orizzontali  1»  e  4»,  2»  e  3»,  si  ha 

— G(tt,'+M,«)«=G.,(2G„tt,M,-G3,tt,»-G„M3»)f(tt,a„-tt,0„)*. 


0 

0 

tt. 

«. 

0 

Gu 

G„ 

0.. 

tt. 

G,i 

G„ 

G« 

M. 

o« 

G,t 

G„ 
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e  per  le  [4] 

dì  qui  ricavando  il  valore  di  G  e  sostituendolo  nella  espressione  [ij, 
questa  diventa 

m  >  2Git(^'  +  V  +  ih^)  -  (Gli  +  Gli  +  G«)  M  +  U3«)  e 

"^  M  +  u^f 

che  è  una  somma  di  quattro  quadrati,  i  quali  si  riduconp  a  due  quando 
^1  u%  u^  indicano  i  coseni  suddetti. 

Permutando  gì*  indici  1  2  3,  si  ottengono  due  espressioni  analoghe 
coi  denominatori  (u^*  +  Mj*)*,  (u^*  -f-  t*j*)*.  Ed  è  facile  verificare  che 
le  quantità  che  si  trovano  elevate  a  quadrato  nei  tre  primi  numera- 
tori danno  per  somma  zero,  e  cosi  pure  quelle  nei  tre  secondi  nu- 
meratori. 

L'equazione  6(p)  =  0  ha  le  radici  eguali  allorché  è  nullo  il  suo  di- 
scriminante, e  quindi  allorché  son  nulli  tutti  i  sei  quadrati  della  for- 
mola  [6],  oppure  i  due  della  formola  [7].  Si  può  verificare  che,  annul- 
lando questi  quadrati,  si  ricade  nelle  condizioni  [25]'  §  53  affinchè  la 
conica  sia  un  circolo. 

EflXBCizio  1.  Trovare  Tequazione  del  cono  supplementare  di  un  dato  cono  qna- 
drico»  cioè  del  cono  che  è  il  luogo  delle  perpendicolari  nel  vertice  ai  piani 
tangenti  del  primo  cono,  e  anche  l'inviluppo  dei  piani  perpendicolari  nel  ver- 
tice alle  generatrici  del  primo. 

Sia  il  vertice  comune  rorìgine,  e  gli  assi  ortogonali  :  allora,  se  il  cono  dato 
è  f(a?i  «id?s)"0,  il  supplementare  sarà,  come  inviluppo,  f  (iii  u^  «3)  =»  0 ,  e  come 
luogo,  F(afiaJiapa)  =  0. 

Ea.  2.  L'equazione  del  cono  asintoto  della  quadrica  f(a?)«=0  può  scriversi 

f  (A^^x^ — AuX^ ,    A^^ppi—A%^pp^ ,     Aufie^  —  A^^x^ ,    0)  «=  0  . 

Es.  3.  Le  coordinate  radiali  del  diametro  coniugato  alla  giacitura  (Wf  119  uz) 
sono 

rki  =  AkiM^  +  Ahi,u  Ut  +  AhiM  th  = 

ove  hikl  ò  una  permutazione  pari  di  1284. 

E.  D'OyiDio,  Geometria  analitica.  27 


aui 

QU 

aia 

ati 

an 

an 

W| 

Ut 

«3 
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Es.  4.  Le  equazioni  che  determinano  le  direzioni  principali  possono  scriverfli 
(in  assi  ortogonali) 

(oaaP  —  -BasK  =  (as,p  —  5,i)aj  =  (a„p  —  ftjìoj; 

e  l'equazione  A(p)^0  può  scriversi 

aA*  +  p      I  ahi  ,  akk 


aotp  ^  Bih       akhp  —  Bkh        aM  p  —  Bm 


=  0, 


ove  hik  è  una  permutazione  pari  di  128. 
Es.  5.  Se  la  quadrica  è  rotonda,  le  direzioni  principali  (in  assi   ortogonali) 

sono  quelle  contenute  nel  piano  —  H -^ — -ssaQ   e   la   perpendicolare    a 

<ha       «81        «is 
questo  piano.  L'asse  di  rotazione  é 

anUse)=<hA{x>==aiiUx)    o    Os8(p'a?i— au^J^OsiCp'^i— ««4a?4)=Oii(p'«3--Oi4iP4), 

e  il  piano  principale  ad  esso  perpendicolare  è 

Osa         081  aii  Oss  O31  «if 

e  la  radice  semplice  ò 

t,  /       t  i  \   n^'\  /         I    Ghiaia    ,   ahuctik  \ 

p  =— («ii+fl«  +  083  +  2p)==»—  «**+-rr-  +  -;; —  • 

\  ahk  ahi     I 

Es.  6.  Le  coordinate  radiali  dell'asse  di  rotazione  di  una  quadrica  rotonda 
a  centro  sono  rM^^^AhiM^hi,  rhA  =  BhiBhìt,  e  di  un  paraboloide  rotondo 
rhi=Ah{M''  VBicìcì  rh*  «»  I^Bm;  denotando  con  hik  una  permutazione  pari  di  123 
e  dando  ai  radicali  segni  convenienti. 

Es.  7.  Se  un  solo  dei  coefficienti  a,i  ois  osa  in  f(x)  è  nullo,  il  discriminante 
di  A(p)  non  ò  nullo,  e  la  quadrica  non  é  rotonda. 
Se  ais  =  ai3<=a0,  il  discriminante  di  A(p)  si  riduce  a 

)  («sa-osa)'  +  4om*  i   !  («11  —  <h«)(oii-a88)  —  ««*  (*, 

e  però  si  annulla  solo  quando  («n  —  oti)  (oii— 083)^0^88  • 
Se  poi  aisa=ai3=»as8«=0,  il  discriminante  diviene 

(«11  -««)*  («M  —  «33)*  («88  —  «11)*, 

e  si  annulla  quando  due  dei  coefficienti  a^  an  033  sono  eguali. 

Es.  8.  Fra  i  punti  di  un  piano  «ia?i  + ...  +  U4  =  0,  il  centro  della  conica  pro- 
dotta nella  quadrica  f  (xi  a^  a?8 1)  =  0  dal  piano  è  quello  che  può  render  mas- 
sima 0  minima  la  funzione  f(xi  Xf  x^  1). 

Es.  9.  Rispetto  alle  coniche  prodotte  in  una  quadrica  dai  piani  di  una  stella 
0  di  un  fascio,  il  luogo  dei  poli  delle  rette  comuni  a  quei  piani  e  ad  un  piano 
fisso,  e  in  particolare  il  luogo  dei  centri  di  quelle  coniche,  è  rispettivamente 
un  piano  0  una  retta. 
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Es.  10.  Gli  assi  della  conica  sono  nei  piani 


Oll+P 

aii  +  pw« 

Oi8  +  PWlS 

W| 

«ii  +  pww 

«ti  +  P 

«83  +  PWta 

Uà 

«31  +  pulsi 

oa  +  puiM 

«W  +  P 

«8 

fiW 

«^) 

f3{a?) 

0 

=  0, 


ove  p  è  una  radice  di  Q(p)  =  0. 

Es.  11.  Il  discriminante  di  6(p)  è  eguale  alla  somma  di  quadrati 

3«i*(tt8G8t-U3GiJ^+...+  ;^2  \  (^*lC^M-u»C^3,)M3*+(«lG„-.tt3Gl,)u^*  r+". 

divisa  per  Ui'm»*  +  iij^Ua*  +  MsW- 

Es.  12.  Determinare  le  coniche  prodotte  dal  piano  x-^-y  +  z^O  nelle  qua- 
driche  4«*  +  y*  —  48*  +  l  =  0,    oey -\- xz -{- yz  =  a, 

Es.  13.  Determinare   il   circolo   comune   alla  quadrica  xy  =  s^  e  al  piano 

z  =  x  +  y  +  k, 

Es.  14.  Data  una  quadrica  f(a?):=0,  Tequazione 

fiW  Ux)  Ux) 

x^ix/^  —  XiXi    x^i —  Xfjst!f    x^ ^  —  Xifii^^ 

Ui  Ua  Ila 

rappresenta  un'altra  quadrica,  che  passa  pel  punto  (a;']...)  e  pel  centro  della 
data  quadrica.  Essa  diviene  un  cono  che  ha  il  vertice  nel  punto  {xx„\  se 
questo  punto  appartiene  al  diametro  della  data  quadrica  coniugato  con  la  gia- 
citura (tti  ws  U3)  :  ed  allora  il  punto  medesimo  è  centro  della  conica  comune  alla 
data  quadrica  e  al  piano  di  giacitura  (wi ...)  che  passa  per  esso.  Inoltre  il  cono 
è  secato  da  questo  piano  lungo  i  due  assi  della  conica,  ed  ha  tre  generatrici 
parallele  agli  assi  della  data  quadrica. 

Es.  15.  Trovare  le  condizioni  perchè  due  quadrìche  di  date  equazioni  siano 
simili,  e  in  particolare  omotetiche. 

Es.  16.  Due   quadrìche   omotetiche   e  concentriche  hanno  gli   stessi  piani 
ciclici. 

Es.  17.  Studiare  il  fascio  di  sfere,  il  piano  radicale  di  due  sfere.  Tasse  radi- 
cale di  tre  sfere,  il  centro  radicale  di  quattro  sfere. 

Es.  18.  Le  normali  a  una  quadrica  nei  punti  di  una  retta  di  essa  formano 
un  iperboloide  iperbolico. 

Es.  19.  Preso  per  origine  un  punto  qualsiasi  della  quadrica  e  per  piano  X|X, 
il  piano  tangente  ivi,  T equazione  della  quadrica  diviene 
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Qui  ponendo  a?8  =  0,  si  ha  Tequazione 

la  quale  nel  piano  XjX,  rappresenta  le  due  rette  che  esso  ha  comuni  con  Ja 
quadrica;  rette  reali  e  distinte,  reali  e  coincidenti,  complesse-coniugate ,  se- 
condochè 

oii«M—  o«*  <=>  0 . 

Or  questa  quantità  differisce  pel  fattore  — 034^  dal  discriminante  della  pre- 
cedente equazione  della  quadrica;  laonde,  se  non  è  nulla,  il  suo  segno  é  opposto 
a  quello  di  tal  discriminante,  e  quindi  anche  a  quello  del  discriminante  A 
dell'equazione  più  generale  della  quadrica;  e  se  é  nulla,  è  nullo  anche  A. 
Dunque:  ogni  punto  di  una  quadrica  reale  è  iperbolico,  ellittico t  parabolico,  se- 
condochè  U  discriminante  dell'equazione  della  quadrica  è  positivo,  negaiivo,  nullo. 

Questa  semplice  dimostrazione  di  tal  teorema,  nel  testo  stabilito  per  altra 
via,  é  del  Prof.  L.  Bianchi.  Essa  è  di  natura  proiettiva,  come  il  teorema  stesso. 

Es.  20.  Una  conica,  rotando  intomo  a  una  retta  del  suo  piano,  genera  una 
superficie  di  4**  ordine.  Se  la  conica  b  un  circolo  si  ha  il  toro. 
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CAPITOLO  XX. 
Equazioni  ridotte  e  classificazione  delle  quadriche. 


QtMd/Hche  a  centro 
riferite  a  tre  diametri  caniìigati. 

§  t.  Esaminiamo  quali  particolarità  offra  la  posizione  della  quadrica 
rispetto  ai  piani  coordinati,  quando  nella  equazione  t{co^  x^  a?3 1)  =  0 
in  coordinate  cartesiane  manca  un  termine,  ossia  è  nullo  uno  dei  coef- 
ficienti. 

Se  a^^  =  0:  Torigine  è  sulla  quadrica. 

Se  0^4  =  0:  Toriglne  è  nel  piano  diametrale  {^{pc)  =  0  coniugato  ai- 
Tasse  coordinato  x^. 

Se  a,4  =  0  0  a^^  =  0:  analogamente  per  gli  altri  due  assi. 

Se  ait  =  0:  il  piano  diametrale  coniugato  alleasse  x^  è  parallelo  ai- 
Tasse  x,,  e  viceversa.  Laonde,  se  la  quadrica  ha  centro,  gli  assi  coor- 
dinati x^  e  x,  son  paralleli  a  due  diametri  coniugati;  e  in  ogni  caso 
son  paralleli  a  due  diametri  coniugati  della  conica  {(a)iX^Oi)=:^0 
che  la  quadrica  ha  nel  piano  x^x^,  od  anche  a  un  diametro  di  questa 
conica  ed  alle  corde  ad  esso  coniugate. 

Se  ai8=:0  0  a«3  =  0:  analogamente. 

Se  aii=0:  Tasse  x^  incontra  la  quadrica  in  un  punto  alTinflnito, 
poiché  la  f(a7t00i)==0  ha  una  radice  infinita;  in  altre  parole  Tasse 
x^  è  parallelo  a  un  asintoto  della  quadrica. 

Se  a,2  =  0  0  «33=0:  analogamente. 

I  casi  di  mancanza  di  più  termini  corrispondono  a  combinazioni 
delle  particolarità  accennate.  Valgano  alcuni  esempi  : 

Se  «14  =  0,  «84  =  0,  «34  =  0:  l'origine  è  comune  ai  piani  diametrali 
coniugati  alle  direzioni  x^,  x^,  x,,  ossia  è  centro  della  quadrica.  Del 
resto,  perchè  Torigine  sia  centro,  evidentemente  bisogna  e  basta  che 
l'equazione  f(a?i a?, ^3 1)  =  0  non  si  alteri  mutando  di  segno  x^x^x^, 
e  quindi  che  manchino  i  termini  di  i*"  grado. 


Digitized  by  VjOOQ iC 


422  Gap.  XX  -  §  1,  2,  3 

Se  ai,  =  0,  «13  =  0,  «23=0:  gli  assi  coordinati  son  paralleli  a  una 
terna  di  diametri  coniugati,  quando  la  quadrica  ha  centro.  E  in  ogni 
caso,  uno  degli  assi  coordinati  è  parallelo  a  un  diametro  della  qua- 
drica, e  gli  altri  due  sono  paralleli  a  due  diametri  coniugati  della 
conica  prodotta  nella  quadrica  da  un  piano  coniugato  con  quel  primo 
diametro. 

Se  «11  =  0,  «82=^»  «33  =  0:  gli  assi  coordinati  son  paralleli  a  tre 
asintoti.  Il  che  è  possìbile  soltanto  per  un  iperboloide. 

9.  Supponiamo  che  la  quadrica  abbia  un  centro  {B  ^0),  e  traspor- 
tiamo ivi  forigine,  senza  mutare  le  direzioni  degli  assi  coordinati. 
Applicando  i  §§  6  e  il  e.  XIX,  si  ottiene  per  equazione  della  qtut- 
drica  riferita  al  centro  come  origine 

[1]  aiiX,«+a22X2»+a33^8*+2a,2X,X2+2ai8^i^3+2«23^2^3+  4=0; 


vale  a  dire  che  si  ha 


{{w,X,X,i)=:{iX,X,X^O)+^. 


3.  Quest*equaziono  si  può  render  più  semplice,  cangiando  le  dire- 
zioni degli  assi  coordinati  in  modo  che  spariscano  i  tre  termini  coi 
prodotti  di  due  coordinate;  il  che  si  ottiene  prendendo  per  nuovi  assi 
coordinati  una  terna  di  diametri  coniugati,  ossia  riferendo  la  quadrica 
a  tre  piani  diametrali  coniugati.  Bisogna  fare  la  sostituzione 

Xh  =  amiVi  +  ah^cc^  +  (^tsx^       {h  =  1, 2,  3), 

in  cui  x^x^x^  denotano  le  nuove  coordinate  (diverse  dalle  or,  x^x^ 
originarie),  e  a^^...  hanno  i  significati  accennati  al  e.  Vili  §  14,  e  però 
dipendono  da  sei  parametri;  allora  la  [1]  assume  la  forma 

a\,x;'+a\^x^^+a\^^^+2a\^x,x^+2a\^x,x^+2a\^x^x^+  ^=  0, 

in  cui  le  a\^...  sono  funzioni  quadratiche  omogenee  delle  a^i...  Egua- 
gliando a  zero  a\^a\^a\^,  si  hanno  tre  equazioni  nelle  a^i...;  sicché 
la  riduzione  si  può  fare  in  oo^  modi.  Ma  a  noi  .basta  trovare  i  coeffi- 
cienti della  trasformata,  senza  entrare  nei  particolari  della  sostituzione. 
All'uopo  osserviamo  che  Veqvuizione  della  quadrica  riferita  a  una 
tema  di  diametri  coniìigati  è 

[2]  a'i,^,»+a'„a72*+a'33^3'+  |-  =  0  ; 
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e  ricorriamo  agli  invarianti  stabiliti  al  e.  XIX  §  8.  Chiamando  X^  \^  X, 
gli  angoli  dei  tre  diametri  e  A  il  seno  quadrato  dei  loro  triedro, 
avremo  le  tre  equazioni 

roT   •  I> a'iisen'Xi  +  a'nsen'Af  +  o'ssflen'Xs 

L^J  Q-  A  ' 

^^^  Q~  A 

L^'J  Q- A~- 

Queste  equazioni  determinano  a\^a\^a^^,  quando  son  dati  X^  X,  X3  e 
quindi  A-  P.  es.  eliminando  a'^^  ^  ^'33»  si  ha  un'equazione  di  grado 
1.2.3  =  6  in  a\^J  che  fornisce  sei  valori  per  a\^y  a  ciascuno  dei  quali 
corrisponde  nelle  [3]  e  [4]  un  valore  di  a'jg  e  uno  di  a'gj,.  Ma  il  cal- 
colo e  la  discussione  di  questi  valori  sono  complicati;  e  inoltre  biso- 
gnerebbe assegnare  le  limitazioni  cui  van  soggetti  X^  X,  X3.  Si  è  perciò 
che  noi  non  proseguiremo  in  questa  via. 

Più  facile  è  il  caso  particolare  X^  ==  X^  =  X3  =  X,  onde  A  =  1 — 3cos*X 
+  2cos*X.  Allora  la  [3]  diviene 

[<^J  ^x  =  ^'**  +  ^'««  +  ^'33  » 

e  con  le  [4]  e  [5]  determina  la  somma  di  a\^a\^  a'33,  la  somma  dei 
loro  prodotti  a  due  a  due,  e  il  prodotto  di  tutti  tre;  quindi  si  otten- 
gono — a\^y  — a'28,  — a'33  come  radici  dell'equazione  di  3*»  grado 

^P'+^P*  +  ^P  +  ^  =  0; 

e  resta  a  vedere  a  quali  limitazioni  vada  soggetto  X. 

4.  Ma  la  ricerca  più  facile  e  più  importante  è  quella  della  equa- 
zione della  quadrica  riferita  ai  suoi  piani  principali. 
Allora  le  [3]  [4]  [5]  divengono 

e  però  — a^^,  — a\^,  — a'33  sono  le  radici  della  equazione 
Qp^  +  Z)p*  +  Cp  +  5  =  0,  ossia  A(p)  =  0. 
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Del  resto,  è  evidente  che  la  [4]  e.  XIX  §  26,  applicata  alla  [2\,  si 
riduce  ad  (a'^^  +  p)  (a'„  +  P)  (a'gs  +  P)  =  0,  onde  le  sue  radici  sono 

— a'ii.  — «n.  — «'«• 

Sappiamo  che  le  radici  di  questa  equazione  sono  reali,  e  potremmo 
scriverne  le  espressioni  in  funzione  di  QDCB;  ma  ce  ne  dispen- 
siamo. 

È  lecito  scegliere  per  valore  di  — a\^  una  qualunque  delle  radici,  e 
cosi  per  — a',,  e  — ^'u  !  poiché  ciò  equivale  a  permutare  le  veci  degli 
assi. 

Vi  possono  essere  tre  radici  positive,  o  tre  negative,  o  due  positive 
e  una  negativa,  o  una  positiva  e  due  negative.  Nessuna  è  nulla,  es- 
sendosi supposto  B^O, 

In  ogni  caso,  se  A^^^O,  la  [2]  mostra  che  la  quadrica  ha  comuni 
coi  suoi  assi  punti  pei  quali  è  rispettivamente 


.=±FS.         ^^-±Ì-&.'      -3  =  ±^^^ 


mx 


e  l'equazione  stessa  può  scriversi 

[8]  A_^ A_^ j_      *-"• 

Sa  11  Sa  n  Sa  a 

I  secondi  membri  delle  [7]  possono  essere  reali  o  imaginar!   puri: 
chiamando  a^  a,  a^  i  loro  moduli,  cioè  ponendo 

a4  =  mody— ^.    a,  =  mody— ^,    «3  =  mody— ^, 
si  ha  ±«1*=— ^-7-,  —  tìj',4=-h^-i,  e  cosi  via;  cosicché  Tequa- 

Jfa  11  x>a] 

zione  in  R* 

ha  per  radici  dha^',  ±«2*»  ±^3**  Queste  radici  possono  esser  tutte  po- 
sitive, 0  tutte  negative,  0  due  positive  e  una  negativa,  0  una  positiva 
e  due  negative. 

Dunque:  l'equazione  di  una  quadrica  a  centro,  riferita  ai  piani 
principali^  si  riduce  a  uno  dei  seguenti  tipi,  se  -4^=0: 
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[I]  ?-«  +  S  +  S-^  =  0' 

ai        df*       O] 


''*   ■.^'   ,   ?3»   r4-i 


™  ?^+5+5+^=^' 


[ni.]  ?L  +  ^_5L        1=0, 

ai'       oj*       Os* 

[IVO  ^;-.?^_?l;_i=o. 

oi*       a^       a^ 

Se  poi  è  ^  =  0,  allora  la  [2]  si  riduce  a 
[9]  a\,x^  +  a'„a?,«  -|-  a\^^^  =  0  ; 

ponendo  a^  =  mod  |/l  :  a^j ,  a^  =  mod  |/l  :  a',, ,  tijs  =  ^^  J^*  •  ^'ss  » 
vediamo  che  a^*  a^*  ^g*,  prese  coi  debiti  segni,  sono  le  radici  dell'e- 
quazione in  R* 

A(— l:/2«)  =  0, 

e  che  Vequazione  di  una  quadrica  a  centro,  riferita  ai  piani  prin- 
cipali, si  riduce  a  uno  dei  seguenti  tipi,  quando  A  =  Q: 

«1         (H         <»s 

[VI.]  "^^"^^^  =  0. 

oi*   '    oa»       aj' 

La  [2]  è  una  forma  canonica  della  f(a?,  a?,  a?,  1)=  0,  quando  A  e  B 
non  son  nulli  ;  se  solo  ^4  =  0,  la  forma  canonica  è  la  [9]. 

Classificazione  e  descrizione  delle  quad/Hclie  a  centro. 

5.  Esamineremo  particolarmente  i  sei  tipi  ora  enumerati. 
L'equazione  [I.]  per  a?3  =  0  dà 
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onde  nel  piano  x^x,  la  quadrica  ha  per  sezione  principale  un'ellisse 

concentrica  alia  quadrica, 
con  gli  assi  lunghi  2a^,  2a^^ 
nelle  direzioni  degli  assi  x^ 
e  x,  della  quadrica.  Simil- 
mente, nel  piano  x^x,  si  ha 
un'ellisse  di  assi  2a^  2a^j 
diretti  secondo  le  rette  x^ 
e  Xg;  e  nel  piano  x^Xg  un'el- 
lisse di  assi  202,  2a^j  diretti 
secondo  Xj  e  Xg. 
Scritta  la  [I.]  cosi: 


?L  j.  fi*  —  4  _  ^ 


ossia 


Xi' 


ari* 


"•('-S)    '•'{'-'$) 


=  1, 


si  vede  che  un  piano  parallelo  a  x^  x^  alla  distanza  ±x^  seca  la  qua- 
drica lungo  un'ellisse,  il  cui  centro  è  sull'asse  Xg  della  quadrica,  i  cui 
assi  hanno  le  lunghezze 


^'f-i     ^'f'-$- 


e  son  diretti  parallelamente  alle  x^  e  x,.  Facendo  crescere  a?,  da  0  ad 
a^,  si  ha  una  serie  di  ellissi,  i  cui  assi  decrescono  da  2a^  e  2a^  a 
zero,  e  che  son  tutte  simili  e  slmilmente  poste,  essendo  costanti  le 
direzioni  e  II  rapporto  dei  loro  assi.  Per  cc^  =  as  l'ellisse  si  riduce  a 
due  rette  ellittiche,  e  il  piano  è  tangente.  Per  a?3>a3  si  hanno  ellissi 
imaginarie.  Variando  o^g  da  0  a  — a^  e  poi  verso  — oo,  si  ritrovano  le 
stesse  cose. 

Analoghi  risultati  danno  i  piani  paralleli  a  x^Xg  e  x^Xg. 

La  quadrica  fi.]  è  dunque  una  superQcie  reale,  chiusa,  a  punti  el- 
littici: un  ellissoide  reale. 

Le  lunghezze  dei  suoi  assi  sono  20^,  20,,  2^3. 

L'ellissoide  è  rotondo  se  due  di  queste  lunghezze  sono  eguali  ;  è  sfe* 
rico  se  tutte  sono  eguali. 

Il  discriminante  della  [L]  è  — i:a^*ai*a3*;  dunque  nell'ellissoide 
reale  A  è  negativo. 

6.  Se,  per  un  punto  {x^  x^  x^  1)  dell'ellissoide,  p  è  la  lunghezza  del 
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semidiametro  che  ivi  termina,  e  a^  Og  03  sono  i  coseni  degli  angoli  che 
questo  fa  con  gli  assi,  si  ha 

a?4  =  pa,,    a?g  =  paj.    073  =  903,    a/  +  a2*  +  a3*  =  l , 

e  la  [L]  diviene 

[10]  K  =  ^^  +  ^  +  ^^' 

Posto  ai>flfg>a3,  avremo 

k^.+(i.-^.)«.'  +  (^.-^K. 

onde  "2  5=  -2 .  P  ^  «1  ;  vàie  a  dire  che  a^  è  il  massimo  semidiametro 

dell'ellissoide. 
Parimente  sì  ha 

onde-i<  -5,  p>  ag;  vale  a  dire  che  a^  è  il  minimo  semidiametro. 

Applicando  poi  la  [10]  a  tre  semidiametri  mutuamente  perpendicolari 
Pi  Pa  Ps  6  sommando,  sì  ha 

JL  +  l4-±  =  JL  +  ±  +  ± 

Pi^^P»"    '    P3*       a^^CH^^a,'' 

vale  a  dire  che:  nelV ellissoide  è  costante  la  somma  dei  valori  in- 
versi dei  quadrati  di  tre  semidiametri  perpendicolari  qiuilunque. 

9.  La  [IL]  non  è  soddisfatta  da  punti  reali;  poichòogni  punto  reale 
renderebbe  il  primo  membro  positivo. 

Le  coniche  principali  e  loro  parallele  sono  ellissi  imaginarie. 

Diremo  che  in  questo  caso  si  ha  un  ellissoide  imaginario. 

Il  discriminante  della  [IL]  è  1  :a^^a^a^\  dunque  A  è  positivo  per 
l'ellissoide  imaginario. 


».  La  [IIL]  porge 


?i*  _1_  ^  —  4  _L  ^  . 
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quindi  la  sezione  principale  nel  piano  x^x^  è  un*ellisse  concentrica 
alla  quadrica,  di  assi  2a^,2a^,  diretti  secondo  x^  x^;  e  variando  x^ 
da  0  a± 00,  si  hanno  ellissi,  coi  centri  suirasse  Xs  della  quadrica, 
ed  i  di  cui  assi 


2».}/'  +  ^.    ^f^ 


crescono  all'infinito  mantenendo  costanti  le  direzioni  x^  x,  e  il  rap- 
porto; vale  a  dire  ellissi  simili  e  similmente 
poste. 
Si  ha  pure 

onde  la  sezione  principale  nel  piano  x^x,  è 
un*  iperbole  concentrica  alla  quadrica ,  con 
Tasse  trasverso  di  lunghezza  2a^  nella  dire- 
zione x^,  e  con  Taltro  di  lunghezza  2a^  nella 
direzione  Xg.  Crescendo  x^  da  0  ad  a^^  si  hanno  iperboli  simili  e  si- 
milmente poste,  coi  centri  sulla  retta  x,,  ed  i  cui  assi  decrescono 
sino  a  zero.  Per  a?,=a,  si  hanno  due  rette  iperboliche,  e  il  piano  è 
tangente.  Per  x^  crescente  da  a^  a  oo,  scritta  la  equazione  cosi: 


X^         ^  —  ?^  _  -I 


«8 


«i 


<h* 


si  scorge  che  le  sezioni  sono  iperboli  simili  e  similmente  poste^  i  cui 
assi  crescono  da  0  a  oo;  ma  gli  assi'  trasversi  ora  vanno  nella  dire- 
zione X3  e  gli  altri  nella  direzione  x^.  Le  stesse  cose  per  x^  negativo. 

Pel  piano  x^x,  e  paralleli  si  hanno  iperboli  in  analoghe  condizioni. 

La  quadrica  [XIL]  ò  reale,  si  estende  in  due  sensi  ali*  infinito,  ha 
punti  iperbolici  ;  e  dicesi  iperboloide  a  una  falda.  Si  può  considerarla 
come  rientrante  in  so  stessa  lungo  la  conica  airinfinito. 

Le  lunghezze  dei  due  assi  su  x^  x,,  che  secano  la  quadrica,  sono 
2a^,  2a^\  e  chiameremo  2a^  lunghezza  delTasse  su  X3,  benché  questo 
non  sechi. 

Il  discriminante  della  [III.]  è  1  ra^'ag^ag*;  dunque  per  l'iperboloide 
a  una  falda  A  è  positivo. 

Come  la  [I.],  cosi  anche  la  [III.]  può  scriversi 


[11] 
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e  allora  si  può  verificare  che,  se  a^^a,,  a,  è  il  minimo  dei  semi- 
diametri trasversi.  Questi  poi  crescono  all'infinito,  e  divengono  infi- 
niti sugli  asintoti. 

Il  teorema  su  tre  semidiametri  perpendicolari  vale  per  l'iperbo- 
loide, purchò  si  osservi  che  il  quadrato  di  un  semidiametro  che  non 
seca  va  preso  negativamente. 

Se  ai=a^,  l'iperboloide  è  di  rotazione  intorno  all'asse  X3.  Non  è 
di  rotazione  se  a^=^a^  0  ai  =  a^. 


9.  La  [IV.]  dà 


22  1 


e  però  la  sezione  principale  nel  piano  x^Xg  è  un'iperbole  concentrica 
alla  quadrica,  con  Tasse  trasverso  2^^  nella  direzione  x^  e  l'altro  2a, 
nella  direzione  x^;  e  variando  a?3  da  0  a  ±c»,  si  hanno  iperboli  si- 
mili e  similmente  poste,  coi  centri  su  x,,  e  con  assi  crescenti  inde- 
finitamente sempre  nelle  stesse  direzioni. 

Nel  piano  x^Xj  e  paralleli  si  hanno  iperboli  in  analoghe  condizioni. 

Si  ha  pure 


«2*    I    ^3*_fll_  J  . 


e  però  la  conica  principale  nel 
piano  XgXg  è  un'ellisse  imagì- 
naria,  con  gli  assi  nelle  dire- 
zioni x^  e  Xg  ;  variando  rr^  da  0  a 
a,,  si  hanno  ellissi  imaginarie; 
per  x^  =  a^  si  ha  una  coppia  ellittica  di  rette,  e  il  piano  è  tangente  ; 
per  x^  crescente  da  a^  a  oo,  si  hanno  ellissi  reali,  ad  assi  crescenti 
indefinitamente,  e  tutte  simili  e  similmente  poste.  Lo  stesso  per  o?^ 
negativo. 

La  quadrica  [IV.]  è  dunque  reale,  a  punti  ellittici,  e  composta  di 
due  falde  estese  all'infinito,  di  cui  una  è  posta  da  una  banda  dello 
strato  compreso  fra  i  due  piani  paralleli  x^=a^,  074  =  —  a^,  e  l'altra 
dall'altra  banda.  Questa  quadrica  si  chiama  iperboloide  a  dite  falde. 

Si  può  considerarla  come  rientrante  in  so  stessa  lungo  la  conica 
all'infinito. 

L'asse  su  x^,  che  seca,  è  lungo  2a^;  0  chiameremo  2a^,  2a,  lun- 
ghezze degli  altri  due  assi. 


Digitized  by  VjOOQ iC 


430  Gap.  XX  -  §  9,  10,  11,  12 

Si  può  verificare  che  il  minimo  fra  i  semidiametri  trasversi  è  a^; 
essi  crescono  allMnfinito,  e  divengono  infiniti  sugli  asintoti. 

Quando  a^  =  a^  iperboloide  è  rotondo,  e  Tasse  di  rotazione  è  x^. 

Il  discriminante  della  [IV.]  è  —1  :  a^a^a^\  dunque  p^  V iperboloide 
a  due  falde  A  è  negativo. 

IO.  La  [V.]  è  soddisfatta  da  un  sol  punto  reale,  Torigine;  le  sezioni 
principali  sono  coppie  ellittiche  di  rette,  e  le  loro  parallele  ellissi 
imaginarie.  Questo  è  il  caso  del  cono  eUissoidico,  cioè  col  solo  vertice 
reale  (o  anche  ellissoide  ridotto  a  un  punto,  ellissoide  conico). 

Per  una  stessa  terna  di  valori  di  a^  a,  a^,  la  [I.]  e  la  [V.]  non  dif- 
feriscono che  nel  termine  indipendente  da  x^  x^x^\e  però  (XIX,  19) 
allora  la  [V.]  rappresenta  il  cono  asintoto  deirellissoide  [I.J. 

Lo  stesso  se  ^,  a^  a^  nelle  [I.]  e  [V.]  hanno  valori  proporzionali. 

I  i.  La  [VI.]  fornisce  per  sezioni  principali  una  coppia  ellittica  e  due 
coppie  iperboliche  di  rette.  Le  sezioni  parallele  alla  1*  sono  ellissi 
reali^  simili  e  similmente  poste  e  crescenti  all'infinito.  Le  sezioni  pa- 
rallele alla  2*  sono  iperboli  nelle  stesse  condizioni,  con  gli  assi  tras- 
versi tutti  nella  stessa  direzione;  e  lo  stesso  dicasi  delle  parallele 
alla  3*.  Questo  è  il  caso  del  cono  iperboloidico. 

Se  a^  =  a^,  il  cono  è  di  rotazione  intorno  all'asse  X3. 
La  [VI.]  rappresenta  il  cono  asintoto  dell'iperboloide  [III.],  se  a^  a,  a, 
sono  in  esse  eguali  0  proporzionali. 

II  cono  è  circondato  dall'iperboloide;  poiché  in  ogni  piano  parallelo 
a  x^x^  la  conica  dell'iperboloide  ha  gli  assi  più  lunghi  che  quella  del 
cono,  e  però  circonda  questa. 

Il  cono  asintoto  dell'iperboloide  [FV.]  è 

£i!  _^      ?^  — n 

e  le  sue  due  falde  circondano  rispettivamente  quelle  dell'iperboloide. 
È  chiaro  che  questo  cono  rientra  nel  tipo  [VI.]. 

Ite.  Poiché  le  radici  della  equazione  A(p)  =  0  sono  reali,  e  nessuna 
è  nulla  nell'attuale  ipotesi  B=^0,  le  positive  tiono  tante  quante  le  va 
riazioni  di  segno  nella  successione  del  coefficienti  di  A(p),  e  le  nega 
tive  quante  le  variazioni  di  segno  nella  successione  dei  coefficienti 
di  A( — p).  E  siccome  Q  è  sempre  positivo,  cosi  si  hanno  i  seguenti 
casi: 
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D    C    B 

-  +  - 
+  +  + 
+  ~  + 

—  +  +  ^  2  positive,  1  negativa 

+) 


3  radici  positive 
3  negative 


+ 

+  +  - 


1  positiva,  2  negative. 


È  chiaro  che,  se  le  tre  radici  hanno  lo  stesso  segno,  dev'essere 
C>0  e  BD>0\  se  due  radici  hanno  un  segno  e  la  terza  l'opposto, 
può  anche  essere  Z)  =  0  o  C  =  0,  ma  sarà  Z)=*=Ose  C>0,  e  (7=H0 
se  BD>0. 

Tengasi  poi  conto  del  fattore  A\B  nei  denominatori  della  [8];  e  si 
osservi  che,  se  si  mutano  i  segni  dei  coefficienti  di  f(a?),  la  quadrica 
non  si  altera,  ma  ^  e  Z)  mutano  di  segno,  mentre  A  ^  C  non  si  al- 
terano. 

Con  questo:  la  classificazione  delle  quadriche  per  cui  B^O  è  Ut 
seguente: 


A>0 

B=¥(sIa< 

^=0 


OO,  BD>0 
AltìH  casi 

BD>0 
casi 
(7  >  0 ,  BD>0 
Altri  casi 


AOO, 
(  Altri  ce 


Ellissoide  imaginario 
Iperboloide  a  una  falda 
Ellissoide  reale 
Iperboloide  a  due  falde 
Cono  ellissoidico 
Cono  iperboloidico. 


13.  L'equazione  di  una  quadrica  a  centro  si  riduce  sempre  a 


uno  stesso  fra  i  sei  tipi  già  trovati  di  forma  canonica^  quando  si 
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riferisca  a  tre  diametri  coniugati  qualunque;  e  ciò  in  virtù  della 
legge  d'inerzia  delle  forme  quadratiche  {App,  §  31). 
Laonde  si  potrà  ripetere,  per  le  sezioni  prodotte  da  tre  piani  dia- 
metrali coniugati  e  loro  paralleli, 
quasi  tutto  quel  che  si  è  detto  delle 
sezioni  principali  e  loro  parallele; 
e  così  ritroviamo  delle  proprietà 
già  altrimenti  dimostrate.  P.  es.  : 
due  piani  paralleli  producono 
nella  quadrica  sezioni  omotetiche; 
un  piano  produce  nella  quadrica  e  nel  suo  cono  asintoto  sezioni 
omotetiche  e  concentriche; 

se  un  punto  di  una  quadrica  a  centro  è  ellittico  o  iperbolico  o 
parabolico,  tali  son  tutti  (salvo  il  vertice  nel  cono); 

suir  iperboloide  a  una  falda  e  sul  cono  iperboloidico  esistono  rette, 
ma  non  già  suirellissoide  nò  sull'iperboloide  a  due  falde. 

Altrove  (XVIII,  10)  accennammo  ad  alcune  trasformate  di  f(a?),  che 
esse  pure  sono  forme  canoniche;  poiché,  indicando  con  hih  una  per- 
mutazione di  1  2  3  e  con  X^  Z,  X^  certe  forme  lineari  (di  cui  la  !•  con- 
tiene a?A,  la  2*  Xi,  la  3' a?*,  sicché  il  sistema  jr,  =  0  Z,= 0^3  =  0 
individua  un  punto  al  Qnito),  si  ha 


—  t{X^X^X^i)=^ 


B 


UhA 


^i'- 


ahkBiiA 


X*^^-  X* 1 


Or  confrontando  i  segni  dei  coefficienti  di  X^*  X^  X^\  si  scorge  che: 
nella  tabella  del  %  i2  è  lecito  sostituire  Ba  e  auk  a  C  e  D  (Ji,  i 
essendo  due  dei  tre  indici  1  2  3). 

14.  Per  calcolare  gì*  invarianti  metrici  assoluti  della  [I.],  supposta 
riferita  a  tre  diametri  coniugati  qualunque,  conviene  moltiplicarla  per 

—  — ,  poiché  allora  i  coefficienti  divengono  quelli  della  [2],  e  si  pos- 
sono applicare  le  [3],  [4]  e  [5];  si  hanno  cosi  le  relazioni 


A  I  gen^Xt   ,   8en%   ,   8en% 
'b\    a,'    "^    a,» 
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A^  I     l       .       1       ,       1     \       CA 


B\ 


Dalla  3*  sì  deduce 

[12]  aXVA=-:^; 

e  da  questa  moltiplicata  per  la  2% 

[13]  a,«  +  flrt'  +  a3'=-^; 

e  dalla  stessa  moltiplicata  per  la  1% 

[14]  (a  jajSenXJ»  +  (a^a  jSenX^)»  +  (a^a^senX^y  =  -^ . 

La  [13]  dice  che:  è  costante  la  somma  dei  quadrati  di  tre  semi- 
diametri coniugati  qualunque  di  un  ellissoide. 

La  [14]  dice  che:  è  costante  la  somma  dei  quadrati  delle  aree  dei 
parallelogrammi  costruiti  su  tre  semidiametri  coniugati  qualunque 
di  un  ellissoide  presi  a  dice  a  due. 

La  [12]  mostra  che  afl^a^/S  è  costante,  ossia:  é  costante  il  vo- 
lume del  parallelepipedo  costruito  su  tre  semidiametri  coniugati 
qualunque  di  un  ellissoide. 

Per  t  iperboloide  [IL]  a  una  falda  basta  mutar  di  segno  a^  ;  ed  è 
fàcile  enunciare  i  risultati,  grazie  alla  definizione  già  data  della  lun- 
ghezza di  un  diametro  che  non  seca  l'iperboloide. 

Per  V  iperboloide  [IlL]  a  due  falde  si  muteranno  di  segno  a^  e  a^. 

Qui  si  può  provare  che  nelV ellissoide  esistono  infinite  teme  di  dia- 
metri coniugati  eguali.  Poiché,  per  esservi  tre  semidiametri  coniu- 
gati eguali,  la  loro  lunghezza  comune  dev*essere  la  radice  quadrata 
della  terza  parte  della  somma  costante  [13];  or  descrivendo  una  sfera 
concentrica  all'  ellissoide  e  col  raggio  della  detta  lunghezza ,  questa 
sfera  ha  comune  con  T  ellissoide  una  curva,  sghemba  di  4^  ordine 
(XVIII,  27),  che  è  reale;  e  11  diametro  passante  per  un  suo  punto 
qualunque,  insieme  coi  due  diametri  equiconiugati  deirelllsse  secondo 
cui  il  piano  diametrale  coniugato  con  questo  diametro  seca  Tellissoide, 
produrrà  una  delle  terne  volute. 

E.  D'Oyxdio,  Geometria  tmaUHea.  9B 
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i&.  Se  nella  equazione  [I.]  deirellissoide  liferito  a  tre  piani  diame- 
trali coniugati  sì  muta  x^  in  d?^  —  a^,  si  viene  a  riferir  rellissoide  a 
un  piano  tangente  e  a  due  piani  diametrali  coniugati  con  esso  e  fra 
loro;  cioè  a  un  suo  punto  come  origine,  al  relativo  diametro  come 
asse  x^,  e«a  due  rette  coniugate  nel  relativo  piano  tangente  come 
assi  X,  e  X3.  L'equazione  diviene 

[15]  ?t;+^;4.£d_?«.^o. 

Analogamente  per  glMpcrboloidi. 


EqtMztani  ridotte,  classificazione 
e  descrizione  dei  paraboloidi, 

16.  Passiamo  ad  esaminare  il  caso  B  =  0,  A=¥^0.  Non  è  possibile 
fare  sparire  tutti  i  termini  di  !•  grado  dalla  f(a?,  aj^i^jl);  ma  è  pos- 
sibile fare  sparire  i  termini  coi  prodotti  di  due  coordinate,  mutando 
le  direzioni  degli  assi  coordinati  senza  spostar  Torigine;  ed  all'uopo 
servono  le  stesse  formole  esposte  per  le  quadriche  a  centro,  visto  che 
ivi  compaiono  solo  i  coefBcienti  dei  termini  a  2^  grado  di  {{x^x^x^i). 

Attualmente  Tequazione  A(p)  =  0  si  scinde  nelle  due 

p=:0,       b(p)  =  p«+gp  +  g  =  0; 

uno  dei  coefficienti  a^^  a',,  a'33  risulta  nullo,  e  sia  0*33  =  0.  Allora 
Tequazione  della  quadrica  diviene 

[1]  a\,X,'+a\,X,*-\-2a\,X,+2a\,X,+2a\^X^+au  =  0, 

e  il  discriminante  riducesi  a  — (^'u'^'tA'^^A^'*  ®  siccome  per  T  ipotesi 
^=4=0  esso  non  è  nullo,  cosi  sarà  a\i=¥^Oj  a'„4=0,  a'34  =#  0,  ed  anche 
C=#0. 

Ora  sposteremo  soltanto  l'origine,  portandola  in  un  punto  da  deter- 
minare (H.  £8^3 1);  l'equazione  [1]  diverrà  (XIX,  6) 

[2]       a^,^,•+a;,J7,«+2(a\,H,+a^4)J?,+2(a'„E,+a'^)a:3+2a'3,a?3 
+(a\,H,»+a',,H,«+2a\,E,+2a\,H,+2a'3,E3+a,,)  =  0. 
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Ciò  posto,  si  possono  far  sparire  due  termini  a  l""  grado  e  l*uUimo 
termine,  assumendo 

Oj4  5    Oi* 

1  —  ■"■    t    »     ^t  —  ^     >    » 
a  XX  ad 


u= 


2a'^ 


2a'tia'aa's4 


e  l'equazione  si  riduce  a 


[3] 


«'ii^i'  +  «M^**  +  2a's4^s  =  0. 


È  manifesto  (§  1)  che  Torigine  è  un  punto  della  quadrica,  X3  è  il 
diametro  per  quel  punto,  x^Xg  x^Xg  sono  due  piani  diametrali  coniu- 
gati, e  x^x,  è  un  piano  tangente. 

In  particolare,  si  può  supporre  che  Torigine  sia  il  vertice  della  qua- 
drica,  x,  il  diametro  principale  0  asse,  x^x,  il  piano  tangente  nel  ver- 
tice, x^x3,  X3X3  i  piani  diametrali  principali.  Ed  è  ciò  che  noi  perora 
riterremo. 

Poniamo  intanto 

a^  =  mod  ( —  a'34  :  a\^) ,      a^  =  mod  (—  a'34  :  a\^). 
1*.  Allora,  se  a\j  a\^  son  dello  stesso  segno,  la  [3]  può  scriversi 


[VII.] 


poiché,  se  venisse  +  20^3,  basterebbe  invertire  il  senso  positivo  su  X3. 

La  [VII.]  prova:  che  x^  non  può  esser  negativo,  sicché  la  quadrica 
resta  tutta  da  una  banda  del  piano  x^x,;  che  il  piano  x^x,  ha  comuni 
con  la  quadrica  due  rette  ellittiche 
per  Torigine,  simmetriche  rispetto 
a  x^  e  x^  ;  e  che,  crescendo  x^  da 
0  a  00»  i  piani  paralleli  a  x^x,  se- 
cano la  quadrica  in  ellissi  reali 
simili  e  simihnente  poste,  con  gli 
assi  nelle  direzioni  x^  e  x, ,  e  cre- 
scenti indefinitamente. 

Per  a?3  =  0  la  [VII.]  dà 

onde  il  piano  x^x,  seca  la  quadrica  in  una  parabola,  che  ha  per  ver- 
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tice  Torigine,  per  asse  Xg,  per  tangente  al  vertice  x, ,  per  parametro 
2^4-  E  scrivendo  la  [VII.]  cosi  : 


a,.«  =  2a.(a.,--g). 


si  vede  che  ciascun  piano  parallelo  a  x^x,  seca  la  qaadrica  in  una 
parabola  eguale  a  quella  in  x^x„  con  Tasse  nel  piano  x,x,,  e  sempre 
nella  direzione  x,. 

Slmilmente:  il  piano  x^x,  seca  in  una  parabola,  avente  per  vertice 
Torigine,  per  asse  Xg,  per  tangente  al  vertice  x^,  per  parametro  2a,; 
e  i  piani  paralleli  a  x^x,  secano  in  parabole  eguali  a  questa,  con  gli 
assi  nel  piano  x^x,  e  sempre  nella  direzione  x,. 

Insomma:  la  quadrica  può  venir  generata  da  una  parabola  mobile 
ma  invariabile,  il  cui  piano  si  muova  serbando  la  stessa  giacitura,  il 
cui  asse  serbi  la  stessa  direzione  e  lo  stesso  senso,  e  il  cui  vertice 
percorra  un*altra  parabola  fissa,  avente  Tasse  nella  stessa  direzione  e 
nello  stesso  senso  che  la  mobile,  e  situata  in  un  piano  perpendicolare 
al  piano  mobile.  Ed  è  facile  scorgere  che,  comunque  si  scelgano  due 
parabole  in  queste  condizioni,  si  genera  sempre  una  quadrica  del 
tipo  [Vn.]. 

La  quadrica  in  discorso  è  a  punti  ellittici,  e  si  estonde  alT  infinito 
in  un  sol  senso  :  un  paraboloide  ellittico. 

Esso  è  rotondo  intorno  alTasse,  se  a^  =  a^. 

Il  discriminante  della  [VII.]  è  -^iia^a^;  dunque  pel  paraboloide 
ellittico  A  è  negativo. 

iS.  Se  a\i  a\^  son  di  segno  contrario,  la  [3]  si  riduce  al  tipo 

[VIII.]  £i!  _  ^  _  2073  =  0. 

Questa  equazione  mostra:  che  il  piano  x^x^  ha  comuni  con  la  qua- 
drica due  rette  iperboliche,  simmetriche  rispetto  a  x^  e  x, ,  e  situate 
nei  due  piani 

Vai        Y<H  Vai        }/at 

che,  crescendo  (Tg  da  0  a  -{-  op,  i  piani  paralleli  a  x^x^  secano  in  iper- 
boli simili  e  similmente  posto,  con  gli  asintoti  paralleli  a  quelle  due 
rette  iperboliche,  con  gli  assi  diretti  secondo  x^  e  x,  e  crescenti  inde- 
finitamente; e  che,  decrescendo  073  da  0  a  — 00,  si  hanno  anche  iper- 


Digitized  by  VjOOQIC 


Gap.  XX  -  §  18,  19 


437 


boli  simili  e  similmente  poste,  ad  assi  crescenti  indefinitamente;  ma 
gli  assi  trasversi  sono  nella  direzione  x^  per  quelle  iperboli  e  nella 
direzione  x,  per  queste. 

Il  piano  x^x,  e  suoi  paralleli  producono  parabole  eguali,  di  para- 
metro 2ap  con  gli  assi  nel  senso  positivo  di  x^  e  nel  piano  x^x, 

Il  piano  x^x,  e  suoi  paralleli  producono  anche  parabole  eguali,  di 
parametro  2a^,  con  gli  assi  nel  piano  x^xs  e  nel  senso  negativo  di  x^ 

Insomma:  la  quadrica  può  venir  generata  da  una  parabola  mobile 
ma  invariabile,  il  cui  piano  si  muova  serbando  la  stessa  giacitura,  il 
cui  asse  serbi  la  stessa  direzione  e  lo  stesso  senso,  il  cui  vertice  per- 
corra un*altra  parabola  fissa,  avente  Tasse  nella  stessa  direzione  ma 
in  senso  opposto  a  quello  della  parabola  mobile,  e  situata  in  un  piano 
perpendicolare  al  piano  mobile.  E  comunque  si  scelgano  due  parabole 
in  queste  condizioni,  si  genera  sempre  una  quadrica  del  tipo  [Vili.]. 

La  quadrica  è  a  punti  iperbolici,  e  si  estende  all*inflnito  da  ogni 
parte  :  un  paraboloide  iperbolico. 

I  due  piani  [4],  i  quali  passano 
per  Tasse  del  paraboloide,  e  conten- 
gono rispettivamente  le  due  rette  del 

paraboloide  passanti  pel  vertice,  con-         /       v^    ì^^^f")^^ 
tengono  anche  le  due  rette  alTinflnito 
del  paraboloide;  giacché,  resa  omo- 
genea la  [Vili.]  e  poi  posto  a?^  =  0,  si  ritrovano  le  [4]. 

Questi  sono  i  cosidetti  piani  direttori  del  paraboloide. 
Un  paraboloide  iperbolico  non  può  esser  rotondo. 

II  discriminante  della  [Vili.]  è  lia^a,;  dunque  pel .  paraboloide 
iperbolico  A  è  positivo. 


19.  In  qualunque  modo  Tequazione  di  un  paraboloide  si  riduca  alla 
forma  [3],  i  termini  a  2^  grado  devono  aver  lo  stesso  segno  o  segni 
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contrari  secondo  che  il  paraboloide  è  ellittico  o  iperbolico,  in  virtù 
della  legge  d*inerzia  {App.  31). 

Gì*  invarianti  metrici  assoluti  di  un  paraboloide,  calcolati  suirequa- 
zione  cosi  ridotta,  forniscono  le  relazioni 

^^J  Q""  A  '       Q~     A     •       Q—  A  • 

e  dividendo  la  3*  per  la  2», 

formola  che  esprime  a',^  mediante  gFinvarianti,  e  che  ci  mostra  che 
nei  paraboloidi  A  ha  il  segno  opposto  a  C. 


Tenendo  presente  tutto  quanto  precede,  vediamo  che  :  la  clas- 
sificazione delle  qiMdriche  per  cui  B  =  0,  A^O  è  la  seguente: 


n-a    A^oì  ^^^'    ^>^' 
^-^'^*^U>0,    C<0, 


Paraboloide  ellittico,  /)=*=  0. 
Paraboloide  iperbolico. 


Qui  è  lecito  sostituire  Ba  a  C,  ove  i=U  2,  3;  poiché  la  forma  ca- 
nonica usata  al  e.  XVIII  §  10  per  B  =  0  diviene 

ove  hih  è  una  permutazione  di  1  2  3;  or  qui  i  coefficienti  di  X/ 
e  X2*  han  lo  stesso  segno  se  Bu<0,  diverso  se  &«t>0;  e  inoltre  la  rela- 
zione — Au*=^AiiA^^ — Aiiy=ABii  prova  che,  se  Air^,  A  e  Bh  hanno 
segni  opposti. 

lèÈ,  Se  si  calcolano  gfinvarianti  assoluti  della  [VII.],  dopo  averla 
moltiplicata  per  — a'34  ossia  ±y—^,  d'accordo  con  le  [5]  si  trova 

1/      A  l6Qn%   .   Ben'Xt\_DA        A    1     _  CA  , 

±r        eia,    "^a,j~Q'  Caia,"~Q' 

delle  quali  la  2*  può  scriversi 

r^n  A  AQ 

[7]  «i««A  =  — -^, 

e  allora  la  1*  diviene 

[8]  a^sen^Xj  +  a^sen'X,  =  ±  ~  y  —  ^ . 


Digitized  by  VjOOQiC 


Gap.  XX  •  §  21,  22  439 

Poiché  2ai,  2a^  sono  i  parametri  delle  parabole  nei  piani  x^x,, 
XjXj  e  relativi  al  punto  d'origine,  e  quindi  2a^8en^\^y  2ajSen'X4  sono 
i  parametri  principali  delle  medesime  (XVI,  20),  la  [8]  dice  che:  in 
un  paraboloide  ellittico  è  costante  la  somma,  e  in  un  paraboloide 
iperbolico  la  differenza  dei  parametri  principali  di  due  qualunque 
paràbole  coniugate. 

Sul  diametro  x,  prendiamo  un  segmento  arbitrario  /t,  e  pel  suo  ter- 
mine conduciamo  il  piano  coniugato  al  diametro:  il  piano  seca  il  pa- 
raboloide nella  conica 

2afi,  2ajìi  sono  i  quadrati  di  quei  due  semidiametri  coniugati  della 
conica  che  stanno  nei  piani  x^x,,  x^Xj ,  e  il  volume  del  parallelepipedo 
costruito  su  questi  due  semidiametri  e  sul  segmento  h  è  espresso  da 

n  \/2^  ^2a^h  |/A  =  2fty ojà^A = ^  \/^^AQ,  Per  la  [7]. 

Quindi:  il  volume  del  parallelepipedo,  che  ha  per  spigoli  due  semi- 
diametri coniugali  qualunque  di  una  conica  non  parabolica  del  pa- 
raboloide e  il  segmento  che  il  piano  di  essa  stacca  dal  diametro  suo 
coniugato,  varia  in  ragion  diretta  del  quadrato  di  quel  segmento, 
ma  non  dipende  dalla  posizione  del  diametro. 

Applicando  le  precedenti  relazioni  alle  due  parabole  principali,  è 
agevole  vedere  che  i  loro  semiparametri  principali  sono  le  radici  del- 
l'equazione in  P: 


'(=^^iR)=«- 


!V9.  Messa  l'equazione  di  un  ellissoide  o  di  un  iperboloide  a  due 
falde  sotto  la  forma  (§  15) 

si  facciano  crescere  a^a^a^  indefinitamente,  ma  si  supponga  che  ay*:a^, 
a^:a^  abbiano  per  limiti  ò^,  b,  (oppure  siano  costanti  ed  eguali  a 
bi,  bg);  l'equazione  diverrà 

che  rappresenta  un  paraboloide  ellittico. 
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Analogamente  da  un  iperboloide  a  una  Calda  si  deduce  un  parabo- 
loide iperbolico. 

Dunque:  ogni  paraboloide  può  considerarsi  come  limite  di  una 
quadrica  a  centro,  a  punti  ellittici  o  iperbolici  commesso,  la  qtiale 
varii  conservando  fissi  un  punto,  il  piano  tangente  tei  e  due  piani 
diametrali  coniugati  passanti  pel  punto,  mentre  il  centro  si  aUon- 
tana  alF  infinito  e  i  parametri  delle  coniche  che  la  quadrica  ha  nei 
detti  due  piani  diametrali  tendono  a  due  dati  limiti  o  si  consertano 
costanti, 

Classiflcaziane  dei  cilindri  e  delle  coppie  di  piani. 


Supponiamo  ora  ^  =  0,   A  =  0,   e  quindi   uno  almeno  degli 
^'li  ^'it  ^'«4  nullo. 
Sia  a',,=M),  a'^^'^  (onde  C=M)),  e  a\^=0:  prendendo 

*  d'i!         *  att 

e  lasciando  indeterminato  E,,  la  [2]  si  riduce  al  tipo 

[IX.]  a\,x,^  +  a'„a?,*  +  a\^  =  0, 

e  rappresenta  un  ciUndro  ellittico  o  iperbolico,  avente  per  asse  x,, 
e  per  traccia  nel  piano  x^x,  la  conica  ivi  rappresentata  dalla  [IX.]» 
secondochò  a^^  e  a\^  han  lo  stesso  segno  o  segni  opposti.  Nel  l""  caso 
è  IH=0  ed  ha  il  segno  di  a\^  e  a\^. 

Questa  conica,  se  è  anche  a\^=0,  degenera  in  due  rette  ellittiche 
0  iperboliche;  e  il  cilindro  riducesi  a  dice  piani,  reali  o  complessi- 
coniugati,  secantisi  lungo  una  retta  reale  al  finito,  e  determinati 
dalla  equazione 

[X.]  «  u^i*  +  ci\v^t  =  0. 

Sia  a\4#=0,  a'^  =  0  (onde  C  =  0.  2>=4=0),  e  ci^^^Q:  allora,  la- 
sciando indeterminati  g^  Ej  ed  assumendo  1^=^  —  a\^ : a\i ,  la  [2] 
diviene 

«'ii^i*  +  2ci'u^t  +  ^\a^ì  +  «44  =  0  ; 

or  conservando  il  piano  x^Xg,  e  movendo  gli  altri  due  in  modo  che 
uno  divenga  il  piano  2a't^x^  +2a!^^x^  -\-  a^^=:0  e  l'altro  sia  perpen- 
dicolare ai  primi  due,  questa  equazione  si  trasforma  in 

[XI.]  a\,X,'  +  2a'\,X,  =  Ò, 


Digitized  by  VjOOQiC 


Gap.  XX  -  §  23,  24  441 

che  rappresenta  un  cilindro  parabolico,  la  cui  traccia  sul  piano  X,X, 
è  la  parabola  rappresentata  ivi  dalla  [XI.],  e  le  cui  generatrici  son 
parallelo  alla  retta  X,. 

Analogamente  se  a\^=^0,  a'„=l=0  (onde  (7  =  0,  /)=H0),  e  a\^^Q. 

Sia  a'jj  #» 0,  a\^  =  0  (onde  C  =  0,  i>4=  0),  e  a'^  =  0:  la  [2]  diviene 

[XII.]  a\,X,^  +  2a\,  Z,+  2a\,X^  +  a,^  =  0, 

e  rappresenta  anche  un  cilindro  parabolico^  con  le  generatrici  nella 
direzione  X,.  Esso  riducesi  a  due  piani  paralleli,  se  anche  a' 24=0. 

Sia  a\4  =  0,  a'„  =  0  (onde  C  =  0,  Z>=0),  e  a'84=#0:  la  [3]  si  ab- 
bassa a  1"*  grado,  e  però  rappresenta  un  piano  al  finito  e  il  piano 
air  infinito. 

Lo  stesso,  se  è  anche  ^'3^  =  0  ma  a\^  e  a\^  non  sono  amendue 
nulli;  nel  qual  caso  si  ha  il  piano  all'infinito  contato  due  volte. 


*4I.  La  classificazione  delle  quadriche,  per  cui  3  =  0  e  A  =0,  è 
la  segv,ente: 

C>  0 (  DAu<0,    CUindro  ellittico  reale  (•) 

_  _      .  ^ „^  ^,    Cilindro  ellittico  imaginario 

A^o,  5—0^^^^  Cilindro  iperbolico 


l  DAtt<0, 
(  DAti>0, 

C=zO  Cilindro  parabolico,  Z)  =#  0. 


Qui  ^=1,2,3. 

Si  può  a  A  e  B  sostituire  dice  degli  A^^  A^^  A^^  A^. 

È  pur  lecilo  sostituire  Ba  a  C,  e  akhAu  a  DAu  {ove  hi  è  una  di- 
sposizione binaria  di  i,  2, 3). 

Da  ultimo:  la  classificazione  delle  quadriche,  per  cui  J?=0  e  A=Q 
con  caratteristica  2,  è  la  seguente: 

I  C >0    Due  piani  complessi-conit^ati  con  retta  co- 

1  mune  reale  al  finito 

B  =  0,  A  =  o\  C  <0    Due  piani  reali  id. 

l  [  ^«.  »/  >  0    Due  piani  paralleli  complessi- 

e  AHh  =  0  \  (j-,q\       coniugati 

f  ì  AKi,hi<0    Due  piani  paralleli  reali 

{hi=  12, 23, 31)  \  (  Am.  *<  =  0    Due  piani  coincidenti  reali. 


(*)  Poiché  allora  le   tracce  del   cilindro  ani  piani   coordinati  XgXs,...  sono 
elUssi  reali  (XVI,  18). 
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Per  C>0  è  2)4=0. 

Pel  caso  C  =  0  è  su/flcienie  che  si  annullino  5  suddeterminanii 
di  B. 
Si  può  sostituire  Bu  a  C. 

Taòella  delle  varie  specie  di  qtuidriche. 

9&.  Riepilogando  le  cose  dette  precedentemente,  ecco  la  tabella 
delle  varie  specie  di  quadriche»  relativa  alle  loro  equazioni  in  coor- 
dinate cartesiane: 


LC>0,BD>0 
"^^^^  Altri  casi 


Ellissoide  reale 
Iperboloide  a  due  falde 


/   A     c\}  ^^^'  BD>0  Ellissoide  imaginano 

"*"    '  il  >0J  ^^^^  ^^^  Iperboloide  a  una  falda 

_    ,  C  >0;  B2>> 0  Cono  ellissoidico 

^^  Altri  casi  Cono  iperboloidico. 


„_oi  ^<^'    ^>^' 
^-"<  A>0,    (7<0, 


/)=H0     Paraboloide  ellittico 

Paraboloide  iperbolico. 


I  i  DAu  <  0  Cilindro  ellittico  reale 

5  =  0  \  <  DAu  >  0  CUindro  eUittico  imaginario 

carati, A  =  3  )  e  <  0  Cilindro  iperbolico 

\  C  =  0 ,    Z)  =*=  0  Cilindro  parabolico. 


(7<0 


carati  A  =  2  ;  ^  ^  ^  gali  id. 


Bue  piani  reali  con  retta  co- 
mune reale  al  finito 
Bue  piani  complessi-conifi- 


ÌA        ^  A  Bue  piani  reali  paralleli 

A^'  *^>0  ^^^  ^^^^  complessi-coniu- 

**'  **  gali  paralleli. 


caratUA  =  1  ^  Bue  piani  reali  coincidenti. 

Qui  ^, /  =  !,  2,  3  e  h-¥t 
Si  può  dovunque  sostituire  a^k  e  Ba  a  B  e  C. 
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Proprietà  delle  qìiadriche  dalle  eqtM»ioni  ridotte. 


Presenteremo  ora  alcuni  esempi  dei  vantaggi,  che  nello  studio 
delle  proprietà  delle  quadriche  si  ricavano  dalVadoperare  le  forme 
ridotte  deirequazione  di  2®  grado.  Cosi  ci  si  porgerà  anche  occasione 
di  applicare  le  svariate  formolo  esposte  noi  precedenti  capitoli  rela- 
tivamente airequazione  generale  di  2^  grado. 

Denoteremo  con  xyz  le  coordinate  cartesiane  ordinarie  di  un  punto, 
e  con  uvw  \e  coordinate  pliickeriane  ordinarie  di  un  piano. 

Sia 

[1]  f(a,j,^l)  =  j;  +  ^VJ-i=0 

Tequazione  di  un  ellissoide  riferito  a  tre  diametri  coniugati,  dei  quali 
sono  2a  Zb  2c  le  lunghezze^  Sarà 

f,(a?...l)=J,   f,(a?...l)  =  J,,    f3(a:...l)  =  J,   f,(a?...l)=-l, 

«^J_       A^ L. 

L'equazione  del  piano  polare  del  punto  P'(a?'ì/'z'),  oppure  del  plano 
tangente  in  P'  quando  P'  è  un  punto  deirellissoide,  è 


a 


6« 


e  Tequazione  del  piano  diametrale  parallelo  a  questo  piano,  cioè  co- 
niugato al  diametro  diretto  al  punto  P\  è 

[3]  ^  +  ^  +  $  =  0. 

Le  coordinate  u  v  to  iéì  detto  piano  polare  dì  P'  sono 

[4]  u  =  -j;    «=-^    «>=-^; 

e  però 

[5]  aV  +  &V  +  c»UJ«  =  ^  +  ^  +  ^. 
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Di  qui/ supposto  P'  suirellissoide^  otteniamo  Tequazione  deirellissoide 
considerato  come  inviluppo: 

[6]  a*w«  +  &«t?«  +  c«t^»  —  1=0. 

Del  resto  è  focile  verificare  che 

F(wt?t<?l)  =  — ^(a«w«  +  &V  +  c«M;*— 1). 

L*equazione  di  un  piano  tangente  parallelo  a  quello  di  coordinate 
uvw  sarà  dunque 

[7]  ux-\'vy'^wz  +  \/a*u^  +  ^*t?*  +  d^w^  =  0. 

Se  p  è  la  distanza  del  centro  a  un  piano  (u  t?  t^)  e  a  p  t  sono  gli 
angoli  di  essa  con  gli  assi  coordinati,  si  ha  evidentemente 

[8]  w=-5^        t?  =  -^         t^  =  _£?!l; 

P  P  p 

e  se  il  piano  è  tangente  airellissoide,  si  deduce  dalle  [6]  e  [8] 
[9]  p*  =  a'cos'a  +  &'cos*8  +  c'cos'r . 

Se  pp'p^'  sono  relative  a  tre  piani  tangenti  mutuamente  perpendi- 
colari, applicando  ad  essi  la  [9]  e  sommando  si  trova 

[10]  p«4-p'«4.p"«=;:a»  +  &«+c« 

(essendo  cos'a+cosV  +  cosV  =  1,...).  Ora  p*  +p'*  +y*  equivale  al 
quadrato  del  vettore  che  va  dal  centro  al  punto  comune  ai  tre  piani. 
Dunque:  il  luogo  dei  puntiy  da  cui  si  possono  condurre  alTellissoide 
teme  di  piani  tangenti  perpendicolari  (ovvero  dei  vertici  dei  triedri 
trirettangoli  drcoscrilii  aJVeUissoideJ,  è  una  sfera,  concentrica  al- 

r ellissoide  e  di  raggio  ^a^  +  &*  +  e*.  Ritroviamo  cosi  che:  é  costante 
la  somma  dei  quadrati  di  tre  semidiametri  coniugati  (♦). 

V9.  SuppoAiamo  ora  Tellissoide  riferito  ai  diametri  principali. 


(*)  Questo  procedimento  è  applicabile  anche  alla  conica. 
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Per  determinare  i  piani  che  passano  pel  centro  e  secano  Tellissoide 
secondo  circoli,  chiamiamo  r  il  raggio  di  uno  qualunque  di  tali  cir- 
coli, ed  osserviamo  che  i  suoi  punti  appartengono  cosi  airellissoide 
come  alla  sfera  a?*  +  i/'  +  :8*  —  r*  =  0,  e  quindi  appartengono  anche 
alla  quadrica 

r«(J  +  g  +  5-l)-(a?«  +  y«  +  ^«-r«)  =  0, 
ossia 

Or  questa  quadrica  è  un  cono  che  ha  per  vertice  Torigine;  ed  è  chiaro 
che  esso  si  deve  scindere  nel  piano  del  circolo  richiesto ,  e  quindi 
anche  in  un  altro  piano,  il  quale  secherà  anche  la  quadrica  secondo 
un  circolo.  Airuopo  basta  si  annulli  il  discriminante  del  l""  membro 
considerato  come  forma  quadratica  di  xy  z^  ossia 


(^-.)(g-i)(J-.)=0, 


e  quindi  che  sia 


o     ^,-1  =  0.      0     t-i  =  0,     0     ^-1  =  0 


a' 


p-x-w,       .       ^ 


Nel  !•  caso  è  r*  =  a*  ;  l'equazione  diviene 

(a«  —  &•)  e V  +  («*  -  c*)&V  =  0 , 
e  si  scinde  nelle  due 

[11]  l\f¥^^^±-^\^^^^^  =  o. 

che  rappresentano  due  piani  per  Tasse  x  e  simmetrici  rispetto  ai  piani 
xy  XE. 
Del  pari  nel  2''  caso  si  hanno  due  piani  per  y, 

e  nel  3®  due  piani  per  s, 

[13]  ^j/^^^^±f^j/^^^=^  =  0. 


a 
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Or  supposto  a>l»c,  è  chiaro  che  solo  la  2*  coppia  è  reale;  e  se 
a  =  £»  0  &  =  c,  due  coppie  si  confondono  in  un  sol  piano  e  la  rima- 
nente ò  Imaginaria. 

Dunque:  per  ogni  ellissoide  reale  esistono  due  piani-  diametrali 
(reali)  che  secano  VeUissoide  secondo  circoli.  Questi  piani  passano 
per  Vasse  di  media  lunghezza^  e  sono  simmetricamente  posti  ri- 
spetto ai  piani  diametrali  principali.  Essi  e  i  loro  paralleli  costitui- 
scono i  due  sistemi  di  piani  reali  che  secano  PelUssoide  in  cfrcoU 
(piani  ciclici). 

NeWellissoide  rotondo  si  riducono  ai  paralleli. 

Il  diametro  coniugato  a  un  piano  della  2*  coppia  giace  nel  piano 
diametrale  principale  2/  =  0,  ed  ha  le  equazioni 


y  =  o, 


c]/2,«-c«        ±al/a«-6«' 


le  coordinate  dei  suoi  estremi  soddis&nno  a  queste  equazioni  ed  alla 
[1];  dunque  esse  sono 

si  hanno  cosi  quattro  ombelichi  reali. 

Alla  2^  e  3^  coppia  di  piani  ciclici  corrispondono  altre  due  quaterne 
di  ombelichi;  ma  sono  imaginarie. 

99.  Quasi  tutte  le  cose  ora  esposte  per  Tellissoide  valgono  anche 
per  r  iperboloide  a  una  falda  riferito  a  tre  diametri  coniugati  o  ai 
suoi  assi: 

[1]  5  +  ^-5-1  =  0; 

solo  bisogna  mutare  dappertutto  e?  in  — e',  e  quindi  e  in  ci. 

P.  es.,  se  per  un  momento  ab  e  indicano  i  semiassi,  posto  a>b,  i 
piani  ciclici  reali  sono  quelli  della  1^  coppia,  cioò 

[2]  ^(/a«— &»±7|/c«— a*  =  0; 

dunque:  nell'iperboloide  a  una  falda  i  di^e  sistemi  di  piani  ciclici 
reali  sono  paralleli  al  maggiore  dei  due  assi  trasversi. 
Gli  ombelichi  sono  tutti  imaginarì. 
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«9.  Scritta  la  [1]  cosi: 


ovvero 
[3] 


(f+:-)(:-r)=K^F)(*-^). 


si  scorge  che,  qualunque  sia  il  parametro  X,  la  retta  comune  ai  due 
piani 

HI  ^+7=*(«+J).  *(|-r)='-^. 

giace  suir iperboloide;  giacché  eliminando  X  fra  le  [4]  si  cade  nella  [3]. 
Facendo  prendere  a  X  tutti  i  valori  reali,  le  [4]  rappresentano  due 
fasci  di  piani  in  corrispondenza  univoca;  e  considerando  le  interse- 
zioni di  due  piani  corrispondenti  qualunque,  si  ottiene  un  sistema  di  oo 
rette  giacenti  suir iperboloide;  ed  è  facile  vedere  che  due  qualunque 
di  esse  sono  sghembe. 

La  [3]  mostra  che  un  altro  sistema  di  oo  rette  suUMperboloide  è  de- 
finito dalle  equazioni 


[5] 


|  +  1  =  ,(._|.),    M(^-f-)=l  +  t. 


facendo  variare  il  parametro  jii;  e  due  qualunque  fra  queste  rette  sono 
sghembe. 

Ma  una  retta  del  l""  sistema  e  una  del  2<'  cadono  in  uno  stesso  piano; 
o  per  assicurarsene  basta  osservare  che  sottraendo  dalle  [4]  rispetti- 
vamente le  [5]  si  ha  lo  stesso  risultato 

2/  =  «^(M-X):(m  +  X), 

e  però  le  quattro  equazioni  [4]  e  [5]  ammettono  una  soluzione  co- 
mune.  

Quattro  rette  del  l*"  sistema,  corrispondenti 
a  quattro  valori  assegnati  di  X,  secano  una 
retta  del  2*"  sistema  in  quattro  punti,  che 
sono  gli  stessi  in  cui  essa  è  incontrata  dai 
quattro  piani  del  fascio 


I +.-=*(«+'?) 


corrispondenti  a  quei  valori  di  X;  dunque  il 

birapporto  dei  quattro  punti  è  eguale  a  quello  dei  quattro  piani  ;  vale 
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a  dire  che  le  punteggiate  segnate  dalle  rette  di  un  sistema  su  quelle 
dolfaltro,  e  i  fasci  di  piani  por  le  singole  rette  di  un  sistema  e  per 
tutte  quelle  dell'altro,  son  tutti  projettivi. 
Fra  le  rette  del  1*  sistema  vi  sono  le 

(f+f=«-  '+f=«).  (i-f=»'  '-f=»). 

che  corrispondono  a  X  =  0  e  X=oo.  Similmente,  fra  le  rette  del  2**  si- 
stema vi  sono  le 

(l  +  7  =  ».     *-f=«).      {■!-7=».    •  +  i  =  <')- 

Per  ciascun  punto  dell'iperboloide  possiamo  far  passare  una  coppia 
di  piani  [4]  e  una  di  piani  [5],  e  però  due  rette,  una  per  sistema. 

Sappiamo  che  sopra  una  quadrica  non  possono  esìstere  più  di  due 
sistemi  di  rette.  P.  es.  i  sistemi  analoghi  a  [4]  e  [5]: 

te,  i+^=v(,  +  |),    v(|-f)=i-f-, 


coincidono  con  quelli.  Si  può  infatti   verificare  che  il  sistema  [7]  si 
riduce  a  [4],  e  [6]  si  riduce  a  [5],  prendendo  rispettivamente 

Tutte  queste  proprietà  concordano  con  quanto  esponemmo  nel  e.  XVIII 
§  13  e  nel  e.  XIX  §  17. 

È  chiaro  che,  considerando  due  rette  di  un  sistema  e  due  dell'altro, 
si  hanno  quattro  spigoli  di  un  tetraedro,  il  quale  è  contemporanea- 
mente iscritto  e  circoscrìtto  all'iperboloide.  I  rimanenti  due  spigoU 
opposti  del  tetraedro  sono  due  rette  coniugate.  Ogni  coppia  di  rette 
coniugate  individua  un  cosiffatto  tetraedro. 


Poiché  siamo  ritornati  sulle  proprietà  esposte  nel  e.  XVIII  §  13, 
crediamo  utile  ricercare  analiticamente  il  luogo  generato  da  una 
retta,  che  si  muova  appoggiandosi  a  tre  rette  date  sghembe  e  non 
parallele  a  uno  stesso  piano. 
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Per  avere  le  equazioni  delle  tre  rette  date  nella  forma  più  semplice, 
conduciamo  per  ciascuna  retta  i  piani  paralleli  alle  altre  due,  for- 
mando così  un  parallelepipedo^  del  quale  esse  sono  tre  spigoli  non 
contigui;  indi  poniamo  Torigine  nel  centro  del  parallelepipedo,  e  ti- 
riamo gli  assi  coordinati  parallelamente  alle  tre  rette.  Detti  2a,  2b,  2c 
ì  tre  spigoli,  è  chiaro  che  le  tre  rette  date  hanno  le  equazioni 

{y  =  by  z=z  —  e),   (3r  =  c,  07  =  —  a),   (a?  =  a,  |/  =  — &). 

Assumendo  le  equazioni  della  retta  mobile  sotto  la  forma 

x  —  af y  —  ^ x  —  z 

a      ""     p      "■     T     ' 

le  condizioni  perchè  essa  incontri  le  tre  rette  date  saranno 

i/ — h g^4"g      ^  —  g si-\'a      a/  —  g y +ft  . 

p—     t'        Y""a'         a      —     p' 

or  moltiplicando  queste  fira  loro  e  sopprimendo  gli  accenti,  avremo 
come  equazione  del  luogo 

{x  —  a){v-b){z  —  c)  =  {x  +  a){v  +  l)){,z  +  cl 
ovvero 
[8]  ayz  +  bzx  +  cooy  +  àbc  =  0; 

la  quale  (§  1)  rappresenta  un  iperboloide  a  una  falda  riferito  a  tre 
asintoti. 

Si  noti  che  nel  parallelepipedo  vi  sono  altri  tre  spigoli  non  contigui, 
i  quali  appartengono  anche  air  iperboloide:  essi  con  le  tre  rette  date 
costituiscono  un  particolare  esagono  fperboloUUco.  Tutte  le  facce  del 
parallelepipedo  sono  taogenti  airiperboloide,  e  ciò  in  sei  degli  otto 
vertici  del  parallelepipedo. 

È  chiaro  che  un  iperboloide  rotondo  a  una  falda  può  esser  generato 
in  due  modi  da  una  retta  che  roti  intorno  all'asse  non  trasverso. 

Del  resto,  possiamo  dimostrare  che:  la  superficie,  generata  da  una 
retta  rotante  Intorno  ad  una  retta  fissa  sghernba  con  essa,  è  un 
iperboloide  a  una  falda. 

Prendiamo  per  asse  delle  z  la  retta  fissa,  per  asse  delle  a  la  per- 
pendicolare comune  alla  retta  fissa  e  alla  posizione  iniziale  della  retta 
mobile,  per  asse  delle  y  la  perpendicolare  ai  due  assi  precedenti  ;  indi 

X  D*Otidio   Qéomdria  anaUtka.  89 
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chiamiamo  X  e  ^  Tangolo  e  la  distanza  costanti  fra  la  retta  mobile  e 
la  Qssa.  Saranno 

l/  =  jUi,     x=zig\ 

le  equazioni  della  detta  posizione  iniziale,  e  quindi  sarà 

[9]  a?«+y»=^VX  +  M* 

Tequazione  della  superficie.  Essa  dunque  è  un  iperboloide  a  una  &lda, 

di  semiassi  ji,  jm,  t^.  Mutando  il  segno  di  X,  si  ha  Taltro  sistema  di 

rette  sulla  superficie. 

Si.  Anche  per  T iperboloide  a  due  &lde 
[1]  J-,^-J-l=0 

valgono  quasi  tutte  le  formolo  e  le  proprietà  esposte  per  rellissoide 
(§§  25,  26,  27);  solo  bisogna  mutare  &*  e  C  in  — &•  e  — c\  e  quindi 
&  e  e  in  M  e  ci. 

P.  es.,  se  a  &  e  sono  i  semiassi,  posto  b>c,  ì  piani  ciclici  reali  sono 
quelli  della  2*  coppia,  cioè 

[2]  fV&^^^^if  j/a«4^*  =  ^' 

dunque:  nell'iperboloide  a  due  falde  i  due  sistemi  di  piani  ciclici 
reali  sono  paralleli  alfasse  non  trasverso  più  lungo;  e  va  notato 
che  non  tutti  questi  piani  han  comuni  con  la  quadrica  circoli  reali: 
fra  gli  altri  quelli  pel  centro.  I  quattro  ombelichi  corrispondenti  sono 
reali. 

Bift.  Quanto  al  cono  iperboloidico  riferito  a  tre  diametri  coniugati 

il  piano  polare  di  un  punto  {af  y'  z')  è 

e  però  ciascun  piano  {u  v  u))  tangente  lungo  una  generatrice  soddisfo 

Tequazione 

[3]  aV  +  &  V  —  c*w?«  =  0. 
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Il  cono  ammette  due  sistemi  di  piani  ciclici  realtà  e  precisamente 
gli  stessi  degl* iperboloidi  a  una  e  due  falde  cui  è  asintotico;  i  quali 
iperboloidi  sono  rappresentati  dairequazione 

VAI  3^    i    }^        sf 

V  essendo  qualunque. 
Le  equazioni  di  una  retta  del  cono  sono 

m  T+7=»f.    *(7-f)=-f' 

o  invece 

[6]  |  +  £  =  ^£.,       n(£_i.)=_£. 

OC  a  ^  \h         e  I  a 

L*equazione  del  cono,  generato  da  una  retta  rotante  intomo  a  una 
retta  fissa  che  essa  incontri  sotto  rangole  X,  può  ridursi  a 

[7]  a?»  +  i/«  =  ^VX; 

come  si  vede,  sia  direttamente,  sia  ponendo  m  =  0  neirultima  equa- 
zione del  §  30. 

E  Tequazione  del  cilindro,  generato  da  una  retta  rotante  intorno  a 
una  retta  fissa  parallela  ad  essa  ed  a  distanza  ji>  evidentemente  può 
ridursi  a 

[8]  a?*  +  y»  =  M*. 

38.  Passiamo  ora  ai  paraboloidi.  Sia 

[1]  ^  +  ^_2,  =  0 

l'equazione  di  un  paraboloide^  riferito  a  due  rette  coniugate  in  un 
piano  tangente  e  al  diametro  pel  punto  di  contatto. 
Allora 

f,(a?...l)  =  |,    f,(a7...1)  =  |-,    tlx...i)  =  —  i,    f,(a^...l)  =  -l, 
A  =  — \y    5  =  0,    ecc. 
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L'equazione  del  piano  polare  del  punto  V(cc^i/z'),  oppure  del  piano 
tangente  in  F'  quando  F'  è  un  punto  del  paraboloide,  è 

[2]  ^  +  V^^z  —  z'  =  0. 

a  0 

Se  (uvto)  son  le  coordinate  di  questo  piano,  si  ha 

[3]  «=-é.     ^=-—&'     -  =  7" 

e  però 

[4]  au^  +  bv'-2w=j-,(^^  +  ^-2z'); 

onde  risulta  che  Tequazione  del  paraboloide  come  inviluppo  è 
[5]  ati*  +  lw*  —  2w  =  0. 

Del  resto  ai  verifica  facilmente  che 

F(w  v  w?  1)  =  —  ^  (aw*  +  bv^  —  2w). 

L*equazione  del  piano  tangente  parallelo  al   piano  di  coordinate 
uvw  sarà  dunque 

[OJ  ux  +  vy  +  ioz+''^^^  =  0. 

31.  Se  p  è  la  distanza  dalPorigine  a  un  piano  tangente,  e  a  p  t 
sono  gli  angoli  di  essa  con  gli  assi  coordinati,  sì:  ha 

[7]  acos*a  +  &cos*p  =  2pcosT. 

Per  tre  piani  tangenti  mutuamente  perpendicolari  si  ha 

[8]  pcosT  +  p'cosf'  +  i?"cost"  =  ^^-Y^  ; 

e  siccome  il  l*"  membro  equivale  alla  projezione  suirasse  delle  z  del 
vettore  che  va  dairorigine  al  punto  comune  ai  tre  piani  ;  cosi  questa 
projezione  è  costante.  Dunque:  il  luogo  dei  vertici  dei  triedri  trtret- 
ianffoli  drcoscritti  al  paraboloide  ellittico  è  un  piano  perpendicolare 

all'asse.  Esso  dista  di  ^^-t-  dal  vertice. 
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35.  La  ricerca  dei  piani  ciclici  del  paraboloide  riesce  agevole,  se 
si  considera  il  paraboloide  come  limite  di  una  quadrica  a  centro  (§  22). 
Basta  mutare  a*  e  V^  in  ac  e  he  nelle  formolo  del  §  27,  e  poi  ritener 
costanti  a  e  &  mentre  si  fa  crescere  e  indefinitamente,  per  ottenere 
tre  coppie  di  piani  ciclici  del  paraboloide  ellittico  [1].  Supposto a>b 
nella  [i],  risulta  reale  solo  la  1^  coppia,  che  è 

[9]  ±vÌ^  +  ^  =  0; 

e  i  suoi  piani  coincidono  se  a  =  &. 

Dunque:  per  ogni  paraboloide  ellittico  esistono  due  sistemi  di  piani 
ciclici  reali;  essi  sono  paralleli  agli  assi  maggiori  delle  sezioni  perpen- 
dicolari aitasse,  ecc.  Nel  paraboloide  rotondo  si  riducono  ai  paralleli. 

I  due  ombelichi  reali  al  finito  del  paraboloide  ellittico  sono 


J0,±^/&(a-&),    ^{a-b)^, 


>.  Nel  paraboloide  iperbolico,  supposto  a>Oe&<0,  è  reale 
solo  la  3^  coppia  di  piani  ciclici,  cioè 

[1]  yy^à±x/^  =  0; 

ma  questi  sono  paralleli  ai  due  piani  direttori  (§  18),  e  quindi  i  circoli  in 
essi  contenuti  degenerano  in  una  retta  al  finito  e  in  una  retta  airinfinito. 
L*equazione  di  un  paraboloide  iperbolico  può  scriversi 

onde  si  scorge  che  la  retta  di  equazioni 

[2]  ^  +  _^  =  X,    \l-^-^]=2z, 

Va         V-b  IV^        V-hl 

appartiene  al  paraboloide,  qualunque  sia  X.  Variando  X,  le  [2]  rappre- 
sentano due  fasci  projettivi  di  piani,  e  dalle  intersezioni  dei  piani  cor- 
rispondenti si  ottiene  un  sistema  di  oo  rette  sul  paraboloide;  le  quali 
sono  tutte  parallele  al  piano  direttore 


e  sono  sghembe. 
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Un  altro  sistema  di  cx)  rette  sul  paraboloide  è  definito  dalle  equa- 
zioni 

queste  rette  sono  parallele  all'altro  piano  direttore 

e  sono  sghembe. 
Ma  una  retta  del  l*"  sistema  e  una  del  2''  cadono  in  un  piano,  poiché 

la  l•[2]conla2•[3]dàaa^  =  X^.  e 
lo  stesso  dà  la  2^  [2]  con  la  1^  [3]. 
Non  vi  possono  essere  altre  rette 
sul  paraboloide. 

Dairessere  le  rette  di  un  sistema 
parallele  a  un  piano,  segue  che  esse 
dividono  due  rette  qualunque  del- 
Taltro  sistema  in  parti  proporzio- 
nali. 

81.  Viceversa  :  una  retta,  che  si  muova  appoggiandosi  a  dice  rette 
fisse  sghembe  e  mantenendosi  parallela  a  un  piano  dato,  genera  un 
paraboloide  iperbolico.  Per  ottenere  l'equazione  del  luogo  in  una  forma 
semplice,  si  scelga  come  asse  delle  z  la  retta  che  unisce  le  tracce  delle 
due  rette  fisse  sul  piano  dato,  e  come  origine  il  punto  medio  fra  le 
dette  tracce;  indi,  condotte  per  Torigine  le  parallele  alle  due  rette,  si 
prenda  per  asse  delle  x  la  retta  che  il  loro  piano  ha  comune  col  piano 
dato,  e  per  asse  delle  y  la  retta  coniugata  armonica  di  essa  rispetto 
a  quelle  due  parallele.  Allora  le  equazioni  delle  due  rette  fisse  saranno 
della  forma 

(^  =  ji,  x  =  \y\     {z  =  —  \jL,  x  =  —  \y)\ 

un  piano  mobile  parallelo  al  piano  dato  y  =  0  secherà  le  due  rette 
nei  punti 

(Xy,  y,  m),     (— Xi/,y»— m); 

un  punto  qualunque  della  retta  mobile  individuata  da  questi  due  punti 
avrà  la  stessa  y  di  essi,  ed  avrà  la  a?  e  la  j;  espresse  da 

nXy  —  mky  __n—fH^^, n\x—mn n  — w.., 

**7  — i i ^y  y         ^ i — "         ì  M» 

n  +  m  n+m  n-f-m        n+ m 
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d'onde,  eliminando  (n — m)  :  (w  +  m\  risulta 

[4]  \yz  =  }ix 

come  equazione  del  luogo.  Questo  è  un  paraboloide  iperbolico,  perchè 
nella  [4]  Tunico  termine  di  2^  grado  è  prodotto  di  due  fattori  lineari 
reali. 

La  [4]  è  la  più  semplice  equazione  di  un  paraboloide  iperbolico: 
Torigine  è  sul  paraboloide,  Tasse  delle  z  è  \xn  diametro,  i  piani  xi,  yz. 
son  paralleli  ai  due  piani  direttori. 

Ancora:  una  retta,  che  si  muofoa  (appoggiandosi  a  tre  rette  fisse 
parallele  a  un  medesimo  piano,  genera  un  paraboloide  iperbolico.  E 
invero,  scegliendo  per  asse  delle  z  una  retta  che  incontri  le  tre  rette 
fisse,  e  gli  assi  delle  x  e  delle  y  paralleli  a  due  di  esse,  le  equazioni 
delle  tre  rette  fisse  si  presentano  sotto  la  forma 

{x  =  0,  z  =  a),     (|/  =  0,  :y  =  &),      (x  =  my,  z:=zc)\ 

allora  le  equazioni  di  una  retta  appoggiata  alle  due  prime  sono 

x  =  \{z  —  a\      y=z\i{z  —  b\ 

e  questa  retta  si  appoggia  alla  terza  se 

X  (e  —  a)  =  mju  (e  —  &)  ; 

quindi  eliminando  X  e  fi  dalle  ultime  tre  equazioni,  si  trova  come  equa- 
zione del  luogo 

[5]  {c  —  a)x{z--b)  =  m{c  —  b)y{z  —  a). 

Poiché  i  termini  di  2''  grado  hanno  comune  il  fattore  z,  il  luogo  è  un 
paraboloide  iperbolico. 

SS.  É  agevole  dimostrare  la  seguente  generazione  delle  quadriche 
tutte: 

Una  conica  sia  fissa  in  un  piano,  ed  un'altra  conica  sia  varia- 
bile in  un  piano  mobile  (wm  parallelo  a  quello):  se  il  piano  mobile 
conserva  la  stessa  giacitura,  e  la  conica  variabile  si  conserva  omo- 
tetica alla  stuz  posizione  originale,  ed  ha  sempre  come  diametro 
queUa  corda  della  conica  fissa  che  appartiene  al  piano  mòbile;  il 
luogo  della  conica  variàbile  sarà  unaquadrica.  La  quale  avrà  per 
centro  quello  (o  quelli)  della  conica  fissa,  e  avrà  come  coniugati  il 
piano  fisso  e  il  piano  mobile. 
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Quadriche  equilatere. 

Noi  abbiamo  già  esaminato  alcune  particolarità  di  quadriche, 
subordinandole  a  quelle  dell'importante  equazione  A(p)  =  0;e  preci- 
samente: abbiamo  veduto  che  la  quadrica  è  un  paraboloide  quando 
nella  A(p)  =  0  manca  il  termine  costante  B,  ed  è  rotonda  quando  è 
nullo  il  discriminante  della  A(p)  =  0.  Ora  tratteremo  qualche  altro 
caso  particolare. 

Sia  nullo  A  coefficiente  di  p^  nella  A(p)  =  0.  Posto  che  A^B  non 
siano  nulli,  cioè  che  si  tratti  di  un  ellissoide  o  di  un  iperboloide  a 
una  0  due  folde,  è  noto  (§  4)  che  le  radici  della  A(p)  ==  0  differiscono 
pel  fattore  A  :  B^  preso  coi  debiti  segni,  dai  quadrati  inversi  del  se- 
miassi ab  e  della  quadrica  ;  e  però  D  differisce  pel  (attore  —  AQ  :  B 
dalle  rispettive  somme 

1    ,  JL  1  JL        1  j_  1       1         1       1       1  . 

a"^&«'+"c«'       a«"^&«~c«'       ?~ft«~c«' 

e  siccome  la  1*  somma  è  certamente  positiva,  cosi  Tipotesi  Z>  =  0  può 
stare  solamente  per  un  iperboloide  a  una  falda  in  cui  sia 

e  per  un  iperboloide  a  due  falde  in  cui  sia 

Assumiamo  per  equazione  deiriperboloide  a  una  falda 

e  consideriamo  una  retta  dell'iperboloide  e  un  punto  (af  i/  z*)  di  quel- 
Tasintoto  che  le  è  parallelo,  cosicché 

«/l  -;•«  •'» 

Sarà 
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un  piano  perpendicolare  airasintoto  ed  alla  retta  considerati  ;  e  questo 
piano  secherà  Uperboloide  in  un'iperbole  equilatera,  poiché  si  verifica 
la  condizione  (XIX,  47),  che  qui  si  riduce  a 

la  quale,  per  la  [4],  si  trasforma  in 

e  quindi  è  conseguenza  della  [1]. 

Dunque:  per  un  iperboloide  a  una  falda,  la  condizione  D=0 
esprime  che  i  piani  perpendicolari  alle  rette  dell'iperboloide  secano 
questo  in  iperboli  equilatere.  E  se  uno  di  questi  piani  seca  in  una 
iperbole  equilatera^  lo  stesso  avverrà  per  tutti. 

In  questo  caso  Tiperboioide  dicesi  equilatero. 

Riflettasi  che  tra  i  piani  perpendicolari  a  una  retta  dell'  iperboloide 
ve  ne  ha  due  tangenti,  nei  quali  le  sezioni  saranno  coppie  di  rette 
perpendicolari,  una  retta  per  sistema  ;  e  che  le  rette  delle  due  coppie 
sono  rispettivamente  parallele.  Quindi  si  può  anche  concludere  che  : 
per  un  iperboloide  a  una  falda,  la  condizione  Z)  =  0  esprime  che  a 
ciascuna  retta  dell'iperboloide  ne  corrispondono,  nello  stesso  sistema, 
altre  due  ortogonali  ad  essa  e  fra  loro.  E  se  ciò  avviene  per  una 
retta,  avverrà  per  tutte. 

A  tali  tre  rette  dì  un  sistema  ne  corrispondono  tre  nell'altro,  rispet- 
tivamente parallele  a  quelle;  e  tutte  le  sei  rette  formano  un  esagono 
iperboloidico  con  tutti  gli  angoli  retti  ;  onde  i  relativi  parallelepipedi 
definiti  al  §  30  sono  tutti  rettangoli,  e  però  i  loro  vertici  appartengono 
tutti  alla  sfera  luogo  dei  vertici  dei  triedri  trirettangoli  circoscritti 
air  iperboloide. 

Ripetendo  il  procedimento  sulla  [3]  priva  del  2"*  membro,  abbiamo  : 
per  un  cono  qtcadrico,  la  condizione  D  =  0  esprime  che  le  sezioni 
pe7j)endicolari  alle  generatrici  sono  iperboli  equilatere;  e  se  ciò  av- 
viene per  una  di  tali  sezioni,  avverrà  per  tutte.  Allora  il  cono  dicesi 
equilatero. 

Considerando  che,  fra  le  dette  sezioni,  quelle  che  passano  pel  vertice 
si  scindono  in  due  rotte  perpendicolari,  abbiamo  pure  che:  per  un 
cono  qtutdrico,  la  condizione  Z)= 0  esprime  che  ad  ogni  generatrice 
ne  corrispondono  altre  due  formanti  con  essa  un  triedro  trirettan- 
golo  ;  e  se  ciò  avviene  per  una,  avverrà  pet^  tutte. 
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Poiché  cinque  rette  di  una  stella  individuano  un  cono  quadrico, 
apparisce  che  :  i  sei  spigoli  di  due  triedri  trtreitangoli  aventi  lo  stesso 
vertice  appartengono  a  un  cono  quadrico  ed  equilatero. 

Analogamente:  per  un  iperboloide  a  due  falde,  la  condizione  Z)=0 
esprime  che  una,  e  quindi  tutte  le  sezioni  perpendicolari  agli  asintoti 
sono  iperboli  equilatere;  oppure  :  ad  uno,  e  quindi  a  ciascuno  asin- 
toto ne  corrispondono  altri  dice  perpendicolari  ad  esso  e  fra  loro.  E 
riperboloide  dicesi  equilatero. 

4LO.  Nel  paraboloide  ellittico 

-  +  ^  —  2^  =  0 

a    *-    b 

è  chiaro  che  D  non  può  esser  nullo. 
Nel  paraboloide  iperbolico 

^-y'2z=o 

a        b 

una  radice  della  A(p)  =  0  è  nulla,  e  Taltre  due  sono  proporzionali 

a  -  6  —  r  ;  quindi  per  D  =  Osì  ha  a  =  &,  e  le  sezioni  perpendicolari 

all'asse  sono  iperboli  equilatere.  Adunque:  per  un  paraboloide  tper- 
bolico,  la  condizione  D  =  0  espriìne  che  una,  e  quindi  ogni  sezione 
perpendicolare  all'asse  è  un'iperbole  equilaiet^a;  ovvero:  che  quelle 
due  rette  del  paraboloide  che  passano  pel  vertice  sono  perpendicolari; 
ovvero:  che  i  due  piani  direttori  sono  perpendicolari;  ovvero:  cìie 
tutte  le  rette  di  un  sistema  son  perpendicolari  a  quella  retta  delTaltro 
sistema  che  passa  pel  vertice.  Questo  paraboloide  dicesi  equilatero. 

Di  qui  è  facile  dedurre  il  teorema  :  date  dice  rette  sghembe^  la  su- 
perfide  luogo  delle  perpendicolari  condotte  all'una  pei  punti  delfcUtra 
è  un  paraboloide  equUaiero,  ecc. 

Può  anche  dirsi  che  D  =  0  esprime  che  le  due  parabole  principali 
sono  egu^ili  ed  opposte. 


Quadriche  ortogonali. 

411.  Un'altra  particolarità  notevole  si  presenta  quando  una  radice 
dell'equazione  A(p)  =  0  è  eguale  alla  somma  delle  altre  due,  ossia 
quando  — Z>:2Qè  una  radice  dell'equazione  A(p)  =  0,  ossia  quando 
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è  soddisfatta  la  condizione 

[1]  JO^  —  4QCZ)  +  8Q*5  =  0. 

Se  la  quadrica  è  un  ellissoide  di  semiassi  a  &  e  e  se  a>b>c,  la  [1] 
si  traduce  in 

allora  le  equazioni  dei  piani  diametrali  ciclici  reali  si  riducono  a 

^,07  >/«*  —  &« +6^  =  0, 

onde  si  deduce  che  :  quando  in  un  ellissoide  si  verifica  la  condizione 
[1],  /  dv^  diametri  perpendicolari  ai  piani  ciclici  reali  passano  per 
gli  estremi  dei  segmenti  eguali  a  b,  elevati  dai  fuochi  dell'ellisse  prin- 
cipale di  assi  2a  a  2b  perpendicolarmente  al  piano  di  essa.  Allora 
Tellissoide  dicesi  ortogonale. 

Per  unMperboloide  a  una  falda  riferito  ai  suoi  assi,  posto  a>l),  la 
[1]  equivale  alla 

r31  1-^-1' 

i  piani  ciclici  reali  sono  by±cz  =  0,  i  diametri  ad  essi  perpendicolari 
sono  gii  asintoti 

(.=o,t_i=o),     (.=o,f+i=o) 

deir  iperbole  principale  nel  piano  x=zO.  B  siccome  in  ciascuno  dei 
due  sistemi  di  rette  sull'iperboloide  una  è  parallela  airuno  asintoto 
e  una  parallela  airaltro;  cosi  concludiamo  che:  per  un  iperboloide 
a  una  falda,  la  [1]  è  la  condizione  affinchè  un  sistema  di  piani  ciclici 
reali  sia  perpendicolare  ad  una,  e  quindi  a  due  rette  dell'iperboloide  ; 
nel  qual  caso  l'altro  sistema  di  piani  ciclici  reali  sarà  perpendicolare 
a  dice  altre  rette  dell'iperboloide.  E  Tiperboloide  si  chiamerà  ortogonale. 
Fra  queste  quattro  rette,  due  di  uno  stesso  sistema  sono 

(!-'=«•  i-ì=o)'   (7+'=».    iH=o)- 

e  due  piani  variabili  nei  fasci  da  esse  determinati  sono 


-7  =  »('-f).    »(l+f)='+f^ 
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questi  per  uno  stesso  valore  arbitrario  di  X  veriflcano  la  condizione 
di  perpendicolarità,  grazie  alla  [3];  e  variando  X,  la  retta  loro  comune 
genera  il  dato  iperboloide.  Dunque  possiamo  anche  enunciare  che: 
per  un  iperboloide  a  una  falda,  la  condizione  [1]  esprime  che  r$?er- 
boloide  può  venir  generato  dalle  rette  comuni  ai  piani  di  un  certo 
fascio  ed  ai  piani  rispettivam^ente  loro  perpendicolari  di  un  altro 
fascio,  il  cui  asse  sia  sghembo  a  quello  del  primo. 

Oltre  questi  due  fasci,  ve  ne  sono  altri  due  nelle  stesse  condizioni  (*). 

Si  scorge  facilmente  che:  per  un  cono  iperboloidico,  la  [1]  è  la  con- 
dizione affinchè  un  sistema  di  piani  ciclici  reali  sia  perpendicolare 
a  una  retta  del  cono,  e  quindi  Valtro  a  un'altra;  od  anche:  la  [1] 
è  la  condizione  affinchè  il  cono  possa  venir  generato  dalle  rette  co- 
muni ai  piani  di  un  fascio  ed  ai  piani  rispettivamente  loro  perpen- 
dicolari di  un  altro  fascio,  il  cui  asse  incontri  queUo  del  primo. 

Per  un  iperboloide  a  due  falde  riferito  ai  propri  assi,  la  [1]  equivale 
alla  [2],  e  i  piani  ciclici  reali  sono  aa7  +  C2:  =  0;  dunque:  per  un  iper- 
boloide a  due  falde,  la  condizione  [1]  esprime  che  un  sistema  di 
piani  ciclici  reali  è  perpendicolare  a  un  asintoto ,  e  quindi  l'altro 
sistema  a  un  altro  asintoto  ;  e  i  due  asintoti  sono  quelli  dell'iperbole 
principale  di  semiassi  a,  e. 

41».  Per  un  paraboloide  ellittico  è  B=0  e  Z>=NO;  e  però  la  [i]  diviene 

[4]  4QC— D*  =  0, 

ed  implica  che  le  due  radici  non  evanescenti  della  A(p)  =  0  siano 
eguali.  Allora  il  paraboloide  è  rotondo. 

Per  un  paraboloide  iperbolico  è  5  =  0,  e  la  A(p)  =  0  non  ha  radici 
oguali;  sicché  la  [4]  equivale  a  0  =  0,  e  ricadiamo  nel  caso  già  trat- 
tato del  paraboloide  equilatero. 

Esercizio  1.  L'equazione 

7a?'  +  6y«  +  5«'  — 4ay  — 4y«  +  10«  +  4y  +  6«  +  4  =  0 

rappresenta  una  quadrica  di  centro  ( — 1,  —1,  — 1),  per  cui  B=162,  -4=* — ^162.6. 

Per  coordinate  ortogonali  A(p)  =  (p  +  8)  (p  +  6)  (p  +  9);  dunque  la  quadrica 

è  un  ellissoide  reale  ortogonale;  e  riferito  ai  piani  principali,  ha  Tequazione 

a^  +  2K*  +  3«*==2. 

(*)  Il  lettore  può  verificare  che  le  proprietà  delFiperboloide  a  una  falda  orto- 
gonale sussistono  anche  per  le  altre  quadriche  a  centro  ortogonali:  solo  che 
neir ellissoide  (incluso  il  cono  ellissoìdico)  i  piani  ciclici  e  le  generatrici  in 
questione  sono  tutti  imaginarì,  e  nell'iperboloide  a  due  falde  i  piani  ciclici  in 
questione  sono  reali  e  le  generatrici  imaginarie. 
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I  semiassi  sono  inegni&li  6  lunghi  |/2,  1 ,  y^-. 


I  coseni  degli  angoli  che  gli  assi  della  quadrica  fanno  con  gli  assi  primitivi 
sono,  a  meno  del  divisore  d:(l,  2,  2),    (2,  1,  ^2),    (2,  —2,  1). 
Le  equazioni  dei  piani- principali  sono 

x  +  2ff-\-2z^0        2x+y  —  2z  =  0        2x  — 2y+2f  =  0. 

I  piani  ciclici  reali  pel  centro  passano  per  Tasse  mediOi  che  è  il  2°;  e  bise- 
cano i  diedri  dei  piani  principali  per  esso. 
La  sostituadone  che  riduce  Tequazione  alTultima  forma  ò 

X+2Y+2Z            2X+Y—2Z            2X  —  2Y+Z 
x  = 3 ,  y= 3 ,   z^ 3 . 

I  due  sistemi  di  assi  coordinati  sono  in  posizione  reciproca. 

Se  si  supponessero  gli  assi  delle  x  e  y  inclinati  a  60®  e  l'asse  delle  z  per- 

Q 

pendicolare  ad  essi,  sarebbe  Q  =  —  e  4A(p)  =  (p -|- 2)  (8p*4-77p  +  824),  e  si 

4 

avrebbe  anche  un  ellissoide  reale. 
Es.  2.  lla?*  +  l(y  +  6«*  — 12ajy-8y«4-4»««12. 

La  quadrica  ha  per  centro  Torigine;  inoltre  si  ha  £  =  ^24,  A  =  — 12.824, 
e  se  le  coordinate  sono  ortogonali,  A(p)  =  (p  -[-  8)  (p  +  6)  (p  + 18),  Dunque  la 
quadrica  ò  un  ellissoide  reale,  che,  riferito  ai  propri  assi,  ha  Tequazione 

a:«  +  2y«  +  ft8«=»4. 


>.  ^.  fi- 


Le  lunghezze  dei  semiassi  sono  2 ,  V  2 ,  v  g-.  Le  direzioni  sono  le  stesse  del- 

Tesercizio  1. 
I  due  piani  ciclici  passano  pel  2®  asse,  e  sono  a;  ±2^9  =  0. 

Es.  8.  7««— 18/  +  6«»  +  24ay-12a»4-12y«=±84. 

Si  ha  5=  —  6.7',  A=± 6.7'.84,  e  per  coordinate  ortogonali 

A(p)  =  (p  +  7)(p  +  14)(p-21); 

dunque  la  quadrica  è  un  iperboloide  equilatero,  che,  riferito  ai  propri  assi,  ha 
Tequazione 

a^  +  2y«-8««=»±12. 

Prendendo  il  segno  -l'i  si  ha  un  iperboloide  a  una  fialda,  di  semiassi  tras- 
versi V12}  1^6  e  non  trasverso  2.  Prendendo  il  segno —,  si  ha  un  iperboloide 
a  due  falde,  di  semiasse  trasverso  2  e  non  trasversi  }/\2^  |/6  • 

Li  ogni  caso  le  direzioni  degli  assi  sono  (2,  8,  6),    (6,  2,  ~3),    (8,  —6,  2). 

I  piani  ciclici  son  paralleli  ai  due  y±2«a0,  condotti  pel  maggiore  dei 
due  assi  trasversi  nel  V  caso,  e  nel  2f*  per  Tasse  non  trasverso  piil  lungo. 


Digitized  by  VjOOQ iC 


462  Gap.  XX  -  §  42 

I  piani  che  producono  neiriperboloide  iperboli  equilatere  sono  perpendicolari 
alle  rette  del  cono  asintoto  a^  +  2^  —  Ss^ssO,  e  quelli  fra  essi  che  passano 

pel  centro  inviluppano  il  cono   »'  +  «^  y* —  -r-  a*=*0. 

Es.  4.  2a^  +  Sf/^  +  i^  +  ^  +  8xz  +  itfSf=^B. 

Si  ha  B  =  —  20,    -4  =  20.8,  e  per  assi  ortogonali 

A(p)  =  (p+8)'-30(p+3)  +  48. 

La  quadrica  è  un  iperboloide  a  una  falda,  riferito  al  centro  e  non  di  ro- 
tazione. 

Es.  5.    l(Kx^  +  y*  +  **)  +  M4X+  3y)  —  2{ìix  +18y  +  llz)  +  43=  0. 

Qui  è  -B  =  750 ,        -4h  =  ^„  =  ^,4  =  750,        -4  =  —  750. 

La  quadrica  ha  il  centro  nel  punto  (1,  1,  1);  e  trasportando   ivi  Vorigine, 
la  sua  equazione  diviene 

10(ic"+y«  +  ««)+2M4r  +  3y)  =  l. 

Si  ha  per  assi  ortogonali  A(p)  =  (p  +  5)  (p  + 10)(p  +  15);  onde  la  quadrica 
%  un  ellissoide  reale,  e  Inequazione  riferita  ai  piani  diametrali  principali  è 

««  +  2y«  +  3«*  =  |-. 

Le  lunghezze  dei  semiassi  sono -7=,  -7=»   -7=« 

)/ò      1/10     1/15 

Le  direzioni  degli  assi  sono  (4,  3,  —6),    (8,  ~4,  0),   (4,  3,  5). 
I  piani  ciclici  passano  pel  2^  asse,  e  bisecano  i  diedri  dei   due   piani  dia- 
metrali principali  per  esso. 

Es.  6.  Sia  a^+y«  +  ^  =  l; 

6  i  piani  coordinati  siano  tre  facce  di  un  tetraedro  regolare,  onde 

IT  1  1  H 

u>i2=u>„=u>tt=C08y=2-,       Q^g"'   Qh^Qm^Qm^ J  »    Q,j=Q„=fi,ic=0  . 

L*equazione  rappresenta  un  ellissoide  reale,  riferito  a  tre  diametri  coniugati 
di  eguale  lunghezza  2. 

Si  ha  5=>1,  -4  =  —  1,  e  per  assi  ortogonali 

4A(p)=2p«  +  9p"  +  12p  +  4  =  2(p  +  2)«(p+l); 
dunque  Tellissoide  è  rotondo;  e  riferito  a  tre  piani  principali,  ha  la  equazione 

2x«  +  2y«  +  l^  =  l. 
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L'ellissoide  è  allungato,  Tasse  di  rotazione  è  lungo  2|/2 ,  e  il  raggio  del- 
l'equatore V2> 
Le  equazioni  delPasse  di  rotazione  nelle  primitive  coordinate  sono  x=sy  =:zz, 

Es.  7.  5aj«  — y*  +  2«  +  4ary  +  6a?i?  +  2fl:4-4y+6««8. 

Si  ha  5  =  0,  ^=16,  e  per  assi  ortogonali  A(p)  =  p(p  +  7)(p— 2). 
La  quadrica  è  un  paraboloide  iperbolico. 
I  piani  diametrali  principali  sono 

19x  +  iy  +  9z  +  9  =  0,        82a?  +  3y~  18^  +  72  =  0. 

I  termini  a  2^  grado  formano  il  prodotto  (5*  —  y  +  «)  (a?  +  y  +  «). 
L'equazione  del  paraboloide,  riferito  ai  piani  diametrali  principali  e  al  piano 
tangente  nel  vertice,  è 

7aj»  — 2y»=-L». 
1/14 

Es.  8.  (x  +  ìf  +{2tf  +  Szy  +  (Sx  —z)^0 . 

La  quadrica  è  un  paraboloide  ellittico,  per  cui  op  + 1  "=  0 ,  2y -{-0x^=^0  sono 

due  piani  diametrali  coniugati,  Sx  — sr^sQ  ^  il  piano   tangente  coniugato  al 

9 
loro  diametro  comune,  (1,  -5-,  —8)  il  punto  di  contatto,  (0,  8,  —2)  la  direzione 

dei  diametri,  e  A=  —  1. 
Per  assi  ortogonali  A(p)  *=»  p'  +  14p'  +  49p  =Bp(p  +7)*;  e  però  il  paraboloide 

è  rotondo,  e  Tasse  di  rotazione  è  (2ap  +  5  =  0,  2y"+-8«  =  5T^j,eil  vertice 

/      5      5349-     _885\ 
[      2'     676  '         169/  ' 

L'equazione  del  paraboloide  riferito  all'asse  e  al  vertice  è 

2 

T^  è  il  parametro  principale  della  parabola  meridiana. 

Es.  9.  a«  +  2y«-2«y  +  3y«-6a:  +  7y  +  6«  +  7  =  0. 

La  quadrica  h  un  cono  di  vertice  (1,  — 2,  1);   e  trasportando  ivi  Torigine, 
l'equazione  diviene 

aj«  +  2y«  — 2«y  +  8y««i0. 

n  cono  contiene  Tasse  delle  e,  e  però  è  reale. 
Per  coordinate  ortogonali 

A(p)-p«  +  8p«-|p-J  =  (p  +  l)»-^(p  +  l)  +  l; 
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e  le  radici  della  A(p)»0  sono  prossimamente 

—  3170424,    0'981938,    —  0'761614. 

Es.  10.       a»*  +  5y*4-3«*  — ary  — 4««  +  2y;5H-2a?  +  8y-6«— 18  =  0. 

SihaB  =  9,    -4h  =  9,    -4»  =  — 9,    ^8*  =  18,    ^  =  —  198. 

La  quadrica  ha  il  centro  nel  punto  (1,  — 1,  2),  ed  è  un  ellissoide  reale. 

Per  coordinate  ortogonali   A(p)«p'  +  10p*  +  25p  +  9. 

Es.  11.  xy  +  xz  +  yz  —  x  — 2^-^9  +  2  +  0=^0, 

Il  centro  è  (2,  1,  0);  e  preso  questo  per  origine,  Tequazione  diviene 

xy  +  xz  +  yz  +  a  =  0. 

La  quadrica  ò  un  iperboloide,  a  una  o  due  fiedde  secondochè  a>  o  <0,  ed 
ò  riferito  a  tre  asintoti.  È  un  cono  reale  se  a  =  0. 
Se  le  coordinate  sono  ortogonali,  la  quadrica  è  equilatera;  e  poiché 


A(p)  = 


,p._|p  +  |  =  (p_|)*(p  +  l). 


la  quadrica  ò  anche  rotonda,  e  Tasse  di  rotazione  è  x  =  y  =  z. 
L'equazione  riferita  a  questo  asse  e  al  centro  ò 

««  +  j^-2a«  =  2a, 

e  le  lunghezze  dei  semiassi  sono  V2a,  V2à,  }/ —a, 

Es.  12.  a?*  — 2y*  +  «y  +  3a?«  — 8y«  +  42f  =  0. 

9 
Si  ha   B  =  0,   -4==-j,  e  per  assi  ortogonali 

A(p)  =  p«-p«-^p  =  p(p-i-l/7)  (p-i  +  1/7  ). 

La  quadrica  è  un  paraboloide  iperbolico.  L*asse  è 

(^  +  5y  +  6«  =  0,      4ar— 7y  — 3»  +  4=»0), 

e  i  piani  diametrali  principali  sono 

(2±4y7)«  — (l7±7V7)y  — (l5±8^7)*  +  4(l±V7)  =  0. 

T  termini  a  2"*  grado  formano  il  prodotto  (a?  +  2y  +  8«r)  {x  —  y). 
L'equazione  del  paraboloide,  riferito  ai  piani  diametrali  principali  e  al  piano 
tangente  nel  vertice,  è 

(•^-èi--('"'+ì)'-ji- 
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Es.  13.  aj«  +  y*  +  9«*-2ajy-6a»  +  ?y«  +  2«  — 48  =  0. 

Si  ha  B  =  0,  C  =  0,  -4  =  0,  e  per  assi  ortogonali  A(p)  =  p'+ llp';  quindi 
la  quadrìca  è  nn  cilindro  parabolico.  E  infatti  requa2done  pub  scriversi 

(a.-y_8;^)8  +  2(a:-2*)  =  0. 

Una  generatrice  è  la  retta  dei  piani  a:  — y  — 3«  =  0,  a?  — 2j»s=0,  il  2"  dei 
quali  è  tangente.  La  traccia  sul  piano  z^O  h  la  parabola  {x  —  yf'{'2x=^0. 

Es.  14.  aj«  +  8y«  +  48«  — ar«  — 6y«=-a. 

Si  ha  5  =  0,  -4  =  0,  A(p)==p'  +  8p*  +  9p  per  coordinate  ortogonali. 

La  quadrica  ò  un  cilindro  ellìttico.  Sul  piano  2r  =  0  la  traccia  è  Tellisse 
»"  +  8y*  =  a,  reale  o  imaginaria  o  degenere  secondochè  a>  <=  0 .  Nel  1**  caso 
il  cilindro  h  reale,  nel  2^  imaginario,  e  nel  8®  si  scinde  nei  due  piani  ima- 
ginari  x  —  z±{y  —  z) V— 3  =  0  con  la  retta  comune  reale  x  =  y  =  z. 

Es.  15.       a"  +  4y*  +  «*  — 4a!y— 2a»  +  4y«  +  8a:  — 6y  — 8«  =  0. 
L*equazione  rappresenta  due  piani  paralleli  reali 

a?  — 2y  — «  =  0,        «-2y  — 2?  +  8  =  0. 

Es.  16.  xy—4xz--dtfz^x  +  y+  IrA  . 

La  quadrica  è  un  cono  reale   di  vertice  f  —  -g- ,    --« ,   —  =5 1  ,  e  gli   assi 

coordinati  sono  paralleli  a  tre  generatrici. 
In  coordinate  ortogonali  A(p)  =  p' —  98p  +  72 ,  e  il  cono  è  equilatero. 
Le  radici  della  A(p)  =  0  sono  prossimamente 

9*509392080 ,        0*738808882 ,        —10*248200962 . 

Es.  17.  («  — 3y)«  =  2z+l. 

Cilindro  parabolico.  Una  generatrice  ò  la  retta  nei  piani  x — 3y=»0,  2«+l=0, 
il  2®  dei  quali  è  tangente.  Riferita  a  questi  due  piani  ortogonali,  l'equazione 
del  cilindro  diviene  2a^=^y. 

Es.  18.  y*  — 10«"  — 2«y+20x«  — 9y«=2(a?  — y-4 

L*equazione  rappresenta  i  due  piani  reali 

2a?  — ^  —  «  =  0,        «  — 102r+2  =  0. 

525 
In  coordinate   ortogonali  A(p)  =  p'  —  9p' 1"  ^  • 

Es.  19.  x«+2y«+2««+2a!y  — 2a?-4y  — 4»  +  2=0. 

E.  D'Ovidio,  Geometria  anàUUca.  60 
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Si  ha  B=  2 ,  ^  =  —  4.  La  quadrica  ha  per  centro  (0,  1,  1),  e  non  è  rigata. 
Inoltre,  in  coordinate  ortogonali, 

A(p)=(p  +  2)(p«+3p-f-l)  =  (P  +  2)(p  +  ?J^)(p  +  ^^); 

e  però  la  quadrica  ò  un  ellissoide  reale,  la  cui  equazione  riferita  ai  piani  dia- 
metrali principali  ò 

4a:«  +  (8  +  l/5)y«  +  (8-V6V  =  4. 

Se  il  termine  noto  fosse  6  invece  di  2,  muterebbe  solo  il  segno  di  J. ,  e  si 
avrebbe  un  ellissoide  imaginario. 

Es.  20.  2xy  —  xz  +  yz  —  2x  +  2y  —  Sz  —  2==0, 

SihaB \,    -*=-J-. 

/       8       3       \ 
La  quadrica  ha  per  centro  I  —  -„  ,    ^,  1  ) ,  ed  è  un  iperboloide  a  una  falda. 

Per  assi  ortogonali 

^p,=^-lp-i=,P+,,(p-l±Ìl)(,_l=v|), 

e  però  Tiperboloide  ò  equilatero. 
L'equazione  riferita  ai  piani  diametrali  principali  è 

Es.  21.  4aj«  — 4a?y  +  y*  — 6it  +  3«  =  0. 

In  coordinate  ortogonali  è  A(p)  =  p*  (p  -f-  5),  e  la  quadrica  è  un  cilindro  pa- 
rabolico. 

Es.  22.  a?*  — 4ajy-|-&r2f  +  6yaf-|-2a?  +  4y  — 14«  =  3. 

La  quadrica  ò  un   cono   di   vertice  (1,  l,  0).  Portando   Forìgine  al  vertice, 
l'equazione  diviene 

a?»  —  4ry  -h  ^xz  ■+-  6y«  =  0 . 
Il  cono  b  reale,  poiché  contiene  gli  assi  delle  x^  z.  Per  coordinate  ortogonali 

A(p)  =  p»  +  p«  — 29p  — 57. 

Es.  23.  9a?*  — 4y*  — 2a!y  — 36«  +  8y+4«-t-32  =  0. 

Si  ha  B«»0,  ^=148.  La  quadrica  ò  un  paraboloide  iperbolico.  Per  coordinate 
ortogonali 

^p)  =  p._5p«-87p  =  p(p  +  l^)(p-!^); 
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e  l'equazione  riferita  ai  piani  diametrali  principali  e  al  vertice  è 
WTdì  +  5)  ««  -  (Vidi  —  5)  y*  =  8;» . 
Es.  24.  ary  +  x«  +  y«  =  a". 

La  qnadrìca  ò  nn  iperboloide  riferito  a  tre  asintoti;  ed  è  a  due  falde,  poiché 

a' 
A=-  —  j .  In  coordinate  ortogonali 

A(p)=p»  -  Ip -I- 1  =(P  + 1)  (p  - 1- )  *  ; 

quindi  Tiperboloide  b  rotondo,  e  la  sua  equazione  ridotta  è 

a**  — (y*  +  «')  =  2a*. 
Eb.  25.  ar«  +  y«  +  «*  +  2ifc(«y  +  a»  +  y»)=»a*. 

Per  coordinate  ortogonali 

A(p)  =  (p  +  l)*-3A:»(p+l)  +  2A:»=(p  +  l-A)Mp  +  l  +  2A). 
La  quadrica  è  rotonda,  e  l'equazione  ridotta  ò 

(1  -  A:)  (a^ +  y»)  +  (1 -h  2A:>»  =a». 
Si  ha  un  iperboloide  a  due  falde  per  A;>  1,  una  coppia  di  piani  paralleli  reali 
per  k=lj  un  ellissoide  reale  per  1  >A;  >  —  -^  (una  sfera  per  k=  0),  un  ci- 
lindro ellittico  per  A; =—  — ,  un  iperboloide  a  una  falda  per  k<  — 5- ,  un  con  0 
reale  equilatero  per  k=sQO, 
Es.  26.  2ay«  — &ir  =  0. 

Si  ha  5=0, -4=-raV,  e  A(p)  =  p(p  +  a)  (p  —  a)  per  assi  ortogonali. 
La  quadrica  è  un  paraboloide  iperbolico  equilatero,  e  l'equazione  ridotta  è 

«(«*  — y*)-6«  =  0. 
Es.  27.  a*^yz=^k. 

Poiché  -4=  —  ,  e   per  assi   ortogonali  A(p)  =  (p  +  l)(p+ ^  j(p— y)»  ^* 

quadrica  ò  un  iperboloide  ortogonale,  a  una  falda  se  k^O,  a  due  se  A;<0, 
ridotto  a  un  cono  se  A;  =  0. 
L'equazione  riferita  ai  piani  diametrali  principali  ò 

2«*  +  y'  — ««  =  2*. 
Es.  28.  a{x^  +  2yz)  +  6(y»  +  2xz)  +  c(z^  +  2xy)  =  \. 


Digitized  by  VjOOQiC 


468  Gap.  XX  -  §  42 

In  assi  ortogonali 

A(p)  =  (p  +  a  +  6+c))p«-(a»  +  ò»+c»  — oft  — oc  — òc)(. 
L^eqnazione  riferita  ai  piani  diametrali  principali  h 


(a  +  b  +  eìa^  +  Va^  +  b^  +  e^  —  ab  —  ae^bed^^—z'ì^l. 

La  quadrica  può  essere  un  iperboloide  a  una  o  due  falde,  un  dlìndro  iper- 
bolico, una  coppia  di  piani  paralleli. 

Es.  29.  z  =  f(xyOÌ). 

In  assi  ortogonali  A{p)  =  p  )  p'  —  (on  +  0»)  p  +  («iifl«  —  <»*ti)  j ,  e  la  qua- 
drica è  un  paraboloide  ellittico  0  iperbolicoi  0  un  cilindro  parabolico,  secon- 
dochè  aii  Ott  —  a'i2  X = 0. 

Es.  30.  a?«-y>  — ««  +  2y«  +  a?  +  y  -««5. 

È  un  cilindro  iperbolico.  L*equazione  può  scriversi 

Es.  31.  x^  +  y^  +  z^  +  2kjfz  =  r*. 

Se  Tasse  delle  z  h  perpendicolare  agli  altri  due,  si  ha  un  ellissoide  in  cui 
quei  due  piani  sono  ciclici. 

Es.  32.  Un  altro  procedimento  per  trovare  le  condizioni  di  rotondità  di  una 
quadrica  è  il  seg^iente: 

Per  assi  ortogonali,  la  quadrica  è  rotonda  se  è  possibile  trasformare  f{a?ia:^X30) 
in  X(Xi«+X8«)+mXs»;  e  poiché  ari^+^i'+V  bì  trasforma  in  X,»+X,»+X3% 
ne  segue  che  f (xj  a?j  «j  0)  —  X(a?i*+ajt'+a?s')  è  un  quadrato,  cioè  (fi— X)X3*; 
onde  le  condizioni  (tre  indipendenti) 

(a,i-X)  (a«-X)  -  a«i,  =  0 ,...,  (oii-X)  0^3  -  OsiOi,  =  0 ,... 

che  si  riducono  poi  a  quelle  del  §  29  e.  XIX. 

Es.  38.  Se  da  un  punto  si  conduce  la  perpendicolare  al  suo  piano  polare 
rispetto  a  una  quadrica,  il  segmento  di  perpendicolare  fra  il  punto  e  un  piano 
diametrale  principale,  moltiplicato  per  la  distanza  fra  il  centro  e  il  piano  po- 
lare, dà  un  prodotto  costante,  cioè  il  quadrato  del  semiasse  perpendicolare  a 
quel  ^iano  principale. 

In  particolare  vale  il  teorema  per  un  punto  della  quadrica,  il  piano  tan- 
gente e  la  normale  ivi. 

Es.  34.  Se  (xt  Xf  X3),  (yi  yt  ^3),  {zi  z%  z^  sono  le  coordinate  cartesiane  ordinarie 
degli  estremi  di  tre  qualunque  semidiametri  coniugati  di  un  ellissoide  riferito 
a  tre  diametri  coniugati  di  lunghezze  oiOtas,  si  ha 

x*"+Ffc* +  «*•  =  «** (per  />=1,2,8),        «iVi  +  rrgyj  +  xjys  =  0 , ... 

Analogo  per  griperboloidi. 
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Es.  35.  È  coBtante  la  somma  dei  quadrati  delle  proiezioni  di  tre  semidia- 
metri coniugati  qualunque  sopra  una  data  retta  o  un  dato  piano. 

Es.  86.  Le  tre  sfere  concentriche  alFellissoide  e  di  raggi  eguali  ai  suoi  se- 
miassi sono  omologiche-affini  con  Tellissoide.  Ogni  diametro  seca  le  tre  sfere 
in  tre  punti,  pei  quali  conducendo  i  piani  paralleli  ai  tre  piani  principali,  si 
ottiene  come  loro  intersezione  un  punto  dell'ellissoide.  E  se  a  P  r  sono  gli 
angoli  di  quel  diametro  con  gli  assi  dell*ellissoide,  presi  questi  come  assi  car- 
tesiani, si  ha  per  quel  punto 

x  =  acoaa        y  =  &cosP        z  =  eco8rf, 

x*       y*       z^ 
Es.  37.  Per  un  iperboloide  a  una  falda  — +  -t3 j-  — 1=0,  come  equa- 
zioni di  una  sua  retta  si  possono  assumere 

a        oc        a  baco 

(p  q  0)  essendo  un  punto  dell'ellisse  principale,  e  scegliendo  i  segni  superiori 
per  Tun  sistema  di  rette,  gFinferiori  per  Taltro;  od  anche 

—  =ss  —  cosO  4=  sene        ■?•  =  ^  sen6  -f-  cose  , 
a        e  oc 


variando  0;  od  anche,  variando  X, 


z       «Va^X^+ft^   ,    oX 


,  =  X.+  |/a»X»  +  6«         ±^=  ^  .     ^    . 

Il  piano  per  due  rette  di  sistema  diverso  è 

f  cosi(e  +  e')  +  |sen-|(e  +  e')  =  -^cos|(e-e')-8en-l(e-e'). 

Le  projezioni  normali  delle  rette  di  un  iperboloide  sui  piani  diametrali  prin- 
cipali sono  le  tangenti  alle  sezioni  principali. 

Es.  38.  Le  equazioni  delle  rette  del  paraboloide  iperbolico ^  —  2«  =  0 

sono 

dove  (p  0  g)  è  un  punto  di  una  parabola  principale;  od  anche 

z  =  ±-JLx+p        y='^y-j^  +  q. 
dove  (0  q  p)  h  un  punto  dell'altra  parabola  principale. 
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Es.  39.  I  punti  dell*  iperboloide  rigato,  per  cui  passano  due  generatrici  ad 
angolo  retto,  sono  anche  sulla  sfera  luogo  dei  vertici  dei  triedri  trirettangoli 
circoscritti  alF iperboloide.  Caso  del  paraboloide. 

Eb.  40.  Il  minimo  angolo,  che  possano  fare  i  diametri  di  un  ellissoide  coi  loro 
piani  diametrali  coniugati,  è  Tangolo  acuto  dei  diametri  equiconiugati  del- 
Tellisse  principale  perpendicolare  alleasse  medio. 

Es.  41.  Ogni  conica  di  un  paraboloide  rotondo  si  projetta  normalmente  in 
un  circolo  sul  pisuio  tangente  al  vertice. 

Es.  42.  Il  luogo  del  punto  d'incontro  dei  piani  tangenti  negli  estremi  di  tre 
semidiametri  coniugati  qualunque  di  un  ellissoide  è  un  altro  ellissoide  concen- 
trico al  dato. 

Es.  43.  L'inviluppo  del  piano  per  gli  estremi  di  tre  semidiametri  coniugati 
qualunque  di  un  ellissoide  è  un  altro  ellissoide,  concentrico  al  dato  e  tangente 
al  piano  nel  centro  della  conica  da  questo  prodotta  nel  dato  ellissoide. 

Es.  44.  Un  iperboloide  rigato  h  il  luogo  di  un  punto  tale,  che  il  prodotto 
delle  sue  distanze  da  tre  facce  concorrenti  di  un  parallelepipedo  eguagli  il  pro- 
dotto delle  distanze  dalle  altre  tre  facce. 

Es.  45.  Se  tre  punti  assegnati  di  una  retta  mobile  non  escono  da  tre  piani 
fissi,  ogni  altro  punto  assegnato  della  retta  descrive  una  quadrica  (Dupin,  Joum. 
de  VÉeole  polyt,,  XIV). 

Es.  46.  La  somma  dei  quadrati  delle  distanze  dei  due  fuochi  di  una  sezione 
principale  delFellissoide  dagli  estremi  di  tre  semidiametri  coniugati  è  costante 
(Bbassive,  Joum.  de  Math,,  VII). 

Es.  47.  Neirellissoide  è  costante  la  somma  delle  aree  di  tre  sezioni  circolari 
parallele  condotte  per  gli  estremi  di  tre  semidiametri  coniugati  (Brassinb, 
loc.  cit.). 

Es.  48.  Consideriamo  un  cono  equilatero,  e  il  piano  perpendicolare  a  una 
sua  generatrice  in  un  dato  punto.  Questo  ò  il  punto  delle  altezze  per  tatti  i 
triangoli  determinati  nel  piano  dalle  teme  di  generatrici  mutuamente  perpen- 
dicolari. 

Es.  49.  Date  tre  rette  di  un  cono  equilatero,  conduciamo  per  ciascuna  il 
piano  perpendicolare  al  piano  delle  altre  due:  la  retta  comune  a  questi  tre 
piani  è  una  quarta  retta  del  cono.  E  ognuno  degli  co  coni  per  queste  quattro 
rette  h  equilatero. 

Es.  50.  Il  volume  di  un  parellelepipedo  rettangolo,  che  sia  ad  un  tempo 
iscritto  e  circoscritto  a  un  iperboloide  equilatero  (§§  30  e  39),  ò  costante. 

Es.  51.  Le  quattro  altezze  di  un  tetraedro  sono,  in  generale,  rette  di  un  si- 
stema su  un  iperboloide  equilatero.  Le  perpendicolari  alle  facce  nei  rispettivi 
punti  delle  altezze  sono  quattro  rette  dell'altro  sistema  sulF  iperboloide.  I  piani 
condotti  pei  punti  medi  degli  spigoli  perpendicolarmente  agli  spigoli  opposti 
concorrono  nel  centro  dell'  iperboloide.  Il  centro  é  punto  medio  fra  il  baricentro 
del  tetraedro  e  il  centro  della  sfera  circoscritta. 


Digitized  by  VjOOQ iC 


Gap.  XX  -  §  42  471 

Se  due  delle  quattro  altezze  si  secano,  anche  le  altre  due  si  secheranno  :  ciò 
avviene  quando  il  tetraedro  ha  una  coppia  di  spigoli  opposti  ortogonali. 

Se  il  tetraedro  ha  due  coppie  di  spigoli  opposti  ortogonali,  tale  sarà  anche 
la  terza;  allora  le  altezze  concorrono  in  un  punto,  e  ogni  cono  per  esse  è 
equilatero. 

£b.  52.  Perche  tre  rette  individuino  un  iperboloide  equilatero,  la  condizione 
è  che  esse  siano  tre  altezze  di  un  tetraedro. 

Es.  53.  Per  ogni  punto  passano  sei  normali  di  una  quadrica;  esse  stanno  su 
un  cono  quadrico  (quello  stesso  delVes.  13  e.  XIX)  equilatero,  al  quale  ap- 
partengono le  seguenti  rette  condotte  per  quel  punto  :  il  diametro,  le  parallele 
agli  assi  della  quadrica,  la  perpendicolare  al  piano  polare  del  punto,  gli  assi 
del  cono  circoscritto  dal  punto,  e  quelle  rette  che  sono  perpendicolari  al  piano 
polare  di  qualche  loro  punto  (Chablbs,  Corresp,  de  QuéteUt,  XI,  1839).  Caso  del 
paraboloide^  del  punto  sulla  quadrica,  ecc. 

Es.  54.  Il  luogo  dei  vertici  dei  coni  equilateri  circoscritti  a  una  quadrica  è 
un*altra  quadrica  concentrica  ad  essa. 

Es.  55.  Un  cono  ortogonale  può  venir  generato  in  oo  modi  dalle  rette  co- 
muni ai  piani  corrispondenti  di  due  fasci  eguali^  i  cui  assi  s'incontrino.  Vi- 
ceversa. 

Es.  56.  Il  piano  di  un  angolo  retto,  il  cui  vertice  sia  fisso,  e  i  cui  lati  si 
muovano  in  due  piani  fissi  pel  vertice,  inviluppano  un  cono  ortogonale.  Vi- 
ceversa. 

Es.  57.  Un  diedro  retto  si  muova  in  modo,  che  lo  spigolo  roti  in  un  piano 
fisso  intorno  a  un  punto  fisso,  e  una  &ccia  roti  intomo  a  una  retta  per  questo 
punto:  Taltra  faccia  invilupperà  un  cono  ortogonale.  Viceversa. 

Es.  58.  Il  luogo  dei  punti,  le  cui  distanze  da  due  rette  che  si  secano  serbino 
un  dato  rapporto  costante,  ò  un  cono  ortogonale.  Le  due  rette  sono  coniugate 
rispetto  al  cono. 

Per  ogni  cono  ortogonale  esistono  oo  coppie  di  rette  cosiffatte,  poste  in 
un  certo  piano,  e  corrispondenti  ai  singoli  valori  che  si  attribuiscono  al  rap- 
porto. 

Es.  59.  Un  iperboloide  ortogonale  può  venir  generato  in  oc  modi  dalle  rette 
comuni  ai  piani  omologhi  di  due  fasci  eguali^  ì  cui  assi  siano  sghembi. 

Es.  60.  Il  luogo  dei  punti,  le  cui  distanze  da  due  rette  fisse  sghembe  abbiano 
un  rapporto  costante,  è  un  iperboloide  ortogonale,  rispetto  al  quale  le  due  rette 
date  sono  coniugate. 

Per  ogni  iperboloide  ortogonale  esistono  oo  coppie  di  rette  cosiffatte,  poste 
su  un  certo  paraboloide  e  corrispondenti  ai  singoli  valori  che  si  attribuiscono 
al  rapporto  (Chaslbs,  Journ,  de  Math,,  I). 

Per  punti  equidistanti  si  ha  un  paraboloide  iperbolico. 

Es.  61.  Se  un  paraboloide  iperbolico  h  equilatero,  sono  eguali  i  parametri 
principali  di  due  parabole  poste  in  due  piani  diametrali  coniugati  qualunque. 
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Es.  62.  Sotto  la  condizione  ^««0  la  quadhca  può  essere:  un  cono  cui  si 
possa  circoscrivere  uno  e  quindi  infiniti  triedri  trirettangoli,  un  iperboloide  0 
cui  cono  asintoto  abbia  questa  proprietà,  o  un  cilindro  parabolico. 

Es.  63.  Se  r  inversa  di  una  radice  della  equazione  A(p)=0  ^  la  somma  delle 
inverse  delle  altre  due,  ossia  se 

(?  — 4BCD  +  8QB*  =  0, 

allora  nell^ellissoide  si  ha  a'  =  ò'  -|~  <^»  ^  i  semidiametri  ombelicali  sono  eguali 
a  e  1/2;  nell'iperboloide  a  una  falda  a'=»&^4~<^>  neiriperboloide  a  due  falde 
a^sBÒ^  —  e',  e  i  semidiametri  ombelicali  sono  eguali  a  a|^2. 

Es.  64.  Un  piano,  che  si  muova  passando  per  un  punto  fisso  dello  spigolo 
di  un  diedro  fisso,  e  facendo  con  le  facce  angoli  i  cui  seni  serbino  un  rapporto 
costante,  inviluppa  un  cono  nelle  condizioni  dell*es.  63. 

Es.  65.  Se  un  triedro  trirettangolo  si  muove  avendo  il  vertice  fisso  sulla 
quadrica,  gli  spigoli  incontrano  di  nuovo  la  quadrica  in  tre  punti,  il  cui  piano 
passa  per  un  punto  fisso  della  normale  nel  vertice  (cfr.  il  teorema  di  Fb^ibb, 
cap.  X\l,  es.  32). 


Digitized  by  VjOOQiC 


473 


CAPITOLO  XXI. 
Proprietà  focali  delle  quadriche. 


Fuochi  e  coniche  focali. 

§  I.  Due  piani  passanti  per  un  dato  punto  e  coniugati  rispetto  a 
una  quadrica  sono  coniugati  anche  rispetto  al  cono  circoscritto  da 
quel  punto  alla  quadrica  (XYIII,  25).  Ora  il  cono  possiede,  in  generale, 
tre  piani  diametrali  mutuamente  coniugati  e  perpendicolari,  cioè  ì 
suoi  tre  piani  diametrali  principali  ;  dunque  :  per  un  punto  qualunque 
dello  spazio  passano,  in  generale,  tre  piani  muttuimente  perpendi- 
colari  e  coniugali  rispello  a  una  data  quadrica,  e  sono  diametrali 
principcUi  pel  cono  circoscritto  da  quel  punto  alla  quadrica.  Essi 
diconsi  piani  princtpaii  per  il  punto  medesimo. 

Cerchiamo  ora,  in  particolare,  se  vi  sono  punti  pei  quali  1  coni  cir- 
coscritti alla  quadrica  posseggano  più  di  tre  piani  diametrali  principali, 
e  quindi  siano  rotondi.  Cerchiamo,  cioè,  se  vi  sono  punti,  pei  quali 
passino  più  di  tre  piani  mutuamente  coniugati  rispetto  alla  quadrica 
e  perpendicolari,  e  quindi  passi  un  fascio  di  piani  a  due  a  due  coniu- 
gati e  perpendicolari,  più  un  piano  coniugato  e  perpendicolare  a  cia- 
scuno di  essi. 

9.  Cominciamo  dal  supporre  che  la  quadrica  abhia  un  centro;  e  ad 
evitare  formolo  complicate,  riferiamola  ai  suoi  piani  diametrali  prin- 
cipali, assumendo  per  sua  equazione  in  coordinate  cartesiane  ordinarie 

[1]  f  (07  yzi)=px*-\-  qy^  -{•rz*  —  k  =  0. 

L'equazione  del  cono  circoscritto  dal  punto  {cv'y'z')  è 

t{x'...)t{x...)  —  {pafx  +  ..  —  ky  =  0; 
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e  noi  la  scriveremo  cosi: 

[2]    a^.o?*  +  a„y»  +  a^^z^  +  2a^^yz  +  2a^,zx  +  2a,^xy  +  ...  =  0, 

ponendo 

«ii=P  ì  f(a?'..)— PO?'*  ( a^^  =  —  Qry'z' , . . . , 

e  quindi  anche 

^ii  =  qKV^^—'k) f(^..) , . . . ,    ^,3  =^pqry'z'i{(xf..) , . . . 

Il  cono  è  rotondo  quando  (XiX,  29)  l'equazione  A  (p)  =:  0  ha  una 
radice  (doppia)  che  annulla  tutti  i  suddeterminanti  di  2^  ordine  del 
determinante  A  (p);  ed  a  ciò  sono  più  che  sufficienti  le  sei  equazioni 

^23  — P«M  =  0»---.         (528— ^.w)— P(«8£  — ^83)  =  0,..., 

ossia  (sostituendo  i  valori  di  a,^ . . .  B^^...  e  sopprimendo  gli  accenti) 
qryz]  l>f(a?..)+  P  ( =0,    rpzx  j  qi{x ..)  -f-  p  j  =  0,  pqxy  j  rt{x.,)+  p  {=  0, 
)  pr{qy*'-h)'-pq{rz^—h)—^{q—r)  j  f(a7..)+p(gV'— ^•'3^*)=0 , 
j  qp{rz'^'-h)—qr{pa^-'h)-'p{r-p)  [  f(a:..)-hp(r«2*— p*a7*)=0. 
\rq{px^'-h)—rp{qy^—hy^{P'-q)  j  f(a7..)-|-p(i)*a?'— ^V)=0. 

Queste  equazioni  sono  evidentemente  soddisfatte  da  tutti  i  punti 
dello  spazio  quando  la  quadrica  è  una  sfera,  cioè  p  =  ^  =  r  ;  caso  che 
noi  escludiamo.  Sono  anche  soddisfatte  da  tutti  i  punti  della  quadrica, 
qualunque  essa  sia,  poiché  per  un  punto  della  quadrica  il  cono  si  riduce 
al  piano  ivi  tangente  contato  due  volte,  e  può  dirsi  di  rotazione  in- 
torno alla  normale;  ma  noi  non  ci  occupiamo  di  questi  punti. 

Ciò  premesso,  è  chiaro  che  le  tre  prime  equazioni  non  possono  veri- 
ficarsi, se  non  a  patto  che  sia  nullo  x  o  y  o  z.  Posto  per  es.  07  =  0,  ma 
non  y  e  -ar:  la  1*  equazione  diviene  p= — piifiyzi)\  la  2*  e  la  3*  si 
riducono  a  identità;  col  sostituirvi  il  precedente  valore  di  p,  la  4*  anche 
riesce  identica;  la  5*  e  la  6*  divengono  Tunica 

[4]  pq{p—r)j^+pr{p—q)z''-^p—qtP  -r)k  =0 ; 

avremo  dunque 

[5]  '^=0,    ,.    ^  ,      +T — ^T 1==0; 
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e  però  otterremo  oo  punti,  il  cui  luogo  è  una  conica ,  che  ha  per 
quadrati  dei  suoi  semiassi 

h:q  —  k:p,        k:r  —  hip. 

Confrontando  questa  con  la  conica  principale  della  quadrica: 

[6]  a>  =  0,  Jf-+^_i=0. 

apparisce  che  esse  hanno  lo  stesso  centro,  gli  stessi  assi,  gli  stessi 
fuochi.  Inoltre,  poiché  le  coordinate  dei  quattro  ombelichi  nel  piano 
57=0  si  possono  scrivere  (XX,  27)  cosi: 

[7]     a?=o,  y=+]/tMiEM^    ^^^^^EHM^ 

r         r  —  q  '         q  —  r 

si  vede  subito  che  i  punti  d'incontro  delle  coniche  [5]  e  [6]  sono  ap- 
punto questi  ombelichi. 

Possiamo  dunque  enunciare  che  :  U  luogo  dei  punti  tali,  che  i  coni 
da  essi  circoscritti  a  una  quadrica  dotata  di  centro  siano  rotondi, 
si  compone,  in  geniale,  di  tre  coniche,  situate  rispettivamente  nei 
tre  piani  diametrali  principali  della  quadrica.  Ciascuna  conica  ha 
in  comune  con  la  conica  principale  giacente  nel  suo  piano  il  centro, 
gli  assi  e  i  fuochi;  inoltre  essa  passa  per  i  quattro  ombelichi  esi- 
stenti nel  suo  piano. 

I  piani  di  cui  si  tratta  si  chiamano  fuochi  della  quadrica,  e  le  co- 
niche sulle  quali  essi  sono  distribuiti  si  chiamano  focali. 

Dalla  identità  (h:q-^h:p)  —  {k:r  —  k:p)  =  h:q  —  /t : r,  e  simili,  si 
ricava  che:  due  fuochi  di  una  conica  focale  sono  vertici  di  un'altra 
conica  focace. 

3.  L'asse  di  rotazione  del  cono  [2],  per  la  simmetria  della  figura, 
deve  giacere  nel  piano  diametrale  principale  in  cui  cade  il  suo  vertice. 
Inoltre,  se  il  vertice  è  nel  piano  x  =  0,  le  direzioni  (a^y)  ortogonali 
airasse  di  rotazione  del  cono  [2]  verificano  la  sola  equazione 

«21  «  +  (««  +  P)  P  +  «23T  =  0, 

ossia 

!  —PQV^  +  (Q  —P)  {rz^  —  A)(  P  —  qryv^  =  0  ; 
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cosicché  a  è  arbitrario,  ed  eUmmando  pqy*  mediante  la  [4]  si  ha 


— JL 


e  però  il  piano  perpendicolare  all'asse  nel  vertice  passa  per  la  nor- 
male alla  conica  [5]  nel  vertice  stesso.  Dunque: 

1"*  OH  assi  di  rotazione  dei  coni  drcoscrilU  alla  quadbrica  dai 
punti  delle  sue  corUche  focali  sono  le  tangenti  a  queste. 

2?  Le  tangenti  alle  coniche  focali  sono  le  rette  per  le  quali  pas- 
sano infinite  coppie  di  piani  coniugati  rispetto  aila  quadrica  e  per- 
pendicolari tra  loro. 

3^"  R  piano  perpendicolare  a  una  tangente  di  una  conica  focale 
nel  punto  di  contatto  seca  la  quadrica  lungo  una  conica,  che  ha  per 
fuoco  questo  punto  e  per  direttrice  una  retta  perpendicolare  al  piano 
della  conica  focale. 

4.  Sinora  non  abbiamo  fatta  distinzione  fra  le  varie  quadriche  a 
centro,  né  badato  a  distinguere  enti  reali  da  imaginari.  É  ciò  che 
ora  vogliamo  fare. 

l""  Per  l'ellissoide  reale 


^  +  -^  +  -^'-1-0 


6«   '    c« 

posto  a>b>c,  le  tre  coniche  focali  sono 

a?  =  0,         ,_  a-f"  2_  a  +^=Q>  ellisse  imaginaria, 

z  =  0,       -= — ■T  +  ..^  ^— i  =  0,  ellisse  reale. 

L'ellisse  focale  è  interna  alla  corrispondente  ellisse  principale;  e  i 
coni  circoscritti  dai  suoi  punti  sono  ellìssoidici.  L'iperbole  focale  seca 
la  corrispondente  ellisse  principale  negli  ombelichi  ;  e  questi  separano 
i  punti  pei  quali  i  coni  sono  ellissoidici  da  quelli  pei  quali  sono  iper- 
boloidici. 

2''  Per  l'ellissoide  imagìnario 
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posto  a>b>c,  si  ha 

x=0,         >^^4-  t_  «  —  i  =Q>  ellisse  reale, 

y  =  0,       ^^_-^,_l=0,    iperbole, 

a  2 

2  =  0,       -Tir«  +  iàzr^  +  ^  =  ^'    ellisse  imaginaria. 
d""  Per  l'iperboloide  a  una  falda 

posto  a>b,  si  ha 

^  =  0,       "aTTp  +  ai   a  +  1=0,  ellisse  imaginaria, 

y  =  0,       -j^^_^^-l  =  0,  iperbole, 

4r  =  0,       -j^^  +  ^j^_i=:0,  ellisse  reale. 

LMperbole  e  l'ellisse  focali  sono  esterne  alle  corrispondenti  coniche 
principali. 

4"*  Per  Tiperboloide  a  due  falde 

a»       ò»       e»        ^■""' 
posto  &  >  e,  si  ha 

^  =  ^f         alira  +  84.  a  +  1  =  0,  ellisse  imaginaria, 

jj*  _a 

t'  =  ®'       ^rrfe«  +  t'-c'""^~^'  ellisse  reale, 
*  =  0.       ^-6i^-i  =  0.  iperbole. 

L'ellisse  focale  seca  la  corrispondente  iperbole  principale  negli  ombe- 
lichi; riperbole  focale  è  interna  alla  corrispondente  iperbole  principale. 
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Riepilogando:  un  ellissoide  o  iperboloide  ammette,  in  generale^ 
un'ellisse  (reale)  focale  e  un'iperbole  focale,  situale  nei  due  piani 
principali  che  passano  per  l'asse  trasverso  più  lungo. 

Quando  la  quadrica  è  rotonda,  dalle  formole  precedenti  emerge  che 
due  delle  coniche  focali  si  riducono  alleasse  di  rotazione,  e  la  rima- 
nente è  un  circolo  (reale  o  immaginario)  nel  piano  diametrale  prin- 
cipale perpendicolare  airasse.  I  due  fuochi  della  curva  meridiana 
posti  suirasse  di  rotazione  meritano  speciale  considerazione,  poiché 
ossi  godono  di  proprietà  analoghe  ai  fuochi  delle  coniche,  come  il 
lettore  potrà  da  sa  veri  Beare. 

5*"  Passiamo  al  cono.  Basterà  porre  h  =  0  nella  [1];  onde  la  [5] 
(dopo  aver  moltiplicato  per  k)  diviene 

^  =  0,         ,     y         ±^ =0; 

isicchè  abbiamo  due  rette  nel  piano  x  =  0,  due  nel  piano  y  =  0,  e  due 
nel  piano  ^  =  0.  Però  due  sole  di  queste  rette  sono  reali. 

Dunque:  per  ogni  cono  quadrico  esistono  due  rette  (reali),  per  da- 
scuna  delle  quali  paesano  infinite  coppie  di  piani  coniugati  e  perpen- 
dicotaTi.  Le  due  rette  passano  pel  vertice,  e  giacciono  in  uno  dei  piani 
principali  simmetricamente  rispetto  agli  assi.  Esse  son  dette  focali. 

La  conica,  prodotta  nel  cono  dal  piano  perpendicolare  ad  una  retta 
focale  in  un  punto  qualunque  di  essa,  ha  per  fhoco  questo  punto;  ecc. 

Se  il  cono  è  rotondo,  le  rette  focali  si  confondono  con  Tasse  di  ro- 
tazione. 

Queste  proprietà  sussistono  anche  nel  cilindro  con  lievi  modificazioni. 

Le  rette  focali  del  cono  asintoto  di  una  quadrica  a  centro  sono 
gli  asintoti  delle  coniche  focali  detta  quadrica. 

5.  Rimane  a  trattare  dei  fuochi  nei  paraboloidi.  Alfuopo  basta  con- 
siderare un  paraboloide  come  limite  di  una  quadrica  a  centro,  e  senza 
calcolo  si  giunge  alle  seguenti  proprietà: 

Un  paraboloide  ha,  in  generale,  dice  parabole  focali;  le  quali  sono 
situate  riei  dite  piani  diametrali  principali,  hanno  lo  stesso  asse  del 
paraboloide  ma  le  aperture  rivolte  in  sensi  opposti,  hanno  gli  stessi 
fuochi  delle  due  parabole  principali,  ed  hanno  i  parametri  prtnci- 
pali  eguali  fra  loro  ed  alla  differenza  dei  parametri  principali  delle 
dice  parabole  principali. 

Il  fuoco  dell'una  parabola  focale  è  vertice  delV altra;  e  sussistono 
le  altre  proprietà  dimostrate  per  le  quadriche  a  centro. 
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Del  resto,  volendo  eseguire  i  calcoli,  si  assuma 

f  (a?  yzi)  =px*  +  qy*  —  2z, 

e  si  avrà  pel  cono  circoscritto  dal  punto  {(v'y*  z')  Tequazione 

t(a/.,)  t(x..)  —  (pa/w  +  qy'y  —  z  —  zy  —  0, 

e  quindi 

««  i=P(Ql/*  —  2z'l      a„  =  q{paf*  —  2z'), .     a.,,  =  —  1, 

a^t  =  —PQOo'y\      a^^=px\      at^  =  qy\ 

B,,  =  -qi{ixf..\      B^^  =  —p((af..),      583=-  2p(z^f(a?'..), 

J5,,  =  0 ,    5,3  =  -  pqaff{a/..l      5,3  =— pw'f(rz?'..). 

Le  equazioni  di  condizione  perchè  il  cono  sia  rotondo  (soppressi  gli 
accenti)  sono 

pqyt{x,.)  +  p(?i/  =  0 ,    pqx({x..)  +  Qpoc  =  0,    (>pqxy  =  0 , 
p{2qz  —  i)({x..)—p(pqa!*—  2qz  +  ì)=:0, 
g(l-  2pz)i{x..)  +  i)(j)qy* —2pz  +  i)  =  0, 
Ìp-q)Hx..)  —  9]pq{y^  —  x')  —  2z{p-q)[^0. 

Esclusa  r ipotesi  f(rr..)  =  0,  risulta  necessariamente  dalla  3*  equa- 
zione a?=0  0  i/=0.  Posto  a?=0,  ma  ì/#»0:  la  1*  dà  P  =  — pf^Oyzi); 
la  2*,  la  3*  e  la  4*  si  riducono  a  identità;  la  5*  e  la  6*  divengono 

P^qy*  —  2p{p  —  q)z+{p  —  q)  =  0; 

cosicché  si  ottiene 

equazioni  di   una   parabola  di  parametro  2(1:^  — l:p),  di  vertice 
(0,0,1 :2p),  e  confocale  con  là  parabola  principale  f  a?=0,  y*=  -z.y 
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6.  Il  piano  polare  di  un  punto  {af  y'  sf)  rispetto  alla  quadrìca  [i]  e 

pafx  +  qy'y  +  rz!z  —  fc  =  0, 

e  la  perpendicolare  a  questo  piano  dal  polo  è 

jg~a/ y  —  jf g—g^ . 

px'    ~   qi/    -^    nf    ' 

le  tracce  del  piano  e  della  retta  sul  piano  a?  =  0  sono  rispettivamente 
la  retta 

{x  =  0,    qy^y  +  rzfz—  ft  =  0) 

e  il  punto 

ora  ò  chiaro  che  questo  punto  è  polo  di  quella  retta  rispetto  alla  co- 
nica focale  [5].  Dunque: 

i*  Se  da  unpufUo  qucUungue  si  conduce  la  retta  perpendicolare 
al  suo  piano  polare  rispetto  alla  quadrica,  le  tracce  della  retta  e 
del  piano  sopra  un  piano  diametrale  principale  sono  polo  e  polare 
rispetto  alla  conica  focale  ivi  contenuta. 

2^  Tali  sono,  in  particolare^  le  tracce  di  un  piano  tangente  alia 
quadrica  e  della  normale  corrispondente. 

S^"  Mentre  un  piano  rota  intomo  a  una  tangente  di  una  conica 
focale,  la  perpendicolare  ad  esso  dal  polo  rota  intomo  al  punto  di 
contatto  e  nel  piano  normale  alla  conica  ;  e  quindi  il  polo  percorre 
la  direttrice  corrispondente  a  quel  punto  di  contatto  (§  3). 

4""  Ogni  direttrice  è  coniugata,  rispetto  alla  quadrica,  con  la 
tangente  alla  conica  focale  nel  fuoco  corrispondente. 

5*»  Il  luogo  delle  direttrici  è  un  cilindro,  che  ha  pei*  ìHxse  la  conica 
polare-reciproca  della  conica  focale  rispetto  alla  conica  sezione  prin- 
cipale. 
Queste  proprietà  sussistono  anche  nei  paraboloidi. 

9.  Il  quadrato  della   distanza  di  un   punto  variabile  (xyz)  della 
quadrica  di  un  punto  fisso  (0  y'  z^)  è 

a^'+iV-y'ì'  +  iz-z'y; 

ed  eliminando  x*  mediante  Tequazione  [1]  della  quadrica,  diviene 

(i— J)  1/'+ (i  -  j)  «•-2i/'w- 2«'«+ (y'»+^*+|) . 
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La  condizione  perchè  questa  espressione  sia  il  prodotto  di  due  fat- 
tori lineari  in  y  e  ^  è  che  si  annulli  il  suo  discriminante,  cioè 

('-^)('-:j)(^'+^-+i)-(i-fK-(i-jK=o; 

or  questa  si  riduce  alla  [4];  dunque  il  punto  (Oy'  z')  appartiene  alla 
conica  focale  nel  piano  x  =  0. 
I  due  fattori  lineari  richiesti  poi  sono 

y |/l:g— 1  :p  +  z^i:p—i:r  + ... ,   y^i:q—i:p—z^i:p'^i:r+....^ 

essi,  eguagliati  a  zero,  rappresentano  due  piani  paralleli  (com*è  age- 
vole verificare)  al  due  piani  ciclici  per  Tasse  x  (reali  o  imaginarì). 
E  le  distanze  del  punto  (x  y  z)  da  questi  piani  sono  espresse  dai  detti 

fattori  lineari  divisi  per  i^i:q  —  l:r. 

Inoltre  è  noto  che  i  due  fattori  lineari  sono  insieme  annullati  da 
quei  valori  delle  variabili  che  annullano  amendue  le  derivate  parziali 
della  funzione,  dunque  la  retta  comune  al  due  piani  in  questione  ha 
le  equazioni 

e  però  è  perpendicolare  al  piano  a;  =  0  nel  punto 
(o,    -Pi-,  ^. 

E  siccome  questo  è  il  polo  della  tangente  alla  conica  focale  rispetto 
alla  conica  principale;  cosi  otteniamo  il  teorema: 

//  qucuirato  della  distanza  di  un  punto  della  quadrica  da  un  fuoco 
di  questa,  e  il  prodotto  delle  distanze  dello  stesso  punto  dai  due  piani 
ciclici  condotti  per  la  direttrice  coniugata  a  qìiel  fuoco,  serbano  fra 
loro  un  rapporto  costante,  mentre  il  punto  si  muove  siUla  quadrica 
e  il  fuoco  sopra  un'assegnata  conica  focale. 

I  rapporti  per  le  tre  coniche  sono 


l:g  — l:r'       l:r-l:p'       l:p— l:g" 

Se  da  ultimo  si  riflette  che,  dopo  una  trasformazione  delle  coordinate 
cartesiane  in  altre  cartesiane  o  projettive,  l  detti  fattori  resterebbero 

E.  D'Ovidio,  Geometria  analUica.  81 
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lineari,  o  diverrebbero  i  rapporti  di  tre  funzioni  lineari  ad  una  quarta; 
si  perviene  al  teorema: 

Il  quadrato  della  distanza  di  un  punto  della  quadrica  da  un  fuoco 
di  essa  è  esprimibile  mediante  il  prodotto  di  due  funzioni  lineari  delle 
coordinate  cartesiane  del  punto,  o  mediante  U  prodotto  di  due  funzioni 
lineari  delle  coordinate  projettive  del  punto  diviso  pel  quadrato  di 
un'altra  cotale  funzione. 

Non  ci  fermiamo  a  provare  che  questo  proprietà  sono  caratteristiche 
per  le  quadriche  e  per  i  loro  fuochi;  p.  es.  che:  il  luogo  di  un  punto, 
il  quadraio  della  cui  distanza  da  un  punto  fisso  sia  esprimibile  me- 
diante  il  prodotto  di  due  date  funzioni  lineari  delle  coordinale  car- 
tesiane del  punto,  è  una  quadrica  ;  ecc.,  ecc. 

Quad/irtche  confocali. 

H,  Sono  importanti  i  sistemi  di  quadriche  confocaii  (o  07nofocalt), 
ossia  di  quadriche  aventi  le  stesse  coniche  focali.  Accenneremo  le 
principali  proprietà. 

Sia  data  una  quadrica  centrale  riferita  ai  suoi  piani  principali 

0,  in  coordinate  di  piani, 

[2]  at^*  +  6v*  +  ct^?*  —  1  =  0 . 

È  chiaro  che  l'equazione 

[3]  -^  +  r^ — I — 1=0, 

a-— p   '   6  —  p   '   e—  p  * 

oppure  la 

[4]  (aw«  +  bv^  +  cw*  —  i)  —  9  {u*  +  v^  +  w^)  =  0 , 

pei  singoli  valori  del  parametro  p,  rappresenterà  ciascuna  delle  qua- 
driche confocali  alla  quadrica  data.  La  [4]  prova  (XVIII,  28)  che:  le 
quadriche  confocali  formano  una  schiera,  alla  quale  appartiene  il 
circolo  assoluto  (w*  +  ^*  +  ^*  =  0)  com^  quadrica  limite. 

Sia  a  >  &  >  e.  Per  P  <  e  si  hanno  ellissoidi  reali ,  per  e  <  p  <  & 
iperboloidi  a  una  falda,  per  &  <  P  <  a  iperboloidi  a  due  falde,  per 
p  >  a  ellissoidi  imaginarì. 
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Il  passaggio  dalla  1*  serie  alla  2^  si  fa  per  p  =  c;  nel  qual  caso  la 
[3]  diviene  z*=0,  e  la  [4]  {a  —  c)u*  +  {b  —  c)v*  —  i  =  0;  onde  la 
quadrica  si  riduce  all'ellisse  focale  reale  nel  piano  ^  =  0.  Il  passaggio 
dalla  2*  alla  3*  serie  si  fa  per  Tiperbole  focale  (p  =  &),  e  dalla  3*  alla  4* 
per  rellisso  focale  imaginaria  (p  =  a).  Quindi  :  le  tre  coniche  focali 
sono  le  tre  altre  quadriche  limiti  della  schiera. 

Tutte  le  quadriche  della  schiera  hanno  oo  piani  tangenti  comuni, 
costituenti  una  sviluppabile  di  4*  classe,  sulla  quale  giacciono  le  tre 
coniche  focali  e  il  circolo  assoluto.  Per  ciascuna  tangente  di  queste 
coniche  e  di  questo  circolo  passano  due  piani  della  sviluppabile. 

Per  un  punto  dato  paesano  tre  quadriche  della  schiera,  e  sono  un 
ellissoide,  un  iperboloide  a  una  falda  e  un  iperboloide  a  due  falde. 
Poiché,  dato  il  punto,  la  [3]  liberata  da  fratti  è  di  df"  grado  in  p,  e 
il  suo  1*  membro  prende  segni  alterni  per  p  =  a,  2),  e,  —  oo  ;  onde  si 
hanno  tre  valori  di  p  reali  e  individuanti  tre  quadriche  di  specie 
diverse. 

I  tre  valori  di  p  corrispondenti  a  un  punto  qualunque  dello  spazio 
si  possono  assumere  come  coordinate  del  punto,  e  diconsi  ellittiche. 

Due  quadriche  della  schiera,  se  della  stessa  specie,  non  han  punti 
reali  comuni. 

Le  tre  quadriche  della  schiera,  che  passano  per  un  punto  dato, 
hanno  ivi  i  piani  tangenti  mutuamente  perpendicolari  e  coniugati 
rispetto  a  tutte  le  quadriche  della  schiera  ed  ai  coni  ad  esse  circo- 
scruti  dal  punto. 

La  [4]  prova  che  :  in  una  schiera  di  quadriche  confocali  ne  esiste 
una  tangente  a  un  piano  dato. 

9.  Considerando  un  paraboloide  come  limite  di  una  quadrica  cen- 
trale, si  scorge  che  le  quadriche  confocali  ad  un  paraboloide  sono  oo 
paraboloidi,  dei  quali  passano  tre  per  un  punto  dato  (due  ellittici  e 
uno  iperbolico),  e  cosi  via. 

Dato  un  paraboloide,  riferito  ai  due  piani  diametrali  principali  e  al 
piano  tangente  nel  vertice, 

Toquazione  di  un  suo  confocale  è 

ossia 

(aw*  f  ftt?'  — 2t/?)  — p(t^'  +  t?'  +  t^*)=:0. 
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AO.  Data  una  conica,  è  determinata  una  schiera  di  quadriche,  delle 
quali  essa  sia  una  conica  focale;  e  precisamente,  se  le  equazioni  della 
conica  sono 


l'equazione  di  una  quadrica  del  sistema  sarà 

p  +6+P  +  .+  P      *-"• 

corae  apparisce  ponendo  A:^— A:p=&,  *:r  — A;p=c,  h:p=,p  nel 
§  2.  Si  avrà  dunque  una  schiera  di  quadriche  confocali,  le  quali  avranno 
come  coniche  focali  la  proposta  ed  altre  due.  Queste  tre  coniche  figu- 
reranno come  quadriche  limiti  dalla  schiera,  sicché  ciascuna  sarà 
conica  focale  per  le  altre  due;  vale  a  dire  che  ciascuna  sarà  proiet- 
tata dai  punti  delle  altre  due,  e  solo  da  essi,  secondo  coni  rotondi 
(reali  o  imaginarì).  Ed  analogamente  se  la  data  conica  è  una  para- 
bola; solo  che  allora  la  conica. imaginaria  è  allMnfinito. 

Trascurando  gli  enti  imaginarì,  si  hanno  sempre  due  coniche  reali. 
Possiamo  dunque  afTermare  che:  una  data  conica  può  essere  proiet- 
tata mediante  infiniti  coni  rotondi. 

I  vertici  di  questi  coni  hanno  pcr.luc^una  seconda  conica,  posta 
in  un  piano  perpendicolare  a  quello  della  prima  lungo.una  retta  .che 
è  asse  per  entrambe  le  coniche,  e  gli  assi  di  rotazione  di  questi  coni 
sono  le  tangenti  della  seconda  conica.  Inoltre  le  due  coniche  sono  in 
condizione  reciproca  Tuna  rispetto  alJ^altra. 

Fra  i  punti  della  seconda  conica  ve  ne  sono  di  quelli,  dai  quali  i 
due  vertici  della  prima  posti,  sull'asse  comune  sono  proiettati  secondo 
un  angolo  dato,  e  sono  i  punti  comuni  alla  seconda  conica  ed  airarco 
circolare  descritto  nel  piano  di  essa,  capace  di  quell'angolo  e  termi- 
nato a  quei  vertici.  Quindi:  è  possibile  adattare  una  data  curta piana 
di  2^  ordine  su  un  cono  rotondo  di  data  ampiezza. 

Così  rimane  giustificata  la  denominazione  di  sezione  conica^  o  di 
conica,  universalmente  adottata,  dai  geometri  greci  in  poi,  per  le  curve 
di  2*  ordine. 

È  facile  vedere  che^  per  l'iperbole,  l'angolo  degli  asintoti  non  deve 
superare  l'ampiezza  del  cono. 

Esercizio  1.  I  seni  degli  angoli  delle  due  rette  focali  di  un  cono  quadrico 
con  un  piano  tangente  qu^ilunque  danno  un  prodotto  costante. 
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Es.  2.  In  ogni  cono  qnadrico,  i  due  piani  tangenti  per  una  retta  passante 
pel  vertice,  e  i  due  piani  che  uniscono  la  retta  alle  focali,  hanno  gli  stessi 
piani  bisettori. 

In  particolare:  i  piani  tangente  e  normale  lungo  una  retta  del  cono  bise- 
cano gli  angoli  dei  due  piani  che  uniscono  la  retta  alle  due  focali  (Maoxus, 
Ann.  de  Math.,  XVI}. 

Es.  3.  La  somma  degli  angoli  di  una  retta  qualunque  del  cono  con  le  due 
focali  è  costante  (Maonub,  1.  e). 

Es.  4.  I  piani  per  una  focale  e  per  due  rette  del  cono  sono  simmetrici  ri- 
spetto al  piano  per  la  focale  e  per  la  polare  del  piano  delle  due  rette  rispetto 
al  cono. 

Es.  5.  Due  rette  del  cono,  e  le  due  tracce  del  loro  piano  sui  piani  ciclici 
pel  vertice,  hanno  le  stesse  bisettrici. 

In  particolare:  un  piano  tangente  al  cono  lungo  una  generatrice  seca  i 
due  piani  ciclici  pel  vertice  in  due  rette  simmetriche  rispetto  alla  gene- 
ratrice. 

Es.  6.  La  somma  degli  angoli  di  un  piano  tangente  qualunque  del  cono  con 
due  piani  ciclici  antiparalleli  è  costante. 

Es.  7.  Il  prodotto  dei  seni  degli  angoli  di  una  retta  qualunque  del  cono  con 
due  piani  ciclici  antiparalleli  è  costante. 

Es.  8.  Le  rette  focali  di  un  cono  sono  perpendicolari  ai  piani  ciclici  del  cono 
supplementare;  e  viceversa. 

Es.  9.  Dato  un  cono  rotondo  e  data  una  sfera  iscritta,  ogni  piano  tangente 
alla  sfera  seca  il  cono  in  una  conica,  che  ha  un  fuoco  nel  punto  di  contatto. 

Es.  10.  La  distanza  di  un  punto  di  una  quadrica  da  un  fuoco  serba  un  rap- 
porto costante  alla  distanza  del  punto  dalla  direttrice  corrispondente  a  quel 
fuoco,  purché  questa  distanza  venga  contata  parallelamente  a  un  piano  ciclico. 
Questo  rapporto  costante  dicesi  modtdo  della  quadrica  (Mac-Cullagh). 

Es.  11.  La  quadrica  polare  reciproca  di  una  quadrica  data,  rispetto  ad  una 
sfera  che  abbia  il  centro  in  un  suo  fuoco,  é  rotonda. 

Es.  12.  Gli  asintoti  delle  coniche  focali  di  una  quadrica  sono  perpendico- 
lari ai  piani  cìclici  della  quadrica  polare- reciproca  rispetto  a  una  sfera  con- 
centrica. 

Es.  13.  I  coni  circoscritti  da  un  punto  a  una  quadrica,  alle  sue  confocali  ed 
alle  loro  coniche  focali,  hanno  gli  stessi  assi  e  le  stesse  rette  focali,  e  si  ta- 
gliano ortogonalmente. 

Caso  che  il  punto  appartenga  alla  quadrica.  Se  questa  é  un  iperboloide  ri- 
gato, le  dette  focali  sono  rette  deiriperboloide  (Cbasles,  Joum,  de  Math.,  XI). 

Caso  che  il  punto  appartenga  a  una  conica  focale. 

Es.  14.  Se  due  punti  P'  Q'  son  fissi  sull'iperbole  focale  e  P  varia  suirel- 
lisse  focale,  è  costante  PP'±P^'»  secondochè  P'  e  Q'  sono  su  diversi  rami 
dell'iperbole  o  sullo  stesso. 
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Se  P'  é  fisso  sull'iperbole  e  PQ  sono  variabili  e  diametralmente  opposti 
suirellisse,  è  costante  PP'  +  QP'. 

Se  P  Q  son  fissi  sull'ellisse  e  P'  varia  sull'iperbole,  è  costante  PP'  —  QP'  per 
un  ramo,  e  cangia  dì  segno  da  un  ramo  all'altro. 

Se  P  è  fisso  sull'ellisse  e  P'  Q'  sono  variabili  e  diametralmente  opposti  sul- 
l'iperbole, è  costante  PP  —  PQ'. 

Es.  15.  In  un  paraboloide,  se  P  Q  sono  fissi  su  una  parabola  focale  e  P' 
varia  sull'altra,  è  costante  PP'  —  QP'. 

Es.  16.  Le  projezioni  delle  coniche  focali  su  un  piano  sono  confocali  con 
la  traccia  del  cilindro  delle  rette  tangenti  alla  quadrioa  e  perpendicolari  al 
piano. 

Es.  17.  Le  teme  di  piani  perpendicolari  e  coniugati  (detti  principali),  che 
passano  pei  singoli  punti  dello  spazio,  secano  ciascun  piano  diametrale  prin- 
cipale in  un  triangolo  autoconiugato  rispetto  alla  conica  focale  ivi  contenuta. 

Es.  18.  È  costante  il  prodotto  delle  distanze  di  un  piano  tangente  alla  qua- 
drica  da  quei  due  punti  di  una  conica  focale  in  cui  questa  ha  le  tangenti  pa- 
rallele al  piano. 

Es.  19.  I  fuochi  di  una  quadrica  sono  centri  di  sfere  di  raggio  nullo  bi tan- 
genti alla  quadrica.  Questa  proprietà  equivale  alla  definizione  dei  fuochi  da 
noi  adottata,  e  può  servire  a  trovare  altrimenti  le  equazioni  delle  coniche 
focali. 

Invero,  se  (xi/z'\)  è  un  fuoco,  dovrà  essere  identicamente 

f(j:y«l)  +  p4)(a;-a?',  y-y',  2r-/)  =  (ac  +  py  +  T«  +  ^)  (a'^+P'y +T'«  +  b'); 

sicché  p  è  una  radice  di  A(p)  =  0,  e  oo?  + ..  =  0,  a'a? ..  =  0,  sono  le  equazioni  di 
due  piani  ciclici.  Eguagliando  i  coefficienti  di   ambo  i  membri,  si  ottengono 
equazioni  in  a?'/^»  dalle  quali   poi   si   deducono   le   equazioni   delle  coniche 
focali. 
La  detta  identità  porge  per  ogni  punto  della  quadrica 

9^(x  -  a;',  y  -  y ,  z  -  Jf  =(aaj  +  ..  +  ò)  {ax  +  ..  +  h\ 

che  equivale  al  teorema  del  §  7. 
Es.  20.  Quadriche  confocali  hanno  gli  stessi  piani  ciclici. 

Cenni  storici  sulle  quadriche. 

Delle  superficie  di  2**  grado  gli  antichi  geometri  conoscevano  soltanto  la 
afera,  il  cilindro^  il  cono,  lo  sferoide  (il  nostro  ellissoide  rotondo)  allungato  o 
schiacciato^  il  conoide  iperbolico  e  parabolico  (cioè  l'iperboloide  rotondo  a  due 
falde,  e  il  paraboloide  rotondo)  ;  come  si  riscontra  in  Archimede.  Il  cilindroide 
(cioè  il  nostro  iperboloide  rotondo  a  una  falda)  fu  considerato  da  Wben  {Pki- 
losophical  TransaetionSf  1699). 
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EuLKB  (Appendice  sAVIntroductio  in  Analysin  infiniiarum^  1748,  V),  estendendo 
il  metodo  analitico  di  Dbsca&tbb  dal  piano  allo  spazio,  ravvisò  neirequazione 
di  2<^  gprado  a  tre  variabili  cinque  specie  di  superficie,  che  chiamò:  V  ellip- 
toide,  2*  superficie  eUtUico-iperbolica,  3®  iperboliconperholica^  4^  ellitticO'parahólica, 
5^  parahólico'iperholica.  Esse  corrispondono  rispettivamente  ai  nostri:  ellissoide, 
iperboloide  a  una  e  due  falde,  paraboloide  ellittico  e  iperbolico. 

1  nomi  di  ellissoide^  iperboloide,  paraboloide  furono  messi  in  uso  nella  scuola 
Politecnica  (Bior,  Lacboix).  La  denominazione  di  quadrica  è  di  questi  ultimi 
tempi  e  d*origine  inglese  (quadric  in  Cati^et,  Salmon,...). 

MoHOB  e  Hachsttb,  con  una  più  profonda  e  compiuta  discussione  della  detta 
equazione  di  2"*  grado,  scoprirono  parecchie  delle  principali  proprietà  delle 
quadriche.  Segnaliamo  la  doppia  generazione  di  qualunque  iperboloide  a  una 
falda  e  del  paraboloide  iperbolico  mediante  il  movimento  di  una  retta  (Mongb, 
Journal  de  VÉcole  pólytechnique,  fase.  1®  pag.  14);  piti  la  doppia  generazione 
di  tutte  le  quculriche,  eccetto  il  paraboloide  iperbolico,  mediante  un  circolo 
mobile  (cfr.  Hachbtte,  Éléments  de  Geometrie  à  troie  ditnensions),  proprietà  che 
prima  era  nota  solo  pel  cono  (Apollonio,  Conica,  I,  5;  Dbsabgubb)  e  per  Tel- 
lissoide  (D^Albmbebt,  Opuscules  mathématiques,  VII,  pag.  163).  Infine  stabilirono 
resistenza  dei  tre  piani  diametrali  principali  per  Tellissoide  e  gli  iperboloidi 
(Journ,  Éc.  poi,,  fase.  IP),  e  Tequazione  di  3°  grado  A(p)=sO,  da  cui  quei  piani 
dipendono  (nell'ipotesi  di  coordinate  ortogonali). 

MoHGB  trovò  anche  la  sfera,  luogo  dei  vertici  dei  triedri  trirettangolì  cir- 
coscritti a  una  quadrica  a  centro,  e  il  piano  analogo  per  un  paraboloide. 

I  discepoli  di  Monob  continuarono  la  ricerca  delle  proprietà,  sia  di  una  qua- 
drica combinata  con  punti  o  rette  o  piani,  sia  di  due  o  più  quadriche. 

LrTBT  {Joum.  Éc.  poh,  fase.  13*,  1806)  provò  il  teorema  sulla  somma  costante 
dei  quadrati  di  tre  semidiametri  coniugati  delPellissoide,  e  quello  sul  volume 
costante  del  parallelepipedo  costruito  con  tre  semidiametri  coniugati. 

BiHET  (ibid.,  fase.  16**,  1813)  aggiunse  il  teorema  sulla  somma  costante 
dei  quadrati  delle  aree  dei  triangoli  costruiti  su  tre  semidiametri  coniugati 
presi  a  due  a  due.  Egli  inoltre  si  servì  di  un  piano  diametrale  per  semplifi- 
care Tequazione  della  superficie;  adoperò  pel  primo  nella  ipotesi  di  assi  obliqui 
Tequazione  di  3*  gprado  A(p)=sO  che  determina  i  piani  diametrali  principali; 
e  fece  conoscere  l'esistenza  dei  parallelepipedi  iscritti  e  circoscrìtti  insieme  a 
un  iperboloide  a  una  falda. 

Quanto  ai  teoremi  relativi  al  paraboloide  esposti  nel  e.  XX  §  21 ,  essi 
sono  assai  più  recenti,  e  son  dovuti  al  signor  Allmah  {Quarterly  Joum.  of  Math., 
XIII,  1873). 

Bbianchon  (Joum,  Éc»  poh,  fase.  13*)  mostrò  che  la  polare-reciproca  di  una 
quadrìca  rispetto  a  un'altra  ò  pure  una  quadrica. 

Petit  applicò  la  regola  dei  segni  di  Descabtbs  all'equazione  A(p)=0  per 
classificare  le  quculriche  (Correspondance  sur  VÉc,  poi.  diretta  da  Hachbttb,  II). 

PoNCBLBT  {lYopr.  proj\,  614)  dimostrò  l'esistenza  di  quattro  coni  in  ogni  fascio 
di  quadriche,  e  (1.  e,  619)  quella  dei  piani  ciclici  e  principali  mercè  la  con- 
siderazione del  circolo  imaginario  all'infinito. 
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Chì.slx8  (Corr.  Ée,  poi,,  pag.  302)  diede  il  teorema  sulla  costante  somma  dei 
quadrati  delle  projezioni  di  tre  semidiametri  coniugati  su  una  retta  o  un  piano, 
quello  sulla  somma  costante  dei  quadrati  inversi  di  tre  semidiametri  perpen- 
dicolari, e  parecchi  altri. 

Lo  stesso  (1.  e,  XI,  pag.  50,  1839,  e  Ap,  hist.,  nota  9)  avverti  la  projettività 
fra  le  punteggiate  che  le  rette  di  un  sistema  su  una  quadrica  rigata  s^^ano 
su  due  rette  deU*altro,  e  i  fasci  di  piani  per  due  rette  di  un  sistema  e  per 
tutte  quelle  delValtro. 

La  considerazione  di  una  quadrica  ridotta  a  una  conica  come  inviluppo  fu 
sviluppata  da  Hsssb,  che  la  chiamò  Orenzflàche  (Vorlesungen  Hher  anaiytUche 
Geometrie  dea  Baumes,  XV). 

Il  circolo  imaginario  air  infinito  fu  chiamato  assoluto  dal  Catlrt  (A  sirth 
Metnoir  upon  quanHcs,  Phil.  2Van«.,  t  149),  e  preso  a  base  delle  reiasioni  me- 
triche nello  spazio. 

I  paraboloidi  equilateri  furono  introdotti  e  denomiuati  da  Steiner  {Syst. 
Entw,,  52,  II).  Del  cono  e  degli  iperboloidi  equilateri  si  occuparono  Joachims- 
THAL  (Journ.  Creile f  t.  66),  Hbsse  (1.  c,  XVI),  Vogt  (Joum.  Cr^e,  t.  86),  Schb5ter 
(Theorie  der  Oberflàehen  zweiter  Orànung,  ecc.). 

II  cono  ortogonale  fii  studiato  da  Binbt  (Corr,  Éc.  poi.,  II),  da  Steiubb  (Joum. 
Creile,  t.  2,  pag.  61,  e  Stfst.  Entw.).  L'iperboloide  ortogonale  fu  studiato  da 
Ghasles  (Joum.  de  Math.,  1),  da  SchOhfues  [Zeitsehrift  SehUhmlch,  t.  28),  da 
Schs5tes  (Joum.  CreUe,  t.  85,  e  Oberflàehen),  che  gli  diede  il  nome  di  orto- 
gonale. 

Deirellissoide  ortogonale  è  fatto  cenno  forse  per  la  prima  volta  nel  presente 
trattato.  Il  prof.  Ascionb  ne  ha  di  recente  assegnate  parecchie  proprietà  (Al- 
cune proprietà  delV ellissoide  ortogonale,  Annali  dell'Istituto  tecnico  di  Napoli ^ 
XIX,  1901). 

Maonus  scoprì  le  rette  focali  del  cono  quadrico  (Annales  de  Ger gonne,  t.  16). 

Dei  fuochi  dei  meridiani  delle  quadrìche  rotonde  si  occupò  Dunn  (Appli- 
cations de  Geometrie,  18),  dandone  notevoli  proprietà. 

Le  due  coniche  (reali)  che  abbiamo  chiamate  focali  furono  trovate  da  Dupin 
(Corr,  Éc.  poi.,  II,  pag.  424),  ciascuna  come  luogo  dei  vertici  dei  coni  rotondi 
circoscritti  airaltra,  ed  anche  come  luogo  dei  fuochi  dell'altra  (i  suoi  punti 
avendo  rispetto  airaltra  le  proprietà  dei  due  fuochi  di  questa).  Bibet  e  Asc- 
PÉRE  le  riguardarono  da  altri  punti  di  vista;  QuìI^elet,  Demomfebbard  e  Mobton 
le  studiarono  dal  primo  punto  di  vista  del  Ddfin. 

Steiner  (Journ.  Creile,  t.  1)  e  Bobillibb  (BuUetin  de  Férussac,  VII)  le  con- 
siderarono come  costituenti  il  luogo  dei  vertici  dei  coni  rotondi  circoscritti 
a  una  quadrica.  Chasles  (Ap.  hist.,  nota  31)  assegnò  molte  proprietà  di  queste 
coniche  (che  chiamò  anche  eccentriche)  rispetto  alla  quadrica,  e  mise  in  luce 
l'analogia  di  tali  proprietà  con  quelle  dei  fuochi  delle  coniche.  Notevoli  sono 
pure  le  memorie  di  Ghasles  sulle  linee  e  superficie  di  2°  grado  (Nouv.  Mém. 
de  Bruxelles,  V  e  VI). 

Mac-Gullaqh  (Proceedings  of  the  B.  Irish  Academy,  II)  aggiunse  il  teorema 
contenuto  nelFesercizio  10. 
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Il  teorema  in  fine  del  §  7  fa  posteriormente  trovato  da  Sàlmor  (cfr.  Atta- 
lytic  Geometra  of  three  dimensions)  e  ritrovato  da  Amiot  {Journ,  de  Math.,  Vili). 

Recentemente  il  prof.  Staudb  {Die  Foealeigensehaften  der  Fl&chen  ztveiter 
Ordnung,  1896)  ha  trovato  nuove  importanti  proprietà  focali  delle  quadriche, 
come  estensioni  di  quelle  delle  coniche  relative  alla  somma  o  differenza  co- 
stante dei  raggi  focali,  ed  ha  mostrato  come  si  possa  costruire  Tellissoide  me- 
diante un  filo. 


L'equazione 


«11 +  P      .      .  oi» 


«»i        •     .    a^^-]r  P 


•=■  0        (ahp  =  oph} 


fu  incontrata  da  Làplack  (Mém,  de  VAcad,  de  Paris;  1772)  nelle  sue  ricerche 
sul  moto  dei  pianeti.  Per  n  =»  8  si  ottiene  la  A(p)  =  0  riferita  a  coordinate  or- 
togonali. La  realtà  delle  radici  di  questa  equazione  fu  dimostrata  indiretta- 
mente da  Laobàmoi  {Mém.  de  VAead.  de  Berlin^  1773).  Due  dimostrazioni,  esten- 
sibili ad  fi  qualunque,  furono  date  da  Caucht  {Exereiees  de  Math,,  IV),  altre 
da  Jacobi  (Journ.  Creile^  t.  12),  da  Stlvestbb  {Philoaophical  Magazine,  II),  da 
Gbuhebt  (ArchiVf  t.  29), .... 

EnMMBB  riuscì  a  decomporre  in  una  somma  di  quadrati  il  discriminante 
di  A(p)  {Journ,  Creile,  t.  26);  poi  Bobchabdt  con  l'aiuto  dei  determinanti  vi 
riuscì  per  n  qualunque  {ib.,  t.  80).  Altre  decomposizioni  in  somme  di  quadrati 
per  n  =  3  furono  trovate  da  Hesse  (Vorlesungen),  Baubb  {Journ.  Creile,  71), 
Geiseb  {ib.,  82).  L'elegante  procedimento  da  noi  seguito  è  del  Soubardbb  {Journ. 
de  Math.,  1879);  e  le  somme  di  18,  10,  7  quadrati  da  noi  accennate  sono  ri- 
spettivamente quelle  di  Bobchabdt,  Baueb,  Eummeb.  Il  Soubandbb  estende  il 
suo  procedimento  anche  ad  n  qualunque. 

n  discriminante  della  equazione  quadratica  8(p)  =  0,  che  determina  gli  assi 
di  una  sezione  piana  della  quadrica  riferita  a  coordinate  ortogonali,  fii  decom- 
posto in  somme  di  5  a  10  quadrati  da  Hbsse  {Journ,  Creile,  t.  60)  mediante 
sostituzioni  ortogonali;  in  una  somma  di  2  quadrati  da  Hehbici  {ib,,  t,  64),  di 
altri  2  o  di  8  quadrati  da  Souillabt  {ib,,  t.  65),  di  6  quadrati  da  Baubb  {ib,, 
t.  71  ;  cfr.  XVII,  es.  10),  e  di  2  altri  quadrati  dal  Soubandbb  {ib,,  t.  85),  il  quale 
ha  anche  data  un'altra  dimostrazione  dei  risultati  di  Hesse.  Noi  abbiamo  esposta 
la  decomposizione  di  Hesse  in  6  o  5  quadrati,  e  quella  del  Sodbakdeb  in  2  qua- 
drati, attenendoci  sempre  a  questo  ultimo  autore. 

Gbiseb  {Annali  di  Mot,,  v.  8,  s.  2*)  ha  mostrato  come  la  trattazione  dell'equa- 
zione 6(p)=:0  possa  ricondursi  a  quella  di  una  equazione  del  tipo  della  A(p)sO, 
deducendone  la  decomposizione  del  discriminante  di  6(p)  in  somma  di  quadrati. 
Il  GhusxB  estende  la  ricerca  alla  equazione  di  grado  n  —  1  in  p  ottenuta  dalla 
matrice  di  ordine  n  teste  scritta,  introducendovi  una  orizzontale  e  una  verticale, 
le  quali  abbiano  l'elemento  0  comune  e  gli  altri  elementi  eguali  a  UiU%  ...  tin. 
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APPENDICE 


%  %.  aj  Una  funzione  di  una  o  più  variabili  x  y...  dicesi  omogenea^ 
se,  moltiplicando  tutte  le  variabili  per  un  numero  arbitrario  p ,  la 
funzione  si  riproduce  moltiplicata  per  una  potenza  di  questo  nu- 
mero p  con  un  esponente  costante  g,  il  quale  dicesi  grado  delia  fun- 
zione. 

P.  e.  ax,  €LX-\-ì)y,  aX'{'ì)y  -\-cz,  ecc.  sono  omogenee  di  1°  grado 
xy  è  omogenea  di  2<'  grado,  x:y  è  omogenea  di  grado  zero. 

bj  Dìcesi  forma  a^ebrica  una  funzione  razionale  intera  ed  omo- 
genea di  una  o  più  variabili;  cioè  un  polinomio,  di  cui  i  singoli  ter- 
mini contengono  come  fattori  (oltre  un  coefflciente  costante)  una  o 
più  delle  variabili  con  esponenti  interi  positivi,  e  sono  tutti  dello 
stesso  grado  nelle  variabili. 

Il  grado  della  forma  è  quello  dei  singoli  termini.  Una  forma  dicesi 
lineare    se  è  di  1*»  grado;  qiuxdraiica  se  di  2*»;  cubica  se  di  3*;  ecc. 

Secondo  che  le  variabili  sono  una,  due,  tre,  quattro,...  la  forma  di- 
cesi unaria,  binaria,  ternaria,  q%mtemaria,.„ 

Cosi  oo?,  ax'^,  ax\.„  sono  forme  generiche  unarie,  e  rispettivamente 
lineari,  quadratiche,  cubiche,...;  ax-^-by,  ax*  +  ba:y -^ cy\,.,  sono 
forme  generiche  binarie,  e  rispettivamente  lineari,  quadratiche,...; 
^1^1  +  ^2^1  +  —  +  ^«^ii  è  una  forma  generica  lineare  di  n  variabili 
x^x^...x^,  e  dicesi  anche  una  combinazione  lineare  di  a?,  a?g...a?^. 

cj  Quando  si  ha  una  equazione  con  una  incognita,  ogni  numero, 
che  sostituito  airincognita  soddisfa  all'equazione,  dicesi  una  soluzione 
0  una  radice  della  equazione.  Del  pari,  quando  si  ha  una  equazione 
con  più  incognite,  ogni  gruppo  di  numeri,  che  sostituiti  alle  incognite 
soddisfanno  all'equazione,  dicesi  una  soluzione  della  equazione. 
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Quando  poi  si  hanno  più  equazioni  con  una  o  più  incognite  comuni 
ad  alcune  di  esse,  si  dice  che  le  equazioni  formano  un  sistema,  coe- 
sistono, sono  simultanee;  ed  ogni  gruppo  di  numeri,  che  sostituiti 
alle  incognite  soddisfanno  a  tutte  le  equazioni,  dicesi  una  soluzione 
del  sistema. 

Risolvere  una  equazione,  o  un  sistema  di  equazioni,  vuol  dire  cal- 
colarne tutte  le  soluzioni. 

Una  equazione,  o  un  sistema  di  equazioni,  è  determinato,  se  am- 
mette una  0  più  soluzioni,  ma  in  numero  Anito;  è  indetey^minato, 
se  ammette  infinite  soluzioni;  è  impossibile,  se  non  ammette  nes- 
suna soluzione. 

Una  equazione  dicesi  omogenea,  se  ambo  i  membri  sono  omogenei 
e  dello  stesso  grado  nelle  incognite;  cioè  se,  dopo  aver  passato  tutti 
i  termini  al  1^  membro,  questo  risulta  omogeneo. 

d)  Con  mn  numeri  come  elementi  sia  costituita  una  matrice  dim 
orizzontali  ed  n  verticali 


U44 

Ujj       .       . 

•        MI» 

«.1 

a„    . 

.     aan 

«mi 

a».2    . 

.    a^ 

dove  gli  elementi  sono  denotati  da  una  lettera  a  affetta  da  due  indici, 
dei  quali  il  i"  ò  quello  delForizzontale  ed  il  2®  quello  della  verticale. 

Si  chiamano  determinanti  di  ordine  p  di  qitesta  matrice  tutti  i  de- 
terminanti formati  dagli  elementi  comuni  a  p  orizzontali  e  p  verti- 
cali qualunque  della  matrice. 

S'intendo  che  p  non  può  superare  il  minore  dei  due  m,  n. 

La  matrice  si  dirà  avere  la  caratteristica  (0  il  rango)  p,  se  non  sono 
nulli  tutti  i  suoi  determinanti  di  ordine  p  ma  sono  nulli  tutti  i  suoi 
determinanti  di  ordine  p  + 1. 

In  tale  ipotesi  saranno  nulli  anche  tutti  i  suoi  determinanti  di  or- 
dine/?+2;  poiché  essi,  sviluppati  secondo  una  loro  riga,  si  decom- 
pongono in  altri  di  ordine  p^i  e  quindi  nulli.  E  slmilmente  saranno 
nulli  tutti  i  determinanti  di  ordine  p-[-3,  e  cosi  via,  sino  al  massimo 
ordine.  Ma  non  saranno  nulli  tutti  i  determinanti  di  ordine  p  —  1  ;  altri- 
menti sarebbero  nulli  anche  tutti  quelli  di  ordine  p,  contro  l'ipotesi. 
E  similmente  non  saranno  nulli  tutti  i  determinanti  di  ordine  p  —  2, 
e  cosi  via. 

Insomma  la  caratteristica  è  un  numero  individuato  p,  compreso  fra 
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zero  e  il  minore  del  due  m,  n,  inclusi  gli  estremi.  Esso  è  il  massimo 
ordine  di  quei  determinanti  della  matrice  che  sono  diversi  da  zero. 

Suol  chiamarsi  caratteristica  di  un  determinante  quella  della  sua 
matrice. 

Ne  segue  che,  se  un  determinante  di  ordino  n  è  nullo,  la  sua  ca- 
ratteristica è  minore  di  n;  e  viceversa. 


Misolu»ione  di  un  sistema  determinato 
di  equazioni  lineari. 

9.  Abbiasi  un  sistema  di  n  equazioni  di  1*"  grado,  o  (come  suol  dirsi) 
lineari,  con  n  incognite  x^x^,.,x^.  Riunendo  i  termini  con  le  inco- 
gnite nei  primi  membri  e  i  termini  noli  nei  secondi  membri,  pos- 
siamo scrivere  le  date  equazioni  sotto  la  forma  generica 

«ii^i  +  a^t^t  + ...  +  «1,0?,  =  K 


dove  i  coefficienti  delle  incognite  sono  denotati  da  una  lettera  a  af- 
fetta da  due  indici,  il  l""  dei  quali  è  quello  deirequazione  e  il  2**  quello 
deirincognita. 

Con  questi  coefficienti  come  elementi  possiamo  costituire  il  deter- 
minante 


D  = 


che  diremo  detef^minanie  dei  coefficienti. 

Se  esistono  valori  delle  incognite  soddisfacenti  simultaneamente  a 
tutte  le  date  equazioni,  essi  dovranno  evidentemente  soddisfare  anche 
airequazione  formata  sommando  membro  a  membro  le  date  dopo  aver 
moltiplicati  ambo  i  membri  di  ciascuna  per  un  numero  arbitrario. 
Ora  noi  moltiplicheremo  ambo  i  membri  delle  singole  equazioni  ri- 
spettivamente pei  suddeterminantì  complementari  degli  elementi  della 
7"*  verticale  di   Z),  i  quali  suddeterminanti   denoteremo   con   A^^y 


«Il 

«i2 

.       «1« 

«ti 

«2. 

.       «2n 

ani 

«n2 

.       ««« 
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A^...A„;  ed  inolii*e  nel  sommare  riuniremo]'  termini  contenenti  .una 
medesima  incognita;  avremo  cosi 

{a^,A  ,r+OtxAir+  -  +  a^A„)x,  -f ...  +  (a,rA,r+a^^A^,+ ...  +a^,A„)x, 
+ ...  +(a^^A^r + a^,A^r  + ...  +  a,^A„)x,  =  h,A ,,  +  h^A ,,  + ...  +  M,r  • 

In  questa  equazione  il  coefficiente  di  x^  è  la  somma  dei  prodotti 
degli  elementi  della  r^  verticale  di  D  pei  rispettivi  suddeterminanii 
complementari,  e  quindi  ò  eguale  ad  esso  Z>;  invece  il  coefficiente  di 
ogni  altra  incognita  ò  la  somma  dei  prodotti  degli  elementi  di  una 
verticale  diversa  dalla  r*"*  pei  suddeterminanti  complementari  degli 
elementi  della  r°*%  e  quindi  è  nullo;  cosicché  Tequazione  si  riduce  a 

3.  Se  si  suppone  Z)=#=0,  possiamo  dividere  ambo  i  membri  di  questa 
equazione  per  Z>,  ed  otteniamo 

kjAlr  +  1c^A%r  +  »"  +  hnAnr 

dove  il  2"*  membro  è  una  quantità  nota. 

Né  segue  che  il  dato  sistema  di  equazioni  non  può  esser  soddisfatto 
da  valori  delle  incognite  diversi  da  quelli  che  Tultima  equazione  for- 
nisce per  r  =:  1,  2, ... ,  n,  cioè 


y  — 

D 

.  +  KAn, 

./j- 

D 

_MU  +  M2n4-. 

..  +  kUnn 

Xn  - 

D 

Rimane  a  vedere  se  codesti  valori  soddisfanno  effettivamente  alle 
date  equazioni.  Perciò  sostituiamoli  nella  ?  "»•  equazione,  ed  osserviamo 
che  il  suo  1^  membro  diviene 

-      Ori  A%\  -4-...-4-  at-nAln     ,  ,    I,     Ori  Ari  -\-.,.-\-arnArn     i  i    j^     Uri  Ami  ']-.,.-{' arn  Ann   . 

«1 ^ • —     r—  '   «r  ^  \-...-\-Kn  -^  » 
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e  siccome  tutti  i  numeratori  sono  nulli,  tranne  Vr^''  che  vale  D,  cosi 
questa  espressione  si  riduce  a  h^ ,  cioè  al  2»  membro  della  r"»*  equa- 
zione, la  quale  dunque  è  verificata;  e  ciò  per  r=i,  2,...,  n. 

Ora  si  osservi  che  il  numeratore  della  espressione  di  x^  è  lo  svi- 
luppo secondo  la  r"*  verticale  del  determinante 


Nr  = 


«Il      .     ai,r-i       h^      ai.r-i-i      .     Clin 
a^i      '     aa.r— 1      ftj     aa,r-t-i     .    aa» 


=^4^4.  ir+ fei  ^  2H-..-+'Ìr-4  itr , 


il  quale  si  ottiene  da  D  sostituendo  agli  elementi  della  r"^  verticale 
rispettivamente  ft^ft, ...  ft„.  Quindi  si  può  scrivere 

X^  —  ^  ,      fl/j  —  -^  f,.,  ,  Xr  —    p   I  ...  ,    Xn  —   jy   , 

e  si  può  enunciare  la  seguente: 

Regola  di  Gramer:  Se  non  è  nullo  il  determinante  dei  coeffi- 
cienti in  un  sistema  di  equazioni  lineari  con  altrettante  incognUe, 
il  sistema  ammette  una  soluzione  ed  una  sola,  e  però  è  determinato. 
Precisamente:  un'incognita  qualunque  è  eguale  ad  una  frazione, 
che  ha  per  denominatore  il  determinante  dei  coefficienti,  ed  ha  per 
numeratore  il  determinante  ottenuto  da  esso  col  sostituire  ai  coef- 
ficienti della  incognita  i  termini  noti. 

4.  Nel  caso  particolare  che  i  termini  noti  /i,  h^ ...  K  siano  tutti  nulli, 
le  equazioni  sono  omogenee.  In  tal  caso,  e  supposto  sempre  D^O, 
poiché  i  numeratori  N^  iV, ...  JV;,  riescono  evidentemente  tutti  nulli, 
saranno  nulle  pure  tutte  le  frazioni  esprimenti  le  incognite.  Adunque: 

Se  non  è  nullo  il  deteì^mfnante  dei  coefficienti  di  un  sistema  di 
equazioni  lineari  ed  omogenee  con  altrettante  incognite,  il  sistema 
è  determinato,  e  i  valori  delle  incognite  son  tutti  niUli. 


Sistemi  ifnpo88tbili  o  indeterminati 
di  equazioni  lineari. 

5.  Riprendiamo  lo  studio  di  un  sistema  di  n  equazioni  lineari  ad  n 
incognite  con  termini  noti  qualunque,  ma  supponiamo  ora  Z)==0. 


Digitized  by  VjOOQ iC 


Appendice  -  §  5,  6,  7  495 

In  tale  ipotesi,  se  non  son  nulli  tutti  i  secondi  membri  delle  equa- 
zioni compendiate  nella  (§  2) 

DXr  =  h^Air  +  h^Air  +  ... +KAnr  =  Nr 

per  r=l,  2,...,  n,  e  sia  p.  e.  iV,=4=0,  si  avrà 

0.ir.H=0, 

il  che  è  assurdo;  dunque  nessun  valore  dato  a  x^  potrà  soddisfare  al 
dato  sistema  di  equazioni,  e  però  non  esisterà  nessuna  soluzione  del 
sistema.  Ossia: 

Se  per  un  sisteìna  di  equazioni  lineari  con  altrettante  incognite 
il  determinante  dei  coefficienti  è  nullo,  ma  non  son  nulli  tutti  i  de- 
terminanti ottenuti  da  questo  sostituendo  ai  coefficienti  di  una  in- 
cognita i  termini  noti,  il  sistema  è  impossibile. 

©.  Se  poi,  oltre  ad  essere  i>  =  0,  sono  nulli  tutti  gli  N^  N^ ...  Nn, 
si  ha 

0.a?,  =  0  per  r  =  l,  2,...,  n; 

ma,  sebbene  ciò  avvenga  qualunque  valore  si  attribuisca  a  o;^  a?, ...  ocn, 
sarebbe  avventato  asserire  che  il  dato  sistema  di  equazioni  è  soddi- 
sfatto da  valori  affatto  arbitrari  delle  incognite. 
Valga  il  seguente  esempio: 

9.  Siano  date  n  equazioni  omogenee 

^li^l  +  ^lt^2  +  •••  +  ainXn  =  0 


a»\Xi  +  an^Xt  +  •••  +  annXn  =  0, 


e  sia  Z)  =  0  ma  i4„„4=0.  Poiché  queste  equazioni  moltiplicate  per 
Ain  Afn ...  Ann  0  sommato  danno 

è  chiaro  che  le  prime  n — 1  moltiplicate  per  Am  A%^ ...  An-\,n  e  som- 
mate daranno  la  n^  equazione  moltiplicata  per  — Ann,  sicché  divi- 
dendo la  nuova  equazione  per —^m.  (che  non  è  zero)  ritroveremo  la  n™* 
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equazione.  Laonde  ogni  soluzione  delle  prime  n — 1  equazioni  è  solu- 
zione anche  della  w^,  e  quindi  di  tutto  il  sistema. 

Per  trovare  poi  le  soluzioni  delle  prime  n— 1  equazioni,  traspor- 
tiamo Xn  nei  secondi  membri  scrivendo 


Un^l,!  a?4  +  —  +  a«-l,i.-l^i.-l  = (Im-l^Xn  , 


ed  osserviamo  che  il  determinante  dei  coefficienti  di  x^ ...  w^^i  qui  è 
appunto  Ann,  che  non  è  nullo;  cosicché  da  queste  equazioni  ricave- 
remo con  la  regola  di  Gramer 


^ciihXh       aii 


tfl.n^l 


flit 


(ll.N-1         ain 


X^  — ~ —  ^ — 1)       Xn -: 

Ann  xIhi» 


—     ^"1     ^ 


ed  analogamente 


An2^ 


ii?2  =  -r—  ifn , . . . ,  07»— 1  ::=  — | —  ar»  ; 


le  quali  mostrano  che  si  può  dare  ad  Xn  quel  valore  che  si  vuole,  e 
che  ad  ognuno  di  questi  valori  di  a?»  corrisponde  un  valore  indivi- 
duato per  x^y  uno  per  x^,  e  cosi  via  sino  a  Xn^i.  Si  avranno  quindi 
infinite  soluzioni  pel  dato  sistema  di  equazioni,  ed  il  sistema  sarà  fn- 
determinato. 

Poniamo  Xn:Ann=\  onde  Xn^=\An»,  cosicché  ad  ogni  valore  della 
Xn  rimasta  arbitraria  corrisponde  un  valore  di  X,  e  (viceversa)  ad  ogni 
valore  attribuito  a  X  corrisponde  un  valore  di  Xn-  Avremo 

Sinora  abbiamo  ragionato  nell'ipotesi  Ann=¥0\  ma  se  fosse  i4„#=0, 
potremmo  portare  la  r°*'  equazione  in  ultimo  posto  e  la  ó"*  incognita 
in  ultimo  posto,  in  modo  da  ridurre  ( — 1)*-*'-4„  a  far  l'ufficio  di 
Ann»  Quindi: 

Se  il  determinante  D  del  dato  sistema  di  n  eqwizioni  lineari  omo- 
genee cmi  n  incognite  ha  la  caratteristica  n — 1,  e  precisamente  se 
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^„  =f=  0,  il  sistema  è  indeterminato,  e  le  soluzioni  del  sistema  sono 
fomite  dalle  formole 

ove  \  è  un  numero  arbitrario. 
In  particolare,  per  X  =  0  si  ritrova  la  soluzione  evidente 

Esclusa  questa,  si  ha 

cosicché  i  mutui  rapporti  delle  incognite  sono  determinati. 

S.  Qui  è  opportuno  osservare  che,  se  Ar»  ^  A„  non  sono  nulli,  ad 
ogni  numero  X(=faO)  dovrà  corrispondere  un  altro  numero  X'(#»0) 
tale  che  (X'i4pi,  X'^pt, ...,  VAp,)  rappresenti  la  stessa  soluzione  che 
(Xi4ri,  Xi4rs,... ,  XiémX  ^^^  ^^^  ^^^  risulti 

A  f\Api  ^  KAr\ ,  A  Api  3S  AÀrt ,  ••• ,  A  A^  :^  nAm  » 
e  quindi 

dunque:  Se  un  determinante  di  ordine  n  è  nullo  ed  M  la  caratte- 
ristica n— 1,  i  suddeterminanti  complementari  degli  elementi  omo- 
loghi di  due  righe  parallele  sono  proporzionali. 

9.  Dato  un  sistema  dì  n— i  equazioni  lineari  omogenee  con  n  in- 
cognite 


a^i,iXi  +  an^\,%Xt  + ...  +  a»-i,i.a7»  =  0, 
se  ad  esso  aggreghiamo  l'equazione  identica 

Oa?,  +  Oa?,  + ...  +  Oo?»  =  0, 
abbiamo  un  sistema  di  n  equazioni,  che  evidentemente  ammetterà  le 

K  D'Ovidio,  Geometria  analitica.  82 
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stesse  soluzioni  del  sistema  dato.  Ma  il  nuovo  sistema  si  trova  nelle 
condizioni  del  §  7  ae  la  matrice 


am 


dn—ui     Ah— i.s 


dn-un 


ha  la  caratteristica  n— 1,  cioè  so  non  sono  nulli  tutti  1  determinanti 
A^,  i4,,..., ^«ottenuti  sopprimendo  la  1*  verticale  o  la  2^...  o  lan"**; 
dunque  le  soluzioni  del  dato  sistema  saranno  espresse  da 

Xi  =  \A^f  00^  =  —  Xil,,  x^  =  \A^,  ^4!=:  — Xi44, —,  Xn  =  { — 1)*'''X^,, 

ove  X  è  un  numero  arbitrario. 
P.  e.  le  soluzioni  del  sistema 

aa;  +  ^  +  c«  =  0 


sono 


x  =  \ 


b  e 

b'  & 

,   y=\ 

e  a 
&  a' 

.    z  =  \ 

a  b 
a'  b' 

se  questi  tre  determinanti  non  sono  tutti  nulli. 
E  del  sistema 

aa;  -\-by-\'CZ  +  (U  =  0 

a"a)  +  b"y  +  c"z  +  ó!H  =  0 
le  soluzioni  sono 


a?=X 


bea 

a  e  d 

a  b  d 

V  d  d' 

.y=-\ 

ci  d  d' 

,z=\ 

a'  V  d! 

b"  e"  d" 

a!'d'd" 

a"b"a' 

a   b   c 

,  t=—\\  a'  V  & 
a"  b"  e" 


se  questi  quattro  determinanti  non  sono  tutti  nulli. 
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Midìi»iane  di  v/n  sistema  di  forme  algèbriche  lineari. 

IO.  Consideriamo  m  forme  lineari  di  oo^  x^  ..,Xn,  e  chiamiamole  per 
brevità  y^  y^ ...  Pm  ponendo 


(1) 


^ii^j  +  ^i«^«  +  •  •  •  +  dlnOCn  =  Vi 


Formiamo  la  matrice  dei  loro  coefficienti 


(A) 


Ami       Oms 


din 
din 

anm 


e  sia  p  la  sua  caratteristica,  e  precisamente  non  sia  nullo  il  deter- 
minante d'ordine  p 


B  = 


Opi      Opi 


Opp 


Siccome  ogni  altro  determinante  di  ordine  p  nella  matrice  (A)  si 
può  ridurre  a  far  Tufflcio  di  B  col  permutare  convenientemente  le 
date  forme  e  i  termini  di  esse,  cosi  non  si  lede  la  generalità  ragio- 
nando su  B. 

Ora  sia  ^  =  1,  2, ... ,  m— p.  Il  determinante  d'ordine  p  + 1 


«11 

Opi 

«P+t.i 


Aip  dir 

Opp  apr 


è  nullo  per  r  =  l,  2, ...,  p,  poiché  allora  ha  Tultima  verticale  identica 
ad  una  delle  precedenti;  ed  è  nullo  anche  per  r=p  +  l>--»w»  es- 
sendo p  la  caratteristica  di  (A).  Moltiplicando  gli  elementi  deirultima 
verticale  per  Xr  il  detto  determinante  resta  nullo;  e  poscia  prendendo 
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successivamente  r:=l,  2,...  ,n  e  sommando  gli  n  determinanti  nulli 
cosi  ottenuti,  risulta 


(2) 


«Il       .    aip       1/1 


=  0    (^  =  1,2 m—p). 


Sviluppando  secondo  Tuitima  verticale  si  ha  un  risultato  della  forma 

&.1  Vi  +  bstVt  +  -  +  KVp  +  ^Vri^  =  0. 

e  dividendo  per  ^(=4=0)  sì  trova 

[3]  yp+,  =  CiVi  +  CtVt  4-  -  +  CspVp, 

dove  c«i ...  non  dipendono  che  da  elementi  dì  (A). 

Ciò  si  enuncia  dicendo  che  :  pp^u  Vp+s»  —  i  I/m  sono  incUviduate  com- 
binazioni lineari  di  y^,  y^ , ... ,  yp. 

11.  Ora  le  prime  p  equazioni  (1)  possono  scrìversi 


OpiO?!  +  ...  +  OppXp  =  i/^  —  Op^p^iOSp^i  — ...  —  apiMt , 

e  non  essendo  nullo  il  determinante  B  dei  coefficienti  di  x^  x^,..Xp, 
queste  p  equazioni  possono  venir  risolute  rispetto  a  x^x^...Xp,  e  ci 
forniscono  un  gruppo  di  valori  di  x^x^..,Xp,  i  quali  sono  espressi  da 
combinazioni  lineari  di  y^  y, ...  yp  Xp+\  ...a;». 

Laonde»  una  volta  attribuiti  a  f/i  y, ...  yp  assegnati  valori  arbitrari, 
si  potranno  dare  a  a?p+i  -  ^n  valori  arbitrari,  e  quindi  si  otterranno 
dei  valori  dì  x^^  x^ ...  Xp  ,  i  quali,  insieme  a  quelli  dati  a  oop^i ...  Xn,  sod- 
dis&ranno  le  prime  p  equazioni  (1). 

Di  qui  segue  che  y^  y^  -  yp  sono  tra  loro  del  tutto  indipendenti.  In 
particolare,  nessuna  loro  combinazione  lineare  è  identicamente  nulla. 

19.  Riepilogando:  Se  la  matrice  dei  eoe/Udenti  di  un  sistema  di 
m  form^  lineari  di  n  variabili  ha  la  caratteristica  p,  allora  p  delle 
forme  sono  indipendenti;  e  viceversa. 

Preci5>amtìnle  :  Sono  indipendenti  p  deUe  m  forine^  se  gli  elementi 
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dU  un  determinante  non  nullo  e  d'ordine  p  estratto  dalla  detta  ma- 
trice sono  coefUdenti  in  esse  ;  e  le  rimanenti  m— p  forme  sono  in- 
dfoiduate  combinazioni  lineari  di  quelle  p  forme  indipendenti. 

Inoltre:  Assumendo  come  nuove  variabili  p  forme  indipendenti, 
tutte  le  m  forme  si  riducono  a  forme  lineari  di  sole  p  variabili; 
poiché,  supposto  -B=HO,  le  m  forme  divengono 

Vi,  y%y ... ,  Vp.  c^iVi  +  ".  +  cipVp , ... ,  c«_„, i/i  + ..  4- (^m-p^pVp^ 
e  queste  sono  forme  delle  sole  p  variabili  y^  i/g..-!/^. 

JRidìMiane  di  un  sistema  di  equazioni  lineari. 

IS.  Eguagliando  le  forme  2/«  Vt  -»  Um^  dati  numeri  h^  k^ ...  h^ ,  abbiamo 
un  sistema  di  m  equazioni  lineari  ad  n  incognite 

a^^X^  +  a,,^?^  +  ...  +  «m^»  =  ^i 


o  brevemente 


antiXi  +  amlO^t  +  •••  +  ^«-^n  =  ^m  f 


yi  =  K  Vt  =  k^,.'.,ym=hn.. 


Conservando  ie  ipotesi  del  §  10,  sia  p  la  caratteristica  della  ma- 
trice (A),  e  sia  B^  0.  Allora  le  p  equazioni  y^z=zh^, ...  ,yp=:kp  per- 
mettono di  esprimere  a)^  x^ ... x^  come  combinazioni  lineari  di  h^  h^  ...kp 
Xp+i  ...Xn9  cioè  come  polinomi  lineari  in  x,^i ...  Xn,  le  quali  Xp+i,.,x„ 
rimangono  affatto  arbitrarie.  E  le  condizioni  perchè  ogni  cosiffatto 
gruppo  di  valori  di  x^x^...Xn  soddisfaccia  alle  rimanenti  equazioni 
ypj^i=kp+i , ... ,  1/.»=/^».  »  si  ottengono  dalle  (2)  ponendovi  k^  k^ ...  kp  kp^g 
invece  di  y^  y^ ...  y^  yp-\^,  cioè  saranno 


(4) 


a^^       .     a\p       k\ 
api       .     ttpp       kp 


^=0    (5  =  1,2,...,  m — p). 


Ora  si  osservi  che  per  stabilire  le  (2)  bastava  che  B  fosse  uno  qua- 
lunque dei  determinanti  di  ordine  p  in  (A),  e  non  era  necessario  che 
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fosse  nullo;  sicché  lo  stesso  vale  per  le  (4)  neiripotesi  che  le  y^=1i^9 
... ,  y„=hm  ammettano  qualche  soluzione  comune.  Dunque  in  questa 
ipotesi  la  matrice 


(K) 


costituita  dai  coefficienti  e  dai  termini  noti  del  dato  sistema  di  equa- 
zioni, avrà  nulli  non  solo  quei  determinanti  di  ordine  jd -fi  che  ap- 
partengono alla  (A),  ma  anche  quelli  che  non  appartengono  alla  (A); 
tuttavia  non  avrà  nulli  tutti  i  determinanti  di  ordine  p,  poiché  Cra 
essi  ve  ne  ha  di  quelli  contenuti  nella  (A).  In  altri  termini,  la  ma- 
trice (K)  avrà  la  caratteristica  p  come  la  (A). 

Viceversa,  si  supponga  che  (A)  e  (K)  abbiano  una  medesima  ca- 
ratteristica p.  Allora,  supposto  5=4=0,  le  y^=zh^^.„,  yp  =  kp  danno 
^^  x^ ...  ccp  espresse  come  polinomi  lineari  in  x  p^i ...  Xn,  ed  inoltre  sus- 
sistono le  (4);  cosicché  ogni  soluzione  delle  y^z=k^,..,,  2/p  =  /tp  sod- 
disfa anche  le  yp^iz=kp-i.i,...,  ym=hm> 

Insomma  :  Affinchè  un  sistema  di  m  equazioni  lineari  con  n  in- 
cognite  ammetta  qualche  soluzione,  è  necessario  e  sufficiente  che  la 
matrice  dei  coefficienti  delle  incognite  e  la  matrice  dei  coefficienti  e 
termini  noti  abbiano  una  medesima  caratteristica  p. 

Precisamente:  Si  consideri  un  determinante  non  nullo  d'ordine  p 
nella  matrice  dei  coefficienti,  e  poi  si  considerino  quelle  p  eqtmzioni 
e  quelle  p  incognite  i  cui  coefficienti  costituiscono  tale  determinante; 
quelle  p  equazioni  sono  indipendenti,  mentre  le  altre  m— p  sono 
conseguenze  di  esse,  anzi  combinazioni  lineari  di  esse;  e  quelle  p 
incognite  sono  polinomi  lineari  nelle  rimanenti  n— p  incognite,  le 
quali  rimangono  affatto  arbitrarie  (*). 

In  conseguenza:  //  sistema  è  determinato  quando  p  =  n  <  m,  in- 
determinato quando  p  <  n.  J?  tutte  le  equazioni  sono  indipendenti 
quando  p  =  m. 

14.  Nel  caso  7w==n  + 1  la  (A)  non  può  aver  caratteristica  p>n, 
e  la  (K)  è  la  matrice  di  un  determinante.  Dunque: 

Affincìiè  un  sistema  d/  n  + 1  equazioni  lineari  ad  n  incognite 
ammetta  qualche  soluzione,  è  necessario  e  sufficiente  che  la  matrice 


(*)  Questo  è  il  teorema  del  Rouché  enunciato  in  forma  migliore  dal  Capelli. 
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dei  coefficienti  ed  il  determinante  dei  coefficienti  e  termini  noti  ab- 
biano una  medesima  caratteristica  p  non  maggiore  di  n. 
E  il  sistema  è  determinato  se  p  =  n,  indeterminato  se  p  <  n. 

ift.  Neiraltro  caso  particolare  ki=0,..,,km=0,  la  (K)  ha  nulli 
tutti  gli  elementi  deirultima  verticale,  e  quindi  nulli  tutti  quei  deter- 
minanti cu!  contribuisce  Tultima  verticale;  perciò  la  sua  caratteristica 
è  quella  medesima  della  (A).  Dunque: 

Un  sistema  di  m  equazioni  lineari  omogenee  con  n  incognite  am- 
mette  sempre  qualche  soluzione. 

Quando  la  matrice  dei  coefficienti  ha  la  caratteristica  p=n,  vie 
l'unica  soluzione  evidente  ottenuta  eguagliando  tutte  le  incognite  a 
zero;  e  il  sistema  è  determinato. 

Quando  invece  p  <  n,  allora  p  equazioni  sono  indipendenti  (come 
nel  §  13),  e  p  incognite  sono  combinazioni  lineata  delle  rimanenti 
n— p,  che  rimangono  arbitrarie;  sicché  il  sistema  è  indeterminato. 

Segue  da  ciò  che: 

Affinchè  un  sistema  di  equazioni  lineari  omogenee  sia  soddisfatto 
da  valori  non  tutti  nulli  dette  incognite^  è  necessario  e  sufficiente 
che  la  matrice  dei  coefficienti  abbia  una  caratteristica  minore  del 
numero  dette  incognite. 

16.  Nel  caso  delle  equazioni  omogenee 

^1  =  0,  i/g  =  0,...,2/-.=0, 

la  dipendenza  delle  i/p+i  =  0 , ... ,  1/,,= 0  dalle  y,  =  0, ... ,  2/p  =  0  si  può 
esprimere  anche  dicendo  che  per  ogni  valore  dato  a  Xp-^-i ...  ,Xn  bisogna 
e  basta  che  sia  (§  14) 


aj4       .  a\p      ai,fH-iXp+i     -j-  . .  -f  aimpOn 

\   api  .  app        Op^p^iXp+i       +  •  •  +  OLpnPl^n 


=  0  (5=1,2,..,?»— p). 


Essendo  lecito  di  porre  tutte  le  Xp+i ...  Xn  eguali  a  zero,  eccetto  la 
r"»»,  risulta 


«ii 

•      «lj>           «l,p+r 

«PI 

•      ^           (^P.P+r 

''^*  =  1,2,.. 

.  ,m-pl 

«p-+-*,l 

.      OjH-f,!»     ^-f-#,p-hr 
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Viceversa  :  se  son  nulli  tutti  i  determinanti  di  quest'ultimo  tipo,  lo 
saranno  anche  quelli  del  tipo  precedente,  che  in  essi  si  decompongono 
spezzandone  Tultima  verticale.  Ora  i  determinanti  deirultimo  tipo  cor- 
rispondono a  9v— p  valori  di  r  accoppiati  con  m—p  valori  di  s,  e 
però  sono  in  numero  di  (^n— p)(n-^);  ed  inoltre  essi  sono  in  gene- 
rale distinti,  perchè  differiscono  almeno  per  Tultimo  elemento.  Dunque: 

Affinchè  una  matrice  di  m  orizzontali  ed  n  verticali  abbia  la  ca- 
ratteristica p,  è  necessario  e  sufficiente  che,  oltre  a  non  esser  nulli 
tutti  i  suoi  determinanti  di  ordine  p,  siano  nuUi  (m — p)  (n — p)  suoi 
determinanti  di  ordine  p+1. 

Come  tali  si  possono  assumere  quei  determinanti  di  ordine  p+1 
che  contenutone  come  suddeterminante  un  medesimo  determtnanie 
non  nullo  di  ordine  p. 

P.  e.,  volendosi  p  =  m  —  1,  il  che  presuppone  che  n>m  — 1,  oc- 
corre annullare  n — m-f-l  determinanti  di  ordine  n. 

tu.  Si  danno  dei  casi  in  cui  il  numero  dei  determinanti  che  è  sufflè 
ciente  annullare  si  abbassa. 

Consideriamo  prima  il  caso  che  la  matrice  [1]  rappresenti  un  deter- 
minante simmetrico  (vale  a  dire  m,=^ne  aki=aih  per  A,  i=i,  2,...,n): 
allora  uno  stesso  determinante  potrà  comparire  due  volte  (con  le  oriz- 
zontali e  le  verticali  scambiate  fra  loro),  e  quindi  dovrà  esser  contato 
una  sola  volta. 

Cosi,  sei7=n — 2,  basterà  annullare  quattro  determinanti  di  ordine 
n— 1,  due  complementari  di  elementi  di  una  orizzontale  e  due  di 
un'altra;  e  queste  orizzontali  siano  la  /i"**  e  la  ^•.  Scegliendo  11  sud- 
determinante  complementare  di  um  fra  i  due  primi  e  quello  di  aa  fra 
gli  altri  due,  e  notando  che  attualmente  essi  sono  eguali,  abbiamo  da 
annullare  tre  determinanti. 

Del  pari,  sei7=n— 3,  basterà  scegliere  tre  orizzontali  e  sopprimerne 
due  per  volta,  e  cosi  pure  scegliere  tre  verticali  e  sopprimerne  due 
per  volta,  per  formare  i  nove  determinanti  di  ordine  n — 2  da  annullare. 
Ora,  se  si  scelgono  le  verticali  omologhe  alle  orizzontali,  questi  deter- 
minanti si  riducono  a  sei  distinti. 

Consideriamo  inoltre  il  caso  che  sia  m=n— 1,  p=n — 3,  e  ahi=aih 
per  h  e  i  minori  di  n.  Allora  si  hanno  da  annullare  sei  determinanti 
di  ordine  n— 2;  ma  è  facile  scorgere  che  la  scelta  si  può  fare  in  guisa 
che  due  di  essi  riescano  eguali,  e  però  il  numero  si  riduce  a  cinque. 


Digitized  by  VjOOQiC 


Appendice  -  §  18 


505 


Sostituzioni  lineari. 

18.  Se  due  sistemi  di  n  variabili  x^x^.,.Xny  X,  X,...  Xn  sono 
legati  da  n  equazioni  del  tipo 


m 


a?n  =  ^iX^  +  <Ui2X^  +  ...  +  <^nnXn  +  Oh  , 

queste  costituiscono  una  sostituzione  lineare,  e 


A  = 


1*11  «Ai2 

Ctni      «^a 


Asti 
Orni 


è  il  determinante  o  modulo  di  essa. 

Se  -4=4=0,  le  equazioni  [1],  risolute  rispetto  a  Xi  X, ...Xn,  forni- 
scono le  altre  n  equazioni 


[2] 


^i  =  ^(^i-ai)  +  ^(,^,-a,)+...+^(a;«-a.) 


Ant, 


X,  =  ^  (a?,-ai)  +  ^  {x,-a,)  4- ...  +  ^  (^n-  cu.) 


in  cui  A^  indica  il  subdeterminante  complementare  di  a^  in  A, 

Le  [2]  costituiscono  la  sostituzione  lineare  inversa  della  primitiva. 
Il  suo  modulo  ò 

An  .  Ah\ 


^In    .    An 


—   A-\ 


^» 


E  la  sua  inversa  è  la  primitiva. 

È  chiaro  che  fra  i  sistemi  x^^  x^...Xn,  X^  X,  ...X»  la  corrispon- 
denza è  univoca. 
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t9.  Una  sostituzione  lineare  è  omogema  quando  non  ha  termini 
indipendenti  dalle  variabili,  cioè  quando  è  del  tipo 

[3]         x,  =  a,,X^^  a^X^  +  ...  +  amXn        (r  =  l,2,...,n). 
Allora  omogenea  sarà  pure  la  sua  inversa 

[4]  Xr=^x,+^x^  +  ...  +  ^Xn     (r  =  l,2,..„n). 

Fra  le  variabili  x^  x^ ...  Xn  e  X^  X^ ...  Xn  si  ponga  la  sostituzione 
lineare  omogenea  [3]  ;  siano  poi  u^  u^ ...  Un ,  U^  U^ ...  Un  altri  due 
sistemi  di  n  variabili,  e  pongasi  la  relazione 

[5]  U^X^  +  W^,  '\-...-\-lùnXn=  U^X^  +  U^^  +  ...  +  Un  Xn  y 

da  verificarsi  per  tutti  i  valori  delle  variabili  compatibili  con  essa  e 
con  la  sostituzione  [3].  Allora  si  ha 

UiXi+U^tt+  .,,  +  U»XH=Ui{aiiXi  +  ..,  +  ainXn)+  .,,+Un{anlXt  +  ...+annXn) 
=  (OiiUi  +  ...  +  (InlUnìXi  +  (<h%Ui  +  ...  +  a»8ttfi)X2+ ...  +  {ainUt  + ...  +  <hmUm)X»  ; 

e  quindi,  essendo  le  X^  X^ ...  Xn  affatto  arbitrarie,  debbono  essere 
eguali  i  coefilcienti  di  X^  X^...Xn  nei  secondi  membri  di  questa  egua- 
glianza e  della  [5];  dunque  sarà 

[6]         Ur  =  a,,  u^  +  a,,  u^  + ...  +  anrUn        (r  =  1,  2, ...,  n). 

Questa  è  una  nuova  sostituzione  lineare  omogenea,  e  il  suo  modulo  è  A. 
La  sua  inversa  è 

[7]         Ur  =  ^U,+  ^U,  +  ...-\'^Un       (r  =  l,2,...,n); 

questa  dicesi  contraria  della  primitiva  [3],  e  il  suo  modulo  è  A'^, 
La  [6]  ò  manifestamente  T  inversa  della  contraria  della  [3]. 
Insomma,  delle  quattro  sostituzioni  [3]  [4]  [6]  [7]  una  qualunque  ha 
per  inversa,  per  contraria  e  per  inversa  della  contraria  (ossia  anche 
contraria  dell'inversa)  le  altre  tre;  basta  quindi  assegnarne  una  per 
dedurne  le  altre  tre. 

È  chiaro  che  le  quattro  sostituzioni  lasciano  liberi  uno  dei  due  si- 
stemi x^  x^...Xn,  Xi  X^,..Xn  ed   uno  dei  due  sistemi  u^  u^ ...  tcn, 

U,  U^  ...  Un  . 
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90.  Si  dicono  cogredienti  due  sistemi  di  variabili,  quando  si  sotto- 
pongono ad  ona  medesima  sostituzione  lineare  omogenea;  contragre- 
dienti,  quando  si  sottopongono  a  due  sostituzioni  contrarie,  come  qui 
le  a7| ...  e  le  ti| ... 

Se  il  modulo  di  una  sostituzione  lineare  omogenea  è  un  determinante 
simmetrico  (cioè  se  a„=a„)i  tale  risulta  anche  il  modulo  della  sosti- 
tuzione inversa  (che  allora  A„=A„).  Allora  la  primitiva  coincide 
con  r  inversa  della  contraria,  e  T  inversa  coincide  con  la  contraria. 

Se  una  prima  sostituzione  lineare  omogenea  trasforma  un  primo 
sistema  di  variabili  in  un  secondo,  e  un  altro  trasforma  questo  in  un 
terzo,  sarà  facile  formare  una  sostituzione  lineare  omogenea  che  tras- 
formi il  primo  sistema  nel  terzo. 

Invero,  la  sostituzione  [3]  trasformi  Xi  a?, ...  Xn  in  Xi  X^ ...  Zn ,  e  la 
sostituzione 

[8]  Xr  =  briVi  +  &r»  2/,  +  ...  +  bmVn  (^  =  1,  2,  ... ,  fi) 

trasformi  T,  X, ...  Xn  in  y^  y^ ...  yn  :  sarà 

Q^vb x^x^,.,Xn  si  trasforma  in  y^y^^^^yn  mediante  la  sostituzione 

[9]  Xr  =  Criy^  +  Cr%y^  -{-  ...  +  Crn^n  (r  =  1 ,  2,  ... ,  n\ 

dove  si  è  posto 

Crt  =  Ctrl  bit  +  ^rt  bit  +  ...  +  «m^nj      (r,  ^  :=  1,  2,  ... ,  n). 

Questa  nuova  sostituzione  si  dirà  prodotto  delle  due  date  [3]  e  [8]. 
Il  suo  modulo  è 


Chi       .      Cmm   I 


aiM 


Ohi  Ofm 


.       .        .    |: 

bin       .        bnn  l 


dunque  :  il  modiUo  della  sostituzione  prodotto  è  eguale  al  prodotto 
dei  moduli  delle  due  sostituzioni  fattori. 

La  proprietà,  che  due  sostituzioni  lineari  omogenee  su  n  variabili 
danno  per  prodotto  una  sostituzione  dello  stesso  tipo,  si  esprime  di- 
cendo che  tutte  le  sostituzioni  lineari  omogenee  su  n  variabili  formano 
un  gruppo. 
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Sostituzioni  ortogonali. 

91.  Una  sostituzione  lineare  omogenea  dicesi  ot-toffonale,  se  soddisfa 
la  condizione 

[10]  oO,'  +  X,^  +  .,.  +  Xn'  =  X,'  +  X,''+...  +  Xn\ 

Sostituendo  qui  nei  1"*  membro  a  x^ ...  le  espressioni  date  dalla  [3], 
e  poi  eguagliando  i  coe/Bcienti  di  X^*, ...  X^X^,  ...  nei  due  membri 
(visto  che  X^  X^ ...  Xn  sono  affatto  arbitrarie),  si  trova  facilmente 

[1 1 J    a^,*  4-  a«r*  +  -  +  «~r*  =  1,    air  au  +  ^«r a««  + ...  +  anrOn$  =  0 
{r^s\  r,^=i,  2,  ...,n); 

e  queste  condizioni  sono  necessarie  e  succienti  perchè  la  sostituzione 
sia  ortogonale. 

Siccome  ora  si  vuole  che,  quando  u^ ...  divengono  a?, ...,  anche  U^.,. 
divengano  X^ ...,  cosi  la  sostituzione  inversa  della  [2]  deve  coincidere 
con  la  [6],  e  quindi  sarà 

[12]         X,=  a,,x^  +««r^«  +  •..  +  CLnr  cCn        (r  =  1,  2, ..., n). 

Sostituendo  nella  [10]  a  X^ ...  le  espressioni  date  dalla  [12],  si  trova 

[13]    a,,'  +  a^^  4-."  +  avf?  —  1 ,       arfi.y  +  a^a,^  + ...  +  Om^w  =0, 
{r^s\  r,  s=i,  2,....  n); 

e  queste  equivalgono  alle  [11]. 
Coincidendo  la  [4]  con  la  [6],  si  ha  il-*  =  -4,  ossia  -4*  =  !,  onde 

[14]  A=±i, 

e  inoltre 

[15]  ^r.  =  ±  a«       iTf  *  =  i,  2, ...,  n). 

I  coefficienti  a„  essendo  n*,  e  fra  essi  passando  le    ^  J^  ^  relazioni 

[11],  ve  ne  saranno  n*^'*^'*^'"^^  =='*^'*^^^  arbitrari,  e  gli  altri  ne 

dipenderanno. 
Se  una  sostituzione  è  ortogonale,  evidentemente  anche  la  sua  inversa 


Digitized  by  VjOOQ iC 


Appendice  •  §  21,  22  50^ 

è  ortogonale;  ed  ortogonali  sono  anche  la  contraria  e  Tìnversa  della 
contraria,  cioè  si  ha 

[16]  w,«  -f-  w,«  + ...  +  w«*  =  ^1*  +  ^,*  +  ...  +  K.'. 

Il  prodotto  di  due  sostituzioni  ortogonali  è  manifestamente  una  so- 
stituzione ortogonale.  Ciò  si  esprime  dicendo  che  le  sostituzioni  orto- 
gonali formano  un  sottogruppo  nel  gruppo  delle  sostituzioni  lineari 
omogenee. 

EsKBCuio.  In  una  sostituzione  ortogonale  si  ha 


«11 

(hr 

=  ± 

<»H-I»rfl 

.      «rft 

«ri 

,      arr 

<»»»H-1 

*      ^nn 

Forme  algeòHehe  quadratiche. 

1t9.  Siano  x^x^...(Cn  le  n  variabili;  una  forma  quadratica  (§  1)  di 
esse  si  potrà  sempre  scrivere  come  segue  (•): 

Ì{X)  =  {iX^Xy.UVn)=^a^^X^^']-  ...  +afmXn*+2a^iX^Xi+...+  2an-l,nXn-'lXn 

=  y\akpXhXp      (/i,p  =  l,2,...,n;  akp  =  aph). 

Le  semiderivate  di  questa  funzione  rispetto  ad  x^  x^ ...  Xn  sono  le 
forme  lineari 

t^{x)  =  Uix^x^  ...Xn)  =  a^iX^  +  a^^^  +  •••  +«1»^» 


f„(a?)  =  Ìn{X^X^...Xn)  =  «m^i  +  On^X^  +...  +  ann^T,»  , 


(*)  Il  quadrato  di  una  forma  lineare  axXx  +  a^c%  + ...  +  otnXn  è 

a^aixf  + ...  +  OniohXA  +  2aia]a;iaPs  + ...  +  ^On-iOnXn-iXn  , 

e  noi,  per  far  differire  il  meno  possibile  VtispeUo  di  una  forma  quadratica  da 
quello  del  detto  quadrato,  ci  limitiamo  a  mutare  aiOi  in  aiu  aiOi  in  an,  e 
così  via. 
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o  in  breve 

tk  {X)  =  th  {pG^X^,.JX>n)=ah\  X^  4-^Aa  ^t +•••+  dhnXn  =V 

p 

È  facile  verificare  T  identità  (teorema  di  Eulero) 
[1]  f  (a?)  =  x^  U(x)  +  x^  f,(a?)  +...4-a?i  tn{x). 


98.  Coi  coefilcienti  di  x^  x^ ...  Xn  nelle  semiderivate  di  {(x)  si  forma 
il  determinante  simmetrico 


A  = 


(Xni     Om 


din 
dtm 


che  dicesi  discriminante  di  {{x). 

Indichiamo  con  Ahp  il  subdeterminante  complementare  di  ai^  in  A; 
sicché  Akp  =  Aph . 

Moltiplicando  gli  elementi  di  una  linea  di  A,  una  volta  per  i  subde- 
terminanti complementari  di  essi,  un*altra  per  quelli  degli  omologhi 
elementi  di  una  linea  parallela,  si  hanno  n*  relazioni,  compendiate 
nelle  due 


[2] 
[3] 


Uhi  Aki-h  ^*2  Ak2  + ...  +  ahn  Akn  =  A , 

Uhi  Ahi  +  aia  Ah  + ...  +  «*n-4tii  =  0 
(^,  ft  =  l,2,...,n;  h^k), 


ov*è  lecito  invertire  i  due  indici. 

Inoltre,  indicando  con  hhl...m,  pqr„.t  due  permutazioni  (distinte  o  no) 
di  1  2  3...  n,  sono  note  le  relazioni  compendiate  nelle  seguenti: 


A^^: 


-^li       -^12 


Alti 
A^ 


An\     Am    .    A 


A^^ahp  =  ± 


Akq      Akr    .     Ahi 

Alq       Air     .     Au 


imq     Amr 


Ami 


^»-8 


CLkp        Uhq 

aitp     axq 


=  + 


Air    .    Alt 
Amr  .   Ami 
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dove  bisogna  prendere  il  -f-  o  il  —  secondo  che  le  due  permutazioni 
sono  della  stessa  classe  o  di  classe  diversa. 
Si  noti  che  ^^^  è  il  discriminante  della  forma  tiOx^...  Wn),  e  cosi  via. 

94.  Sia  A^O,  e  si  ponga  la  sostituzione  lineare  omogenea  fra  le 
07^  Xi ...  Wn  ed  altrettante  nuove  variabili  u^  Ug ...  tin  : 

[5]  Uk=tk(T); 

onde  per  la  [1]  risulta 

[6]  a?,Wi  +  a?jW,  + ...  -f  Xntcn  =  tipo). 

La  sostituzione  inversa  sarà 

[7]  ^*  —  1"  ^^^^  ^*  +A^h  «2  +  ...  +Ank  Un). 

Ciò  posto,  81  costruisca  la  nuova  forma  quadratica 

F(u)=F(W4W,...W,.>=i4  ^iW,«+...+^m,W»*+2^  isWit«2+.-+2^n-Mit^-iWH 


0 

«1 

«. 

t<M 

«1 

Oh 

a»   • 

ai. 

«, 

a„ 

a„   . 

aiM 

Un 

Ohi 

dm    . 

Om 

che  dicesi  rec§?roca  od  aggiunta  rispetto  alla  proposta  f(x). 
Le  semiderivate  di  ¥{u)  sono  le  forme  lineari  compendiate  nella 

P»(m)  =  ¥h[U^U^ ...  t*n)  =  ^*lWl  +  A  h2U2  + ...  +  ^*nl«»  =  V  Ah^Up  , 

od  anche 


F*(w)  = 


«21      .     «2.*— 1       U^      «».*+!      aan 


e  il  discriminante  vale  ^1*-^. 
La  sostituzione  [7]  allora  può  scriversi 


[8] 


iP*  =  -i-F*(w), 
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e  si  ha 

[9]  X^U^  +  a?,W,  +  -  +  ^nUn  =  j  P  (w)  ; 

sicché  confrontando  con  la  [6]  risulta 

[10]  F{u)  =  A{{x). 

Questa  poi  può  scrìversi  in  due  modi,  cioè 

[11]  P)f,(a?),...,fi,(a:)|  =  Af(a?), 

[12]  fjP,(u),...,P..(u)|  =  AP(u). 

É  importante  osservare  che,  se  si  costruisce  la  forma  reciproca  di 
P(u)  adoperando  per  variabili  oo^  x^ ...  Xn ,  si  trova  (grazie  alle  [4]) 
i4*^V(a7);  vale  a  dire  che  si  riproduce  {{x\  solo  moltiplicata  per  una 
potenza  del  suo  discriminante. 

95.  Accanto  alla  forma  {(x)  si  presenta  la  seguente  forma  biUneare 
di  x^x^..,Xn  e  afiaf^...x'n,  che  dicesi  emanante  o  polare  di  f(^): 

ed  è  chiaro  che 

Del  pari,  accanto  a  F  (u)  si  presenta  la  forma  biUneare  di  u,  Ut...u» 
e  m'iU',  ...«'«,  che  è  Vemanante  o  polare  di  F(u): 


0    t«', 

.    «'« 

«i  «il 

.        fllH 

u,  a„ 

.    asH 

Un  Oni 


Olmi 
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CJaao  del  discriminante  nuUo. 

Il  discriminante  A  è  il  risultante  delle  semiderivate  di  t{x), 
vale  a  dire  (§  15)  che  il  suo  annullarsi  è  condizione  necessaria  e  suf- 
ficiente affinchè  le  equazioni 

[13]  {,(x)  =  0 ,  r^iw)  =  0 rjix)  =  0 

abbiano  qualche  soluzione  comune,  oltre  la  soluzione  evidente  (07^=0, 
.^,  =  0, ... ,  07»  =  0). 

Supponiamo  ^=0,  e  precisamente  la  caratteristica  del  discrimi- 
nante A  sia  n— 1  (vale  a  dire:  sia  nullo  A,  ma  non  siano  nulli 
tutti  i  suoi  subdeterminanti  d'ordine  n — 1).  Le  n  equazioni  {^{x)=Oy 
fj(a?)  =  0, ...,  f„(a;)  =  0  si  riducono  allora  ad  n— 1  indipendenti,  e  (§  7) 
supposto  Akq^O,  esse  hanno  una  soluzione  comune 

[14]  Xi=\Aki    ,    Xi=i\Aki    ,...,    a)H  =  \AkHj 

ove  X  è  un  numero  arbitrario,  ma  non  zero.  Diciamo  t^na  soluzione, 
poiché  ora  non  consideriamo  come  distinte  due  soluzioni  quando  i  va- 
lori che  le  costituiscono  differiscono  per  un  medesimo  fattore  arbitrario 
non  nullo,  sicché  i  loro  mutui  rapporti  siano  individuati. 
Si  noti  che  attualmente  si  ha  (§  8) 

AkkA^^  =  AtiAik  =  A*ii^  AikA^^  =  A*iii2f:.f  AkkAm^^A^kn] 

quindi,  essendosi  supposto  Auq^O^  saranno  Ah^  A^  diversi  da  zero, 
ed  anzi  avranno  lo  stesso  segno  quando  i  coefficienti  di  t(x)  sono 
reali;  che  se  inoltre  ^tr  =  0,  sarà  i4rr  =  0. 
Ciò  posto,  si  ha 

An  =  \^A^ÌÀZy  4w=/Z;ì;"  |/^,...,^*n=|/itt  i/ZTh; 

dove  si  può  scegliere  ad  arbitrio  il  segno  di  uno  dei  radicali,  ed  al- 
lora restano  individuati  quelli  dei  singoli  radicali. 
Quindi  si  scorge  che  la  soluzione  [14]  può  scriversi  anche 

[15]  a?,=rV/27,,    x^=V  \^A^^,.>.yXn  =  \WA^^ 

E.  D'Ovidio,  Geometria  analiiica.  88 
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ove  X'  è  un  (attore  arbitrario  diverso  da  zero  e  bisogna  dare  ai  ra- 
dicali segni  convenienti,  notando  inoltre  che  quelli  fra  gli  A^^y  A^t, 
... ,  Amn  che  son  diversi  da  zero  hanno  lo  stesso  segno  quando  i  coef- 
ficienti di  {{od)  sono  reali. 

Inoltre  nella  presente  ipotesi  (§  12)  la  fA(^)  ò  combinazione  lineare 
delle  fi(a?), ... ,  fA-i(a?),  fc^-iCo:), ...,  fn(a?),  le  quali  sono  indipendenti; 
cosicché  la  [11]  ci  mostra  che:  se  il  discriminante  K  ha  la  carat- 
teristica n— 1,  fa  forma  f(x)  si  riduce  ad  una  forma  quadratica 
di  sole  n— 1  variabili  indipendenti,  come  tali  potendosi  assumere 
fi(a?),...,  f*-i(a7),  f»+i(a?) Ux). 

Da  ultimo  si  trova 


[16] 


^^^^  =  i  j^*^^^f  =(  ^*  «^^ii  +  ^«  ^^^t  +-'+^i/Ann)\ 


m.  Supponiamo  ora  che  la  caralleristica  di  A  sia  p  <  n — 1. 
Vi  saranno  almeno  due  disposizioni  /t...7n,  g...^  di  classe  p  degl'in- 
dici 1  2  ...  n,  per  le  quali  sia 


A  = 


akq    .     aks 


.    H=o, 


amq     .       Oms 


mentre  per  le  disposizioni  di  classi  p  + 1  >  — >  ^  si  avranno  determi- 
nanti tutti  nulli. 

Allora  (§  15)  delle  equazioni  [13]  p  sono  indipendenti,  cioè  tk{x)=0, 
... ,  f^(a?)=0,  mentre  le  altre  n— p  ne  sono  conseguenza;  e  p  delle 
incognite  x^x^^-Xn  nelle  stesse  [13],  cioè  Xk>..Xm,  sono  combinazioni 
lineari  delle  rimanenti  n— p,  le  quali  rimangono  affatto  arbitrarie. 

Inoltre  allora  (§  12)  le  p  semiderivate  f4(a?),... ,  Uipo)  sono  indipen- 
denti, e  le  rimanenti  n—p  sono  combinazioni  lineari  di  esse,  e  pre- 
cisamente si  ha  (§  10) 


[17] 


aiq    .    aki    Hx) 

Omq     .      Umt     (nix) 

atq    .    att    U{x) 


=  0 


non  solo  per  ^  =  ft, ... ,  m,  ma  per  ^=  1,  2, ... ,  n. 

Qui  moltiplicando  l'ultima  orizzontale  per  x,,  poi  prendendo  t=i, 
2,...,  n  e  sommando  i  risultati,  si  ottiene 
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t,{a)).    {,{co)tix) 


=  0; 


ed  estraendo  la  parte  contenente  ((x),  si  trova 

aiti    •    ^1"     ^iK^) 


[19] 


f(^)  =  -f 


amq     .      dm»      (m{x) 

fg(a?).     U{X)      0 


Osservando  che  f^w),.,.,  tt{oc)  sono  combinazioni  lineari  di  fjt(^),..., 
fm(x\  il  2"*  membro  riducesi  a  una  forma  quadratica  di  queste  fìt(x) , 
...,  Uix). 

Dunque:  se  il  discriminante  K  ha  la  caratteristica  p<n — 1,  la 
forma  t{x)  si  riduce  ad  una  forma  qtcadratica  di  sole  n— p  varia- 
Mi  indipendenti. 

Quanto  alla  forma  reciproca  F(u),  essa  risulta  identicamente  nulla. 


Oliando  la  caratteristica  del  discriminante  è  2,  Ut  f  (a?)  è  {se 
Ti  =  i)  0  si  ridv^e  {se  xi>2)  ad  essere  una  forma  quadratica  di 
due  variabili  x^x^: 

i{x)  =  a^.o?,»  +  2a,^x,x^  +  «22^2*  («21  =  «12)  » 

di  cui  le  semiderivate  sono 

f,(a?)  =  a,,x,  +  a,^x^       f,(a?)  =  a,,a?,  +  a„a?, , 

e  il  discriminante  è 

^_    «li    J2    =a,,a,,-a,,'. 
"21    "22 

Questa  forma  quadratica  è  il  prodotto  di  due  forme  lineari,  oltre 
un  fattor  costante;  poiché,  se  ^4^=1=0,  si  trova  facilmente 

t{x)=^\f,{xy+Ax,'\ 

=  ~  j  a,,a7, + (a,j  +  j/:::;^")  ^s  j  j  «ua?i + («12  —  k^^^^ 
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e  similmente,  se  a^j  #=  0,  si  trova 

e  da  ultimo,  se  aj<=a„  =  0  ma  a^^=^0,  si  ha 

9B,  Quando  la  caratteristica  del  discriminante  è  i,la  forma  qua- 
dratica  è  {se  tì  =  ì)  o  si  riditce  {se  n>  2)  ad  essere  il  quadrato  di 
una  variabile,  oltre  un  fattor  costante. 

Invero,  se  n  =  1,  si  ha  t{x)  =  a^^x^*. 

Se  poi  w>l,  osserviamo  che  qualche  coefficiente  di  t{x)  dev'es- 
sere diverso  da  zero,  e  sìa  a*g:  allora,  essendo       **    **    =0  ossia 

aqjc  a„ 

akisaqq=^a\^  sono  diversi  da  zero  aiu,  aqq  ed  hanno  lo  stesso  segno 
(se  reali);   cosicché  non  tutti  i  coefficienti  a^,,  a„,...,  a„«  saranno 
nulli,  e  1  non  nulli  avranno  lo  stesso  segno  se  reali. 
Inoltre  si  ha 

fljki  =  |/aù  l/a^i ,  aia  =  /aTk  Voi%\  »  —  fi*»  =  ^^  ì^a^y 

dove  il  segno  di  un  radicale  si  può  scegliere  a  piacere,  ed  allora  tutti 
sono  individuati. 
Per  conseguenza  sarà 

Invarianti,  covarianti,  ecc. 

SO.  Sia  dato  un  sistema  di  una  o  più  forme  algebriche  delle  va- 
riabili XiX^..,Xn,  e  sì  sottopongano  le  variabili  ad  una  sostituzione 
lineare  omogenea  di  modulo  non  nullo,  esprimendole  cosi  mediante 
nuove  variabili  X^  X^ ...  Xn  .  Allora  le  forme  date  si  trasformeranno  in 
altrettante  forme  delle  nuove  variabili  X^  X^ ...  Xn ,  le  quali  forme  si 
diranno  equivalenti  alle  date...  IjO  nuove  forme  saranno  dei  medesimi 
gradi  delle  primitive;  poiché  è  evidente  che  i  gradi  non  possono  au- 
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meritare  per  la  fetta  sostituzione;  e  che,  se  potessero  diminuire,  ritor- 
nando poi  alle  forme  primitive  con  la  sostituzione  inversa,  essi  do- 
vrebbero aumentare,  il  che  è  impossibile. 

Si  consideri  una  funzione  omogenea  delle  variabili  x^  co^...  ccn  ed  omo- 
genea dei  coefScienti  di  ciascuna  delle  forme  primitive.  Indi  si  sosti- 
tuiscano in  essa  rispettivamente  le  nuove  variabili  X^X^-^^Xn  e  i 
coefficienti  delle  nuove  forme.  Se  la  nuova  funzione  risulta  eguale 
alla  primitiva  moltiplicata  per  una  potenza  del  modulo  della  sostitu- 
zione lineare,  si  dirà  che  la  primitiva  funzione  ha  la  proprietà  inva- 
rianUva  rispetto  al  dato  sistema  di  forme;  e  precisamente,  si  dirà 
invariante  se  contiene  solo  1  coefficienti  e  non  le  variabili^  cova- 
riante se  contiene  anche  le  variabili.  L'esponente  della  potenza  del 
modulo  dicesi  indice. 

Se  l'indice  ò  zero,  la  funzione  non  muta  valore,  e  si  dice  invariante 
0  covariante  assoluto.  P.  e.  le  forme  date  sono  covarianti  assoluti. 

Nelle  forme  date  possono  figurare  oltre  le  x^  x^ ...  a?»  altri  gruppi 
di  variabili  cogredienti  ad  esse;  anche  allora  la  funzione  considerata 
dicesi  covaì^iante  o  invariante  secondochè  contiene  dei  gruppi  di  va- 
riabili oppur  no. 

Nelle  forme  date  e  nella  funzione  considerata  possono  figurare  anche 
gruppi  di  variabili  contragredienti  a  x^  x^ ...  Xn  .  Allora  la  funzione  si 
chiama  contravariante  se  contiene  soltanto  variabili  contragredienti 
a  x^x^ ...  Xn ,  forma  fniermedia  se  contiene  variabili  cogredienti  e 
contragredienti  insieme.  P.  e.  x^u^  +  x^u^  + ...  +  ^nUn  è  forma  in- 
termedia d*indice  zero,  conservando  le  notazioni  del  §  19. 

Forme  canoniche. 

3t.  Una  forma  quadratica,  che  abbia  discriminante  non  nullo  e  che 
contenga  solo  i  quadrati  delle  n  variabili,  dicesi  canonia.  Il  suo  tipo 
è  a^x*^  +  ^»oo\  +  -  +  c[nx\  con  a^  a^ ...  an  tutti  diversi  da  zero. 

È  un  problema  importante  quello  di  cercare  le  sostituzioni  lineari 
omogenee  riducenti   una  data  forma  a   canonica;    tali  sostituzioni, 

dovendo  rendere  nulli .  coefficienti    della    forma,    presentano 

^,_«(»--l)^n(n±l)  coejflcienti  arbitrari. 

O  tà 

Ma  noi  non  intendiamo  di  aflrontare  questo  problema,  e  solo  vo- 
gliamo ora  dimostrare  la  cosidetta  legge  d'inerzia  delle  forme  qua- 
dratiche, consistente  nel  teorema:  in  tutte  le  forme  canoniche  equi- 
valenti  ad  una  medesima  forma  quadratica  a  coefficienti  reali,  e 
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da  essa  ottenute  con  sostituzioni  a  coefficienti  reali,  è  costante  U 
numero  dei  coefficienti  positivi  e  quello  dei  negativi. 
Abbiasi 

essendo  Xj...  forme  lineari  di  a?^...,  e  queste  di  F^...,  saranno  X^... 
forme  lineari  di  Y^.,.;  e  per  ogni  gruppo  di  valori  di  7^...  sussisterà 
Teguaglianza 

Ì),X,^  +  ...  +  bnXn^  =  C,Y,*  +  ...  +  CnYn\ 

Ora  siano  )i,  v  i  numeri  dei  coefficienti  negativi  nei  due  membri,  e 
si  supponga  jii  >  v.  Dando  il  valore  0  alle  v  variabili  che  nel  2"" 
membro  hanno  coefSciente  negativo,  restano  nei  due  membri  n — v  Ara 
le  variabili  F^...;  e  siccome  n — v  supera  n — jii,  numero  dei  termini 
che  nel  l""  membro  hanno  coefficiente  positivo,  cosi  sarà  possibile  as- 
segnare a  quelle  n — v  variabili  valori  che  annullino  tutti  cotesti  ter- 
mini; quindi  risulterà  una  somma  di  numeri  negativi  eguale  ad  una 
somma  di  numeri  positivi,  il  che  ò  assurdo.  Dunque  non  è  ili>  v.  Ana- 
logamente non  è  v>  )i.  In  conseguenza  sarà  )i  =  v. 

In  particolare:  se  una  forma  qiuidratica  è  essenzialmente  positiva 
0  negativa  (cioè  sempre  positiva  o  sempre  negativa  per  tutti  i  valori 
reali  e  non  tutti  nulli  delle  variabili),  ogni  forma  canonica  equiva- 
lente ad  essa  avrà  tutti  i  coefficienti  positivi  o  tutti  negativi. 

È  facile  provare  che  :  la  forma  reciproca  di  una  forma  quadra- 
tica canonica  è  anche  canonica.  Poiché,  se 

t{x)  =  a^X^  +  ...  +  OniTn*, 

si  ha  il  =  a,a2 ...^n*   -4^4  =  a^ag ... an,   A^^^=^afi^...an^    i4j2  =  0,... , 

e  quindi 

P(«)  =  a....«»(^  +  ...+  ^). 

39.  Accenniamo  un  procedimento  particolare,  ma  notevole,  per  ri- 
durre a  forma  canonica  una  forma  quadratica  f(a?). 
Sottraendo  i^xf  da  a^^{x)  si  ha 

a,4f(a7)  -  f,(a?)*  ==  {a,fl^^  -  a^^)x^  + ...  +  2(aH«M  -  «i««i8)a?2''^8  +  -  ; 

il  2*  membro  è  una  forma  quadratica  di  w— 1  variabili,  ^x^x^..JXn\ 
che  darà  analogamente 
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e  così  via,  Rnchè  si  giungerà  a  un  monomio  kxn.  Allora  è  agevole 
vedere  che,  se  a^^  =1=  0,  a^^fl^^  —  a^,'  =4=  0, ... ,  si  otterrà  da  ultimo  un 
risultato  del  tipo 

fix)  =  ±  {,(xy  +  ^  q>,{x, ...  XnT  +  ...  +  j^  a>n\ 

vale  a  dire  si  avrà  {{x)  ridotta  a  forma  canonica. 

La  teoria  delle  forme  algebriche  ripete  la  sua  origine  da  Laobamoe  (1786- 
1813),  Gauss  (1771-1855),  Boolb,  e  i  principali  progressi  da  Caylbt,  Stlybsteb, 
Hbrmits,  Bbioschi,  Aronhold,  Clsbsch,  Gobdak,  ecc.  La  legge  d*inerzia  delle 
forme  quadratiche  fu  osservata  da  Jacobi  e  Syltestbb. 


Esercizio  1.  Eliminando  wi...  dalle  [6]  e  [7],  si  ha 

1 


Ì{X)      Xx      .      Xn 
Xi         Aii     .       Ain 


Xn        An 


••  0 ,   ossia   f (ar)  =  —  - 


0 

Xi      . 

Xn 

Xi 

^11 . 

Ain 

x„ 

Ani. 

Ann 

Es.  2.  Se  uh='fh{xì,  u'jk  =  fA(a/),   onde   Xh^jFhiu),  a?'fc=»  —  Fa(w')  , 
si  ha 

^(  j)  =  f(^,)  =  a?,«',  +  ...  +  «.l/»  =  afiU,  +  ...  +  afnUn  . 

£s.  8.  Si  ha  pure 


o/i        Aii      ,      ^ìn 


-«•  t)—^- 


Xn      Ani      •      -^n 

di  cui  Fes.  1  ò  caso  particolare. 


0      Xi 
Xi  -4i, 

X  n   Ani 


Xn 

Ain 


f(^)  f.W 

f.(ar) 

P(^)    F,(«) 

P»(u) 

Eb.  4. 

W)     o,j      . 

o,. 

=  0, 

F,(m')     ^,     . 

A,n 

f-CasO     a,, 

di» 

F»(«')    M 

An. 

e  in  partic 

alare 

' 

=  0; 


f(«)    U(,x)    .    £,(«) 
fi(«)     «ht       •      «1» 

fa  (a;)     Olii      .     Umt 


'0, 


F(u)    F,(«)    .    F„(tt) 

F,(m)        ^,1  .        Ain 

Fn(u)        Ani        '        Ann 


=  0. 
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Es.  5.  Una  sostitozione  lineare  omogenea  trasforma  n  forme  lineari  di  h  va 
rìabili  in  altrettante  forme  lineari,  il  determinante  dei  coefficienti  delle  quali 
ò  eguale  al  determinante  dei  coefficienti  delle  forme  primitive  moltiplicato  pel 
modulo  della  sostituzione. 

0  altrimenti  :  il  risultante  di  più  forme  lineari  di  altrettante  variabili  ò  un 
invariante  d*indice  uno. 

Es.  6.  Una  sostituzione  lineare  omogenea  trasforma  una  forma  quadratica 
in  un*altra,  il  cui  discriminante  è  eguale  al  discriminante  della  primitiva  mol- 
tiplicato per  il  quadrato  del  modulo  della  sostituzione  ;  ossia  il  discriminante 
è  un  invariante  dMndice  due.  Quindi  il  suo  segno  è  permanente,  se  i  coeffi- 
cienti della  forma  e  della  sostituzione  sono  reali. 

Es.  7.  Se  una  sostituzione  lineare  omogenea  trasforma  la  forma  quadratica 

t'{x)  in  un* altra  <p{X),  trasformerà  eziandio  la  forma  bilineare  f  I   .]  in  <p(;«^)» 
quando  Xi,„  e  a^i...  siano  cogredienti. 
0  altrimenti  :  l'emanante  fi   , j  è  un  covariante  di  indice  zero  rispetto  a  f (:r). 

Es.  8.  F(u),  FI   A  sono  contravarianti  d'indice  due  rispetto  a  f{x).   Quindi 

i  loro  segni  sono  permanenti,  se  i  coefficienti  di  f{x)  e  della  sostituzione  sono 
reali. 
Es.  9.  Dal  §  82,  usando  le  notazioni  del  cap.  Vili  §  9,  si  ha,  in  forma  canonica: 

<J>(«y«f)  =  «*  +  y*  +  «*  +  2ay  cosxy  +  2a»cosX«  +  2yzcoaJE 

1  sen'xTi 

=  (a;+ycosxy+«cosXE)«+  ^^^j— b'sen'xy + «(cosjz— cosxy  cosxgff+g^  sen'xy  ' 

sicché  la  forma  <t^{xyz)  è  essenzialmente  positiva. 


FINE. 
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